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Vorbemerkungen

Das Material zu diesem Skript habe ich zum Teil im Rahmen meiner Vertrgpooigssur an der
Technischen Universitat Clausthal im Sommersemester 2011 zusammé#ny¥siere wichtige
Quellen waren das Skript Gber inferentielle Likelihoodtheorie von Prafd®@Giani (Deutsches
Diabetes-Zentrum Dusseldorf) und das Skript iber Wahrscheinlishdehnung und Statistik von
Dr. Wolfgang Meyer, Forschungszentrum Julich, sowie die Arbeiten &hAProjekt, die auch
Niederschlag in meiner Diplomarbeit an der Fachhochschule Aachen|uigidilich gefunden
haben. Allen Lehrenden, die mich in Jilich und Disseldorf begleitet hab&chte ich herzlich
danken.

Fur die Manuskripterstellung danke ich Mareile GroRe Ruse und Kons@ctiitdknecht.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anjexge zur Verfiigung.
Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehdorigen Stellen.



Verzeichnis der Abklrzungen und
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B(p,q) Betafunktion,B(p,q) = I'(p)I'(¢)/T'(p + q)
B() Borelmengen vofi

[2] Kleinste ganze Zahl grof3er oder gleich

X2 Chi-Quadrat Verteilung mit Freiheitsgraden
Ca Komplement der Menga/

Ou Dirac-Maf im Punkte:

Gleichheit in Verteilung

Fx Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariabte
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1 Indikatorfunktion einer Meng@/
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N(u,0?) Normalverteilung mit Parameteynund o2

o Verteilungsfunktion de/ (0, 1)-Verteilung
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Entscheiden unter Unsicherheit, statistische Modelle

Beim Ubergang von déahrscheinlichkeitstheorieur mathematischen Statist#nd zwei wich-
tige Anderungen zu ,verkraften*:

(1) Die Modellbildung erfolgt typischerweise auf dem ,Ausgaberauméiidbereich) von Zu-
fallsgréfZen, nicht auf deren Definitionsbereich (,Grundraum®).

(2) Statt eine einzige ,richtige* Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Esg@oReX aus dem
Grundraum(£2, F,P) herzuleiten, wird eine Familie von indizierten Wahrscheinlichkeits-
mafenPy)yco betrachtet und es wird zu ermitteln versucht, fur welchdas Maf@®, die
(unbekannte oder nur teilweise bekannte) Verteilung ¥ogemal gewisser Kriterien am
besten / hinreichend gut beschreibt oder fur welétdie VerteilungPy ,kompatibel* mit
Realisierungen: von X (Beobachtungen, Stichproben) ist.

Wir werden etwas konkreter: In dé¥ahrscheinlichkeitstheorist das grundlegende Objekt der
Wabhrscheinlichkeitsraurf2, 7, P). Zufallsvariablen sind messbare Abbildung&n: Q@ — .
Typischerweise berechnet m#l{X) = PX = P o X!, ein WahrscheinlichkeitsmaR af¥,
genannt die ,Verteilung vorX*.

Veranschaulichen wir uns dies durch ein elementares Beispiel, das pesltga Wirfelwurfs.
HieristQ = {1,...,6}%, F = 22 undP = (UNI{1,...,6})2. SeiX : Q — {2,...,12} = &
die Augensumme. Dann ist fijre €/

PX({j}) = P(X=))
= P({we: X(w) =4}),

2. B.PX({7}) = P(X = 7) = P({(1,6),(2,5),(3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}) = 6/36 = 1/6.
In der Statistiklautet die Aufgabe nun indes, Riickschliisse (InferantP bzw.PX nur aufgrund
von BeobachtungelX = x zu machen. Zum Beispiel kdnnte man sich die Frage stellen, ob die



beiden Wirfel tatsachlich ,fair* sind und dazu das obige Experimentaterholen und die
Ausgange in einer Strichliste festhalten.

Bezeichne daher format eine Zufallsgrof3e, die den méglichen Ausgang eines Experimentes
beschreib@ Da man die statistischen Schlusse Ub&ur vermittels der Stichprob® = z zieht,

liegt es nahe, den Bildrauron X nunmehr zum grundlegenden Objekt zu machen. Sei also von
nun an2 der zuX gehorige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller méglichen Realisierungen
von X und F C 29 einec-Algebra (iberQ). Die Elemente vorF heiRen messbare Teilmengen
von €2 oder Ereignisse.

BezeichnePX die Verteilung vonX. Es geltePX € P = {Py : ¥ € ©}. Der Werty kann als der
unbekannte und unbeobachtbare Zustand der Natur interpretiegnverd

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (2, F, P) mit Q # () eine nichtleere Menger C 29 eines-Algebra tiber2 und P =
{Py : ¥ € ©} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaRen Z&ufieil3t statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls® C R* k € N, so heiRt(2, 7, P) parametrisches statistisches Modéllc © Parameter
und © Parameterraum.

Appell: Obschon der eigentliche ,,Grundraum* (der Definitionsbereich Xomlie ,Zielpopulati-
on“) in der zentralen Definition_1l. 1 nicht mehr explizit auftaucht und awgtan einigen wenigen
Stellen im Skript fiir mathematische Zwecke gebraucht (und danfmitbezeichnet) wird, so
sollte man sich insbesondere in der Praxis doch stets und stéandig auchtiben Klaren sein
(,Reprasentativit*) !

Beispiel 1.2

a) In einem grofRen industriellen Produktionsprozess interessiert deschussanteil, d.h., der
Anteil fehlerhafter Produktionstiicke. Es wird zu diesem Zweck eine Sthnpom Umfang
n zufallig aus den gefertigen Produktionsstiicken entnommen. DienZa&hIN ist von der
Geschaftsfihrung vorgegeben worden. Ihr wird nach Beendigused@ualitatsprifung mit-
geteilt, wie viele der gepriften Teile sich als Ausschuss erwiesen haben.

Q,{0,...,n}, F = 2% (Potenzmenge]Py)yco = (Bin(n, p))o<p<1,© = [0,1] 3 p = 0.

b) Man nehme an, das Merkmal “Intelligenzquotient” sei in einer Zieldation (z.B der Bevol-
kerung Frankreichs) normalverteilt. Man ist aus demoskopischeméni an Erwartungswert
und Varianz dieser Normalverteilung interessiert. Dazu fluhsernufallig ausgewahlte Ein-
wohnerlnnen Frankreichs einen Intelligenztest unabhéngig vondaramnter standardisier-
ten, kontrollierten Bedingungen durch. Fir jede(n) Teilnehmerin ¢gjith daraus ein Wert

Iwitting (1985): ,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu eineth@gdung“z zusammengefasst.”



ihres/seines Intelligenzquotienten.
Q=R",F =B(R"),0 =R xRxo,9 = (1,067), (Py)oco = (N (1, %)) (.02)co-

Kritikpunkte: Der IQ kann weder negativ noch unendlich grof3 werden, noch karar \&grt
aus einem Intervall angenommen werden, da die Berechnungsfoumelf rationalen Zahlen
basiert.

Hier ist das statistische Modell also nur eine ndherungsweise Beschrpies tatséchlichen
Vorgangs in der Natur! Allgemein ist jedes Modell (nur) eine Abstraktiem\ilirklichkeit.

¢) In einem landwirtschaftlichen Forschungsinstitut werdeimterschiedliche Weizensorten auf
jeweilsn Feldstiicken angebaut. Man ist an Unterschieden im mittleren Ertrag desrSioter-
essiert. Dazu nimmt man an, alle fnal n) Ertragsmessungen seien stochastisch unabhangig
und jeweils normalverteilt mit einem Sorten-spezifischen Mittelwerdt < ¢ < k. Die Va-
riabilitat der Messungen sei rein technisch bedingt und daher bei allendl n) Messungen
identisch sowie bekannt. Ein etwaiger “Feldeffekt” auf den Ertrag existigeht bzw. sein von
vernachlassigbarer Gré3enordnung.

Q=R"  F=BR"), 0 =R* 0= (u1,...,m)T = f1

n
(Py)vco = ®Nk(ﬁ, o? - 1I;,),0% > 0 bekannt
=1
i
= Nnk 7J2In~k
i

Die Messwerte werden hier typischerweise in Matrixform vorliegen.

Statistische Inferenbeschéftigt sich damit, Aussagen uber die wahre VerteilBfigozw. den

wahren Parametef zu gewinnen. Speziell formalisieren wir dies durch Entscheidungspneble

Definition 1.3

Es sei(Q, F, (Py)yeco) €in statistisches Modell. Eine Entscheidungsrégfetine messbare Abbil-
dungd : Q@ — (A, A). Der MessrauniA, A) heil3t AktionsraumJede Funktiorl : © x A — R,
die messbar im zweiten Argument ist, heil3t eine Verlustfuniias TupelQ, F, (Py)yeco, A, A, L)

heilt ein statistisches Entscheidungsproblem

Das Risikoeiner Entscheidungsregélbei Vorliegen des Parametetsist der (unter) erwartete
Verlust vony, also

R(9,6) := Eg[L(9,5)] = /Q L(9, 8(z))Py(dz).



Beispiel 1.4

(a) Punktschatzung
Sei(Qv'F7 (R?)ﬂe@) = (Rn, B(Rn)’ ((N(ﬁ7 1))n)19€®:R>-
Unsere Aufgabe sei, einen rellen Wért= J(z) anzugeben, der den unbekannten Parameter

9 aus der Realisierung = (z1, ..., x,) “moglichst prazise schatzt”

Wir formalisieren dies als statistisches Entscheidungsproblem, indem i, &, (Py)yco)
den Aktionsraun{A, A) = (R, B(R)) sowie den quadratischen Verlus{d,a) = (v —
a)?,a € A = R, hinzufiigen. Betrachten wir nun speziélls) = z, = n~! > i1 2, SO

errechnen wir
R(¥,9) = Eg[(¥ - X,)?]

= Ey[9* - 29X, + X7]

= 192—2192+(192+1):3,
n n
daEy[Xy| = (Ey[X,])? + Vary (X,,) istund Vap (X,) = n~2 37, Vary (X;) = 1/n

gilt.

(b) Hypothesentest:
Unter dem Modell ausa) mdchten wir entscheiden, atin einem vorgebenen Teilberei€ly C R
liegt oder in®; := R\ ©( (sowohl©® als auch©; seien nicht-leer).
Der Aktionsraum besteht hier nur aus zwei Elementes, {ag, a; }. O.B.d.A. kann als@4, A) =
({0,1}, 2{9:1}) gewahlt werden. Eine sinnvolle Verlustfunktion ist gegeben durch:

L(9,a) = €1 1(4-19e00) + 2 L{a—09c0,}
fur nicht-negative reelle Konstantén und/,.

0(HPy(0(X)=1), fallsd e Oy,

= R(¥,0) = {
EQ]P’@((s(X) = 0), fallsd € @1.

Die sogenannte “Typl-Fehlerwahrscheinlichkeit” wird also ndit und die sogenannte “TyplI-
Fehlerwahrscheinlichkeit” mity gewichtet. Es ist auch moglicld; = ¢1(¢) und ¢y = £5(¥)
vom Wert des Parameters abhéngig zu machen, um “schwere” Rskleidungen starker zu
“bestrafen”.

Um eine Entscheidungsregel auszuwéahlen bedarf es nun Vergléiehisk zwischen konkurrie-
renden Entscheidungsregeln. Da das Risiko vom unbekannten Rarahbbangt, kann eine lokal
(aufe* C 0) “gute” Entscheidungsregel in Bereichen auRerhalb whdurchaus sehr schlechte
Eigenschaften haben.



Definition 1.5
Es sei(Q2, F, (Py)yeco, A, A, L) ein statistisches Entscheidungsproblem. Fernendetine Men-
ge (konkurrierender) Entscheidungsregeln, also eine Menge vbitdidbhgen vorf2 nach(A, A).

a) Die Entscheidungsregé heil’t besseals die Entscheidungsreg#, fallsVd € ©: R(19,d1) <
R(9,02) gilt und falls eindy € © existiert mitR(Jy, 1) < R(Vo, d2). Eine Entscheidungsre-
geld* € M heil3t zuldssign M, wenn es inM keine bessere Entscheidungsregel gibt.

b) ¢* € M heildt gleichmafiig bestentscheidungsregel iV, falls

V9 € ©:V5 € M: R(¥Y,5) > R(9,5%).

c) Eine Entscheidungsregé&l heildt minimaxn M, falls

sup R(9,6") = inf sup R(9,0).
V€O IEMyeco

d) Der Parameterraun® trage dies-AlgebraFg, die Verlustfunktior. sei produktmessbar und
¥ — Py(B) sei messbar fur allé € F.

Seir ein WahrscheinlichkeitsmalR aifd, F¢ ), dass die Unsicherheit tiber den Parameter vor
Experimentbeginn ausdriickt (a priori-Verteilung vién Das mitr assoziierte Bayesrisikaon
0 € M ist gegeben durch

Ri(8) = E.[R(6,0)]
= /R(ﬁ,é)ﬂ'(di?)
S
_ / / L(9, 5(2))Py(da)e(dD)
0JO

0* € M heilit Bayesregalder Bayes-optimah M (beziglichr), falls

R:(0%) = inf R.().
(657) = jinf Re(0)

Bemerkung 1.6

(1) Das Bayesrisiko kann auch als insgesamt zu erwartender Venligspretiert werden. Be-
trachte dazu den Messrauff2 x ©, F ® Fe) und das Wahrscheinlichkeitsm&Rauf (Q x
0, F @ Fo), definiert durchP(dz, d9) = Py(dz)n(dv) (die gemeinsame Verteilung von Be-
obachtung und Parameter).

Bezeichnen wir miX' und § die Koordinatenprojektionen vofl x © auf 2 bzw.©, so gilt
damit
R (6) = E3[L(6,0(X))].



(2) Ist¥y € © das MaldPy absolutstetig beziiglich undw absolutstetig beztiglich mit Dichten
fx|o=9 DZW. fo und ist fernerfyxy : 2 x © — R>q (F ® Fg)-messbar, so definieren wir
die a posteriori-Verteilungles Parameters (in Zeichef#’|X=*) vermittels der folgenden-
Dichte:

_ fe(@)- fX\@:qi(l“) ]
f@ fx\gzﬁ(x>f9(ﬁ>y<d79)

fG\X:x (19)
(Bayesformel flr Dichten).

(3) Erhalten wir bei Wahl einer parametrischen Klasse von a prioritérngen fir ein statisti-
sches Modell dieselbe Klasse (nur mit “upgedateten” Parametern) péssgeriori-Verteilungen
zuruck, so nennt man die entsprechenden Verteilungsklassen ierhjug

Fur komplexere Modelle ohne konjugierte Verteilungsklassen ist dieBeuag von a posteriori-
Verteilungen in der Regel nur numerisch moglich; es kommen dabenangte Markov Chain
Monte Carlo (MCMC)-Algorithmen zum Einsatz. In der Praxis sind Bayesthe Methoden
sehr beliebt.

Beispiel 1.7

(a) Unter dem statistischen Modell aus Beispiel 1.4(a) (Normalverteilungeunbekanntem Er-
wartungswert) und bekannter Varianz? = 1, n-faches Produktexperiment) greifen wir das
statistische EntscheidungsprobléRi’, B(R™), (N (¢,1))")ger, R, B(R), L) der Punktschét-
zung mitL (9, a) = (Y — a)? wieder auf und betrachten die drei Entscheidungsregeln

D) = ' ai= i,
=1

Uy9(x) = Zp+1/2 und

Dg(z) =17

WegenR (9, 91) = 1/n < 1/n+1/4 = R(¥,Vy) istd; besser al®), undd, damit unzulassig.
Allerdings ist weden); besser alsj; noch umgekehrtd; ist zulassig, daR (¢, J3) = 0 fiir
¥ = 17 und L nicht-negativ ist.

(b) Unter den generellen Gegebenheiten von Beigpiel 1.4(b) (Hymottest) seien sowoll, als
auch®; jeweils einelementig (“einfach”), als® = {v,¥;}. Damit ist eine jede a priori-
Verteilungr durch die Angabe vong := n({¢o}) undm; := 7w ({0}, }) festgelegt. Die Wahr-
scheinlichkeitsmali&y, undPy, mogen Dichtery xjg—g, =: po Und fxjs—9, =: p1 bezuglich
eines MalReg (z.B.; = Py + IP1) besitzenz besitzt offensichtlich eine Zahldichte.

Nach der Bayesformel ist die a posteriori-Verteilung festgelegt durch
mp;i (x)

PO =X =2)= —72L—+—,j=0,1 (P* —fast uberal).
> o Tepe()



Erinnerung: Absolutstetigkeit
(Q, F) ein MessraumP,y und i, zwei Mal3e auf(2, F).

Py ist absolutstetig bezuglich :< u(B) = 0 = Py(B) = 0.
Also:
Py absolutstetig beziiglich < {N : N Nullmenge bzgIPy} D {N : N Nullmenge bzgly}.

Satz von Radon-Nikodym:

Py absolutstetig bezlglich < Py besitzt eing:-Dichte.

W, "

Beweis von “=" durch Widerspruch:

FallsPy nicht absolutstetig beziiglich ist, soIN € F : N Nullmenge vory, aber nicht Null-
menge vorPy =

/N Fdp =0 # Py(N)
fur alle als Dichte in Frage kommenden Funktiorfes> Py besitzt keingu-Dichte.
Satz 1.8(Kriterium fur Bayes-Optimalitat)

Eine Regeb* ist Bayes-optimal, fall§*(X) = argmin Ez[L(6,a)| X]| P — f.s., d.h.
acA

E[L(0,6*(2))|X = z] <Ez[L(0,a)|X = z]Va € A und furP~-fast allez € Q.
Beweis: Seid eine beliebige Entscheidungsregel. Dann ist

R (8) = Eg [E5 [0, 6(X)| X]] > Ep[E5[L(6,6"(X)|X]] = Re(6").

Korollar 1.9
Sei das statistische Entscheidungsproblem (Schatzprodent), (Py)gycocr, R, B(R), L) gege-
ben.

(a) FurL(¥,a) = (¥—a)? istdie bedingte Erwartung; [0 X | (also der a posteriori-Mittelwert)
Bayes- optimaler Schatzer varbezliglich der a priori-Verteilung.

(b) Fiir L(v,a) = | — a| ist jeder a posteriori-Median, d.h. jedés mit P(0 < J,|X) > 1 und
P(g > ﬁﬂ\X) > % Bayes-optimaler Schatzer (falls die a posteriori-Verteilung existiert).

Beweis: Lo-Projektionseigenschaft der bedingten ErwartuhgsMinimierungseigenschaft des
(eines) Medians. [ |



Beispiel 1.10(Fortsetzung voh 117(b))
Nach SatZ 118 muss die Minimalstelle & L (6, a)| X = z| bestimmt werden, um die optimale
Entscheidungsregel zu finden. Der Parameterraim {Jg, 9, } ist diskret, also ist

Ez[L(0,0)|X =2] = L(9;,a)P(0 = 9| X = x)

1
7=0
= L(%,a) PO =X =2) + L(01,a) - PO = 91| X = z)

61 - a-mopo(z) + Lo(1 — a)mip1(x)
mopo(r) + mip1()

Der Nenner ist offenbar unabhéngig vanDie Minimierung des Zéhlers bezugliche {0,1}
erfolgt durcha = 0, falls /ymopo(x) > lamipi(x) ist und durcha = 1, falls lomip(z) >
ymopo(x) ist. Also folgt:

0, falls ¢y mopo(x) > lamip1(z)
() =141, falls lomip1(x) > {1mopo(T)

beliebig falls lom1p1(z) = €1mopo(x)

ist Bayes-Klassifikator (Bayestest) fur das Problem 1.7(b).
Ist spezielll; = ¢, gewahlt, so heilt dag;, fur das wir uns entscheiden, ,maximum a posteriori
(MAP)“-Schatzer.

1.2 Grundlagen der Schéatztheorie

Definition 1.11

Es sei(Q, F, (Py)seco) ein statistisches Modelh € N, () mit o : © — RP ein (abgeleiteter)
Parameter und. eine Verlustfunktion.

Das statistische Entscheidungsprobléfh 7, (Py)yco, R?, B(RP), L) heil’t Schatproblem fiir
o(9).

Eine Entscheidungsreggl: 2 — RP heil3tSchatzorschrift, die ZufallsgrofRé(X ) heiRtScharer
flr o(¥) und der Wertg(z) € RP heiBtSchatwert fur o(¢) gegeben die Beobachtudg = z.

b(6,9) :=Ey[0] — o(¥) heiRtVerzerung (endisch: bias) vons bzw.o(X).

Der Schatzep(X) heildterwartunggreu bzw.urverzerrt, fallsvd € © : b(9,9) = 0.

Lemma 1.12(Bias-Varianz-Zerlegung)
Unter den Gegebenheiten von Definition 1.11ysei 1 und L der quadratische Verlust, d.h.

L(9,a) = (o(9) —a)?, a € ACRL



(a) Das quadratische Risiko eines Schatz#s ) mit endlicher Varianz lasst sich zerlegen in
Ey[L(,0)] = Ej[o— o(¥)]+ Vary (o)
= b*(p,0) + Varg (9).
(b) Das quadratische Risiko eines erwartungstreuen, quadratintdmgien, reellwertigen Schat-
zers ist seine Varianz.
Beweis: Teil (b) ist eine unmittelbare Konsequenz aus Teil (a). Zum Beweis are¢anen wir
Ey[L(9,0)] = Eyp[(0— o(9))’]

= Ey[(0)* — 200(9) + (0(9))?]

= Ey[(0)*] —20(9)Es[0] + (o(9))?

= Vary (9) + {E}[d] — 20(9)Es[0] + ((9))*}

= Varg (0) + Ej[0 — o(v)], da Vay (9) = Ey[(0)*] — E3[d]-

Definition 1.13 (Wiinschenswerte Eigenschaften von Schétzern)
Sei(Q, F, (Py)geo, R, B(R), L) ein Schatzprobleny(v) der interessierende (abgeleitete) Para-
meter undp eine Schatzvorschrift.

(a) Der Schatzep(X) heiterwartungsreu, fallsEy [6] = o(9) V4 € O gilt.

(b) Falls o*(X) erwartungstreu ist, so heigt (X) efizient(bzw.UMVU), falls (7¢ € ©):

Vary (0%) = inf Vary (0) -

0:6(X) erwartungstreu

(c) Istn € N ein Stichprobenumfang urfd C R, so heil3ts(X) = 4, (X ) korsigentbzw.stark
korsigent, fallsg(X) — o(¢9) fur n — oo Py-stochastisch bzviey-fast sicher.

(d) Der Schatzep(X) hei3t asymptotisch normalverteilt, falls< Ey [(6)?] < oo und

L <é(X)_W> 5 N(0,1) unterPy.
Vary (0) n—00

Definition 1.14

Ein statistisches Modell2, F, (Py)sco) heilltdominiert (vom Maf3y), falls es eino-endliches

Mald i auf F gibt, so dass fur allé? € © das Wahrscheinlichkeitsméfy absolutstetig beziglich

wist (in Zeichen¥d € O : Py << w). Die durchd parametrisierte Radon-Nikodym-Dichte
dPy

(9, z) = W(x),ﬁ €0,x €0



heif3tLikdihoodfunkion, wobei sie meistens fiir festgehaltenes (beobachtetes) als Funktion

vony € O aufgefasst wird.

Anmerkung:Die Familie aller stetigen Verteilungen a(®™, B(R™)) ist dominiert von\". Jedes
statistische Modell auf einem abzahlbaren Stichprobenfaushdominiert vom Zahimal3.

Definition 1.15

Es sei(Q, F, (Py)geo) Mit © C R* ein vonyu dominiertes statistisches Modell mit Likelihood-
funktionl (¥, x).

Falls ¢ — In(l(9, x)) fur u-fast allex in 9 differenzierbar ist, nennen wir

T % In(l(9, z))|9=9, =: I(-,09) Scae-Funkion,

wobeid/(0v¢) den Gradient-Operator (Vektor der partiellen Ableitungen) bezeichnet.
Die (k x k)-Matrix
I(do) := By, [I(-,90) (I(+ Vo)) "]

hei3tFisher-Information im Punktel,.

Beispiel 1.16
Wir betrachten das Normalverteilungsmod@h, B(R), (N (u, 02))(%02)6%&0). Die A\-Dichte
vonN (u, 0?) ist gegeben durch

T — 2
fuala) = i expl= ) < 10,035 0 = (%)

Wir berechnen die Fisher-Information im PunKte, o2) =: ¥ und erhalten

z— )2
n(.a) = () - 0
Oln(l(¥, x)) _ T—p
o o2’
o) _ wpfoot - 1
do? 204 204 202

(:vf;io)2 (x*ug)?’ _ (x*f)
7 7 o, 20, 20,
= l($,190)(l(357190))t = | @po)® 0 (2—pu0) [(x0—u0)2—a§]20

6 1 8
204 20, 4o

Lemma 1.17
Es seienX, ..., X,, ZufallsgréRRen, die stochastisch unabhangige Experimente mit ein und der
selben Parametermeng® C R* induzieren. Existiert fur alld < j < n die jeweilige Fisher-
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Information/; auf ganzo, so existiert die gemeinsame, v@n= (X1, ..., X,,) erzeugte Fisher-
Information/ und es gilt fir alle € © :

1(9) =) I;(9).
j=1
Beweis: Die gemeinsame Log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch
In(I(9,2)) = > In(l;(9,2;)) beziglich @ p;.
j=1 7=
Nach Voraussetzung igt(l(+J, z)) zudem fast Uberall differenzierbar mit Score-Funktion
I, 0) = lj(z;,9).
j=1

Nach Ubungsaufgabe gilt zudely [i;(X;,9)] =0 V1 < j < n. Damit errechnen wir:

By [[(X,9)(i(X,9))"] = Ky Ki@(&ﬂ%) (Zn:ij(Xjaﬁ)T>}
= =1

n n

= 3> B [ (Xk, ) (X, 9)) ]

k=1m=1

n

- ZE@[l‘j(vaﬁ)(l'j(Xj7’lg))T]

J=1

Satz 1.18(Cramér-Rao-Schranke)
Seien(Q, F, (Py)gco) Mit © C R* k € N ein statistisches Modelh : © — R differenzierbar
in Yy € ©\ 00 und4(X) ein erwartungstreuer Schatzer fi(). Fir alle ¥ in einer Umgebung
vond, geltePy << Py, .
Ferner sei die Likelihoodfunktiol{?), z) Lo (Py,)-differenzierbar indy, d.h.
9: 0 x Q- RE mit lim 20 19, ) = 1o, )= < 9(Po,), 9 = o > 1]
90 [ — Yo|?

Falls die Fisher-Informatior! (¥y) im Punkted, endlich und strikt positiv definit ist, so gilt:

=0.

Eg, [(6 — 0(10))?] = Varg, (8) > < I(90) ™" 6(90), 6(0) > .

Beweis: Satz 2.124 in Witting (1985). |
Beispiel 1.19
SeiX = (Xi,...,X,) nach(N(u,o?))" verteilt. Dabei sejx € R der Parameter von Interesse

unda? > 0 bekannt.
Seiu(X) = X, = n~ 1>, X;. Dannisti(X) erwartungstreu und es gilt Vari) = %2 und
I(p) = % nach Beispiel 1.16 mit Lemrha 1]17. Alsojistramer-Rao effizient, denn= id.
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1.3 Grundlagen der Testtheorie

1.3.1 Allgemeine Testtheorie

Wir greifen Beispie[1.4.(b) noch einmal auf und studieren Testprobl@isméinare statistische
Entscheidungsprobleme: Gegeben zwei disjunkte, nicht-leere Teilm@&g@avonP = (Py)yco
mit Py U P; = P ist eine Entscheidung dariiber gesuchtPobzu P, oderP; gehort. FallsP
durch eineindeutig identifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittets Teil-
mengend, und©; von © mit ©y N ©; = ( und©y U ©; = © formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9e€e0©, versus H;:9¢c€©; oder

Hy:PX eP, versus H;:PXepP.

Die H;,7 = 1, 2 nennt man Hypothesei, heil3t Nullhypothesefi; Alternativhypothese / Alter-
native. Oft interpretiert ma#/, und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums, d.
h., HyU H; = © und Hy N H; = (. ZwischenH, und H; ist nun aufgrund vor € Q) eine Ent-
scheidung zu treffen. Die dazu bendétigte Entscheidungsregel nenrgimen statistischen Test

Definition 1.20 (Statistischer Test)
Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

1 (Q,F) — ({0,1},2001),
Konvention:

p(r) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung filr,

¢(z) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q: ¢(x) = 1} heilRt Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) yorkurz: {¢ = 1}.
{z € Q: p(z) = 0} heilRt Annahmebereich van kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem:Testen beinhaltet mégliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art @-Fehler, type | error): Entscheidung fif;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art G-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung voH, obwohl H; wahr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fir die Fehiend 2. Art gleichzeitig
zu minimieren. Daher findet in der frequentistischen Statistik eine asymmetisthachtungs-
weise von Testproblemen statt.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eineegetpene obere Schranke
(Signifikanzniveau, englisch: level),

12



(i) Unter der MaRgabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehlekr2 = ,optimaler”
Test.

Eine (zum Niveawy) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von
H, getroffen werdens- Merkregel: ,\Was nachzuweisen ist stets als Alternatiieformulieren!*.

Bezeichnungen 1.21

(i) By(¥) =Ey[p] =Py(p(X) =1) = |, ¢dPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tegtin Abhangigkeit vor € ©. Fiird € ©4 hei3ts, (9) Gutefunktion
vony an der Stelled. Fir 9 € O ergibt 3, () die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit van
unterd € 0.

Fur a € (0,1) vorgegeben heif3t

(i) ein Testy mit 3, (¥) < o fir alle ¥ € Hy Test zum Niveau,

(i) ein Testy zum Niveaur unverfalschtfalls 5, () > « fiir alle ¥ € H;.

(iv) ein Testp; zum Niveauwr besserals ein zweiter Niveaur Testys, falls 8., (9) > By, (V)
furalle v € Hy und39* € Hy mit 3, (V%) > By, (V).

Wir betrachten in der Folge in aller Regel die Mengé der Niveaua-Tests mit der Risikofunk-
tion R(V, ) = 1 — B,(9), ¥ € ©1. Unter diesen Pramissen ist das Testproblem dann bereits
vollstéandig spezifiziert durcif2, F, (Py)yeco, Ho).

Beispiel 1.22(Einseitiger Binomialtest)

Von denl3 Todesfallen unteb5- bis 64-jahrigen Arbeitern eines Kernkraftwerkes in Jahre 1995
warenb auf einen Tumor zurtickzufiihren.

Die Todesursachenstatistik 1995 weist aus, dass Tumore beil¢tnaller Todesfélle die Todes-
ursache in der betreffenden Altersklasse (in der Gesamtbevoilkedangtellen. Ist die beobach-
tete Haufung von tumorbedingten Todesféllen unter den Arbeitern im Kdtwierk signifikant
auffallig zum Niveaur = 5% oder noch “kompatibel” mit den Gegebenheiten in der Gesamtpo-
pulation?

Bezeichne dazu die Zufallsvariablé die Anzahl der Tumortoten unter = 13 Todesféllen
von AKW-Mitarbeiterinnen. Wir modellieref = {0,...,n = 13}, F = 2% (Py)yco =
(Bin(13,p))pejo,1) Und habent, = {p < 1/5} zu testen.

Betrachten wir speziell nicht-randomisierte Tegtder Formy(z) = 1 < z > ¢, mit kritischen
Bereichenl', = (cq,00). Um die Einhaltung des Signifikanzniveaus= 5% sicherzustellen,
muss sup P,(X > ¢,) < o bzw. aquivalent dazu inf P,(X <c¢,) > 1 — « gelten.

0<p<1/5 0<p<1/5
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Fir festesk € Q) ist

k
n _ n n—
P,(X =k) = <k:>pk(1 —p)" " =1(p, k) undP,(X < k) = Z (l>pl(l —p)" L= F(p, k).
1=0
Eine einfache Kurvendiskussion zeigt, déksc 2 : F'(p, k) fallend aufe, = [0,1/5] ist.
Damit ist fur allek € Q 0<i1if1/5IP’p(X < k) =P, 5(X < k) undc, wird so bestimmt, dass
P>

. "\ 1 4.,
¢o = min{k € Q: %(6)(5)’5(5) £>1-a},

damit die Typ llI-Fehlerwahrscheinlichkeit mdglichst klein wird.
Wir erhalten:

4 5
13\ 1yp 415 13\ 1yp 415
(= ~ 1und =) (= ~ .
S (V)@ ~osrumay- (1)@ ~oomo
/=0 £=0

Damit wird ¢, = 5 gewahlt undH, kann bei der tatsachlich beobachteten Datenlage 5 nicht
verworfen werden.

Definition 1.23 (p-Wert)

Sei (2, F, (Py)yeo) ein statistisches Modell und sei ein Test fur das Hypothesenpa@r#
Hy C © versusH; = © \ Hy, der auf einer PrufgroR& : 2 — R basiert.¢ sei charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichigp C R fur jedes Signifikanzniveau € (0, 1), so dass
o(z) =1« T(x) € T, furx € Qgilt. Dann ist derp-Wert einer Realisierung €  beziiglich
o definiert als

—  inf  PYT(X)eT,),
Py(2) et (T'(X) €Tly)

wobei das Wahrscheinlichkeitsm&R so gewahlt ist, dass

B(T(X) € Ta) = sup By(T(X) € Ta)

gilt, falls Hy eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 1.24

(i) Falls Hy einelementig (,einfach®) un®y, = Py, ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmalf? ist,
so gilt (in aller Regel)
po(x) = inf{a: T'(x) € Ty}

(i) p-Werte werden haufig auch als ,beobachtete Signifikanzniveaus'idiers.
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(i) Sei 2! der Urbildraum vonX. Die Abbildungp,(X) : Q71 — [0,1],w — p,(X (w)),
lasst sich als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch Ubligise mit Klein-
buchstabe bezeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahmécieitsmalen vor-
zubeugen. Es muss also haufig aus dem Kontext heraus interpregieigny obp, = p
einen realisierten Wert au$, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 1.25

Unter den Voraussetzungen von Definifion 1.23 sei die Teststatiskik derart, dass die Mono-
toniebedingung

Vg € Hp: V91 € Hy :Ve € R: Py (T'(X) > ¢) <Py, (T(X) > ¢) (1.2)

gilt. Dann heil3ty ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls funad€0, 1)
eine Konstante,, existiert, so dass

Bemerkung 1.26

(a) Die Monotoniebedingund (1.1) wird haufig so umschrieben, dass Tdststatistik unter
Alternativen zu grol3eren Werten neigt".

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehdrigehrkdeeiche sind gegeben
alsT',, = (cq, 00).

(c) Die Konstantemr, werden in der Praxis bestimmt Gbey = inf{c € R: P*(T'(X) > ¢) <
a} mit P* wie in Definition 1.2B (,am Rande der Nullhypothese®). ¥ einelementig und
Py, stetig, so gilte, = F;-'(1 — a), wobeiFr die Verteilungsfunktion vofi(X) unter Hy
bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: [Jgitdt verscharftem)
(@.J) ist ein Test vom N-P Typ gleichmaRig (Uber allec H,) bester Test fliH, versus
Hi.
Lemma 1.27

Seip ein Test vom N-P Typ urigf unabhéngig vorx. Dann gilt fir die Berechnung desWertes
einer Realisierung € () bezuglichp, dass

po(@) = PH(T(X) > ) mit t* := T(x).

Beweis: Die Ablehnbereich&, = (c,, ) sind geschachtelt. Demnach wind{« : T'(z) €
I',} offensichtlich in[t*, co) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt
fernerP*(T'(X) € [t*,00)) = P*(T'(X) > t*). |
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Anmerkung:lst H, einelementiglPx, stetig undy vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen
aus Bemerkung1.26 und Lemina 1.27 fir alle 2, dasp,(x) = 1 — Fr(t¥).

Satz 1.28(Testen mit denp-Wert)
Seia € (0, 1) einfest vorgegebenes Signifikanzniveau uné* stetig.Dann gilt die Dualitét

p(x) =1 = py(z) < .

Beweis: Wir beweisen das Resultat hier nur fir Tests vom N-P Typ. Da die Funktien
P*(T(X) > t) monoton fallend in¢ ist und aufgrund der Konstruktion va, (siehe1.26.c)
P*(T(X) > cq) < asowiefiralleR > ¢ < ¢, : P*(T(X) > ¢) > « gelten muss, ist,(z) < o
gleichbedeutend mit* > ¢,. Das fuhrt bei einem Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung
von Hy. [

Bemerkung 1.29

(i) Der Vorteil vonp-Werten fur das Testen ist, dass sie unabhéngig von einem a priori festge-
setzten Signifikanzniveauausgerechnet werden kdnnen. Dies ist der Grund, warum alle
gangigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests UiberedienBag von
p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Prahlden man mit
dieser Art des Testens tricksen kann. Halt man aich n&mlich nicht anutigesgatistische
Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschlie3licigad&k&nzniveaus!)
vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchliegeer,« erst a poste-
riori (hach Durchfihrung des Experimentes und Anschauen deftisrendernp-Wertes) zu
setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommeredeedehnen viele
Statistiker die in satz_1.28 gezeigte Art des Testens strikt ab.

(i) Die Interpretation deg-Wertes ist zu bedenken. Deiert gibt eine Antwort auf die Frage:
~Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass diepattibge stimmt?*
und nichtauf die Frage ,Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese watydggben
die gemessenen Daten?”, obschon letztere Frage manchmal intetessaischeinen mag
und Praktiker ab und an dazu tendieren, geWert dahingehend umzudeuten.

1.3.2 Tests fur Parameter der Normalverteilung

Satz 1.30(Multivariate Normalverteilung)

SeienXj, ..., X, iid. standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann heit= (X7, ..., X4)*
standardnormalverteilt iniR<.

Ist fernery = QQ' € R™ ™ mit Q € R™*? eine positiv definite, symmetrische Matrix und
Y = QX +pu, p € R™, soheilty = (Yi,...,Y,,)" allgemein normalverteilt inkR™, in Zeichen:

Y ~ Np(p, X). Es gilt:
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a) Y hat die\™-Dichte
—m _ 1 _
eus(y) = (2m) 7™ det £ 71/ exp(—5(y = 1)'S 7y — ).

b)
V1<j<m:E[Y;]=p;, Y1<i,j<m:Cov(V;Y;) =3,

Beweis: Siehe Kapitel 3.1 in Fahrmeir and Hamerle (1984). |

Satz 1.31(Affine Transformationen)
SeiY ~ Ny (1, 2), k <m, A€ RF™ eine Matrix mit maximalem Rang ud= R*. Dann hat
der ZufallsvektoZ = AY + b die k-dimensionale Normalverteilunty; (Au + b, AL A?).

Beweis: Satz 9.5 in_ Georgii (2007). |

Lemma 1.32
Ist X standardnormalverteilt auR', so hatX? die Gamma-Verteilungj

N

)

S

Beweis: Ubung [ |

Korollar 1.33
SeienXy, ..., X, iid. auf R' mit £(X;) = N(0, 1). Dann ist

n

> X7 ~T.
27

=1

Beweis: Nach Lemma1.32isk; ~ I': .. Faltungsstabilitat der Familie der Gammaverteilungen
272

= 2.

V|3

beziglich des zweiten Parameters (siehe Aufgabe 4.6) liefert die Aaissag [

Anmerkung:Die Verteilung von}_;" X? wurde erstmals 1863 in der Dissertation von Ernst
Abbe (spater Carl Zeiss Jena) hergeleitet.

Lemma 1.34

Seiena, r, s > 0 und X, Y stochastisch unabhangige Zufallsvariablen it~ I'y , undY” ~
o DannsindS = X +Y und R = 5 stochastisch unabhangig mit ~ T4 Und
R ~ Betdqr, s).

Beweis: Ubung [ |

Satz und Definition 1.35
SeienXy, ..., Xm, Yi,...,Y, iid. standardnormalverteilt auR'. Dann hat der Quotient

m n
Fppi=m™ 3 X/ (7 ) VP
i=1 j=1
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die folgende Verteilungsdichte beztiglich

mm/an/2 m/2-1

frn(z) = B(m/2,n/2) (n + ma)m+n)/2 1(0,00) (2)-

Beweis: Ubung [ |

Die Verteilung vonF,, ,, heil3t Fisher'sché’-Verteilung mitm undn Freiheitsgraden (nach Sir R.
A. Fisher, 1890-1962).

Korollar und Definition 1.36
SeienX, Yy, ..., Y, iid. auf R mit X ~ A(0,1). Dann hat

X _ . 2 _nn1 .
T = die A-Dichte t — 7,,(t) = (1+ —)" 2 {B(1/2,n/2)y/n} L.

/n—1 Z?:l Y'j2

Die Verteilung voril" heif3t StudentischeVerteilung mitn Freiheitsgraden.

Beweis: Nach SatZ 1.35 ist> ~ F;,,. Nach Transformationssatz hat dati&f = /72 die
Dichtefunktiont — f1.,(¢?) - 2t, t > 0. Wegen der Symmetrie vai/(0, 1) ist aber auchl’
symmetrisch unm verteilt, d.h.,7 und —T haben die gleiche Verteilung. Also hatdie Vertei-
lungsdichtet — f1.,(t2) - [t| = T (2). [ |

Satz 1.37(Student|(1908))
Im GauBmodellR", B(R"), (N, 52)")y=(u,02)c0:=Rx(0,50) ilt fiir alle ¥ € ©:

(@)

Xp=n"> X;und & =(n-1)"") (X; - X,)
j=1 i=1

sind stochastisch unabhangig.
(b) Xy ~N(p,02/n)und 25t S% ~ x2_ ).

(€)
T, = Y2 T g

Anmerkung:W. S. Gosset publizierte 1908 unter dem Pseudonym “Student”, da sbeitge-
ber, die Guinness-Brauerei, ihren Mitarbeitern die Veréffentlichungevischaftlicher Arbeiten
verbot.

Damit folgen die auf dem Handout (Seiten 200-204|aus Witling (1985))exgEgiebenen Stan-
dardtests fir die Parameter der Normalverteilung allesamt aus der allgerestdreorie.
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1.3.3 Bereichsschatzungen und der Korrespondenzsatz

Es gibt Dualitaten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)pobliliezmen / Konfidenz-
intervallen.

Definition 1.38

Gegeben sei ein statistisches Mod&| 7, P = {Py : v € ©}). DannheiBC = (C(x) : = € Q)
mit C'(z) C ©Vx € Q eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveaux fur
VeEB <=VIecO:Py({zx: C(z)39})>1—a.

Satz 1.39Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romano|(2005) oderg\11585)

(a) Liegtfurjedes) € © ein Testpy zum Niveaur vor und wirdy = (py, ¥ € O) gesetzt, so ist
C(yp), definiert tberC(z) = {¥ € © : py(z) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen
zum Konfidenzniveau— .

(b) IstC eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniteawr und definiert man
© = (g, ¥ € ©) Uberpy(z) =1 — 1g,)(9), so isty ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveaua, d. h., zum Niveau flr jedes € ©.

Beweis:
Sowohl in (a) als auch in (b) erh@lt man) € © : Vo € Q: py(z) =0 < ¥ € C(x). Also ist
v ein Test zum allgemeinen lokalen Niveawgenau dann, wenn

Voe®: Py({pyw=0}H)>1—«
& Vdeo: Py({x: Cx)a9}) >1-a

& Cist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenznivéau a.

Bemerkung 1.40

(a) Die Dualitdtpy(x) = 0 < ¥ € C(x) lasst sich schon grafisch veranschaulichen, f@lls
und© eindimensional sind.

(b) Ein einzelner Tesp zum Niveaux fur eine Hypothesdd kann interpretiert werden als
(1 — a)-Konfidenzbereich. Setze dazu

oy {@, falls p(z) = 0,
K=06\H, falls p(z) = 1.
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Abbildung 1.1: Dualitétpy(z) = 0 < ¥ € C(x)

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzberei€tiz) einen Test zum Niveauflr eine Hypothese
H C ©. Setze hierzp(x) = 1x(C(z)), wobei

1, falls ACB,
15(A) =
0, sonst.

fur beliebige Menger und 5.

Beispiel 1.41

Im GauBmodel(R™, B(R™), (N (u,02))") uer=0) Mit bekanrter Varianze? > 0 sei ein mog-
lichst kleiner (bezlglich des Lebesguemales) Teilbereich der realleseAesucht, der den un-
bekannten Erwartungswegitmit einer Wahrscheinlichkeit voii — o) tberdeckt und der nur von
x € R™ abhangen darf.

Losung:Die StatistikX,, ist suffizient furu, beinhaltet also samtliche Information, di¢ tiber
u liefert. Die Verteilung von/n(X,, — u)/o ist N'(0,1). Damit ist X,, unter u symmetrisch um
w verteilt mit exponentiell abfallender Verteilungsmasse zu beiden Seitenisf\ksin optimaler
Konfidenzbereich von der Form

C(z) T,

I
=
|
=
-
=
+
-
—~
8
=
3
—
=
11l
=
=
Il
8
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Wir missen zur Berechnung vb() das Konfidenzniveall — «) garantieren:

_ |

PM([Xn_kv ntklop)=1-a

O
& ]P’u(—\/ﬁg <Z< fk) =1-—a«, wobeiZ ~ N(0,1)
& BV~ BVt =1-a

k o
< ‘I’(\/ﬁ;) =l-5 & \/ﬁ; =2zl ap k= 7n Z1-a/2

= C(‘T) = |Tn — 721—04/2"%71 +

o
Jn %21—@2 .

Bemerkung 1.42

a) Isto? > 0 unbekanntso liefert der Korrespondenzséaiz 1.39, angewendet auf-dest (Seite
152 b), Test Nr. 2) in Verbindung mit dem Kommentar Uber zweiseitigis daf Seite 152 e),
dass ein optimalefl — «)-Konfidenzbereich fir gegeben ist durch

&(x) B a(x)

C(x) = |ZTn — %tnq,ka/z, Tn + %tnfl,lfa/2 .

b) Die Rechnung unter Beispiel 1141 hangt nicht von der konkretemrBaon X,,, sondern
lediglich von der Tatsache ab, dag5:(X,, — i1)/o standardnormalverteilt ist. Sie kann also
analog fur andere Modelle mit normalverteilten suffizienten Statistiken dafihrt werden.

In Definition[1.13 haben wir asymptotische Normalitat als eine wiinschenskigeaschaft von
Punktschatzern kennengelernt. In Anknipfung an Bei§piel 1.41 ibinung mit Bemerkung
[1.42b) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 1.43

Sei(Q", F", (Py)yecocrr) €in Produktmodell mit Regularitatseigenschaften Gpax) ein asym-
ptotisch normalverteilter Punktschétzer fiir ¢ R* in dem Sinne, dasg/n(dJ,(X) — 9) 2
N(0,I71(9)) unterdy. Seip : © — R eine stetig differenzierbare Abbildung mit Gradient
o(0) # 0.

Dann gilt:

NG {g(én(X)) - 9(190)} B N(0,02,) unterPy, mito, = 6(90)T " (9)o(80)".
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Ist die Fisher-Information stetig, so ist ein Konfidenzintervall §{if) mit asymptotischer Uber-
deckungswahrscheinlichkeit — «) gegeben durch

O(e) = |o(Pn(@)) £ 21072 6]
mit t
62 = o0 (@)1 (D)) [0(Dn(2))]

Beweis: Abschnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano (2005). |
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Kapitel 2

Deskriptive Statistik

2.1 Univariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Prasentation.

2.2 Multivariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Prasentation.
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Kapitel 3

Lineare Modelle und inferentielle
Likelihoodtheorie

3.1 Einfihrung und Beispiele

Die Regressionsrechnung beschéftigt sich mit der Analyse von (syitehen) Zusammenhan-
gen einer (univariaterdielgréf3e (Response-Variabl®) und einer Menge voh erkldrenden Va-
riablen (Kovariablen, RegressoreR),, ..., X;. Anders als z. B. in der Physik, die deterministi-
sche GesetzmaRigkeiten der Fogre= f(x1,...,z,) Mtz = (z1,...,xx) als ,Eingabe“ undy

als ,Ausgabe” zum Gegenstand hat, legt die Statistik zufallige ,Storungerunde (Messfeh-

ler / -ungenauigkeiten etc.). Damit ist die Ausgabe / Respbdhakso eine Zufallsvariable, deren
Verteilung von den Kovariablen abhangt.

Ziel der Regressionsanalysst die Untersuchung des Einflusses der erklarenden Variablen auf
den Mittelwertder ZielgréR3e. Wir modellieren also

E[Y|X1 = T1y.-. ,Xk = :L’k] = f(xl, N ,:Ek).

Die VariablenYy, ..., Y, die eine Stichprobe der ZielgréRe beschreiben, lassen sich dann stets in
eine systematische und eine stochastische Komponente zerlegen:

Y, = E[}/Z|X271 =Til,--- 7Xi,k = wi,k} +é&; = f(xi,17 . 7xi,k) + &; mit E[EZ] =0,1<7<n.

Der Vektor; = (x;1,...,2;)) heilt ,Kovariablenprofil‘bei deri-ten Messung und; heif3t
Fehlertermbei deri-ten Messung. Die (verallgemeinertdiearenRegressionsmodelle wahlen
speziellf als eine lineare Funktion in den Werten (Realisierungen) der Kovariablen.

Definition 3.1 ((Verallgemeinertes) Lineares Modell)
SeienX := (X1,...,X}), Z:= (z1,...,2;) undn := g(E[Y|X = Z]).
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Modellannahmen = By + Z;‘:l Bjxj. Dabei heilltg die Link-Funktion 3, der Intercept
(B1,...,B) der Vektor der Regressionskoeffizientéie Parameter des Modells!) und

X1,..., X, werden auch alsinabhéngige VariableaindY als dieabhéngige Variablbezeichnet.

Schema 3.3Ubersicht iiber GLMs)
GLM steht fur ,generalized linear model” bzw. verallgemeinertes linedvieslell.

Modell Skalenniveau voiy’ Link-Funktiong
ANCOVA (MLR) stetig id. (X' hat stetige Komponenten)
ANOVA stetig id. (X rein kategoriell)
log-linear Y € (0,00) n = Ellog(Y)|X = ]
Poisson Y eN log
logistisch dichotom logit(z) = In(z/(1 — z))
Cox Zeitspanne n = In(h(t)),
(proportional hazards h(t) Hazardfunktion

Tabelle 3.1: Ubersicht tiber verallgemeinerte lineare Regressionsmodelle

Beispiel 3.3(Realdaten)
Mietspiegeldaten, sieteSkript.

3.2 Inferentielle Likelihoodtheorie

Definition 3.4 (Maximum Likelihood-Schatzer)
Es sei(Q, F, (Py)yeo) €in vony dominiertes Modell mit Likelihoodfunktidit, z). Der Para-
meterraum® trage dies-Algebra Fe. Eine Statistikd(X) mit J : (2, F) — (O, Fo) heildt
MaximumLikdihood-Scharer (MLE) vond, falls

[(D(z),x) = sup I(J, z)
V€O

fur Py-fast allez € Q und alled € © gilt.

Bemerkung 3.5

(&) Weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLE sind ohne weitere Modalianen sicherge-
stellt.

(b) Bei einer Re-Parametrisierung) — o(9) ist natiirlich 9(X) := o(J(X)) der MLE fiir o(9),
falls der MLEJ(X) existiert.
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Beispiel 3.6

(@ Xi,...,X,iid. mit X; ~ Poissorf)), X := (X1, ..., X,) mit Werten inN{}. Der Parameter
A > 0 sei unbekannt.

Hexp N

= In(i(\z)) = Zn: —A+z;In(A\) — In(z;!) = —nA + In(N) Zn: Ti— Zn: In(z;!)
i=1 i=1 i=1

o
= aha(z(A,;c))_Z(gcA )= -—n+A" sz

A n!
= sz, dawln I\, ) < 0.

(b) Allgemeines Regressionsmodell

SeiY = (Y1,...,Y,). Furjedesl <i < n gelteY; = gy(x;) + ;. Dabei sind digz;)1<j<n
deterministische, fest vorgegeben “MessstellgR’eine deterministische, vom interessieren-
den Paramete € © C R*, k ¢ N, parametrisierte Funktion und digj)1<j<n zufallige
iid. “Messfehler”, fur diee; ~ N(0,0?) mito? > 0 gelte.
Damit giltV1 < i < n:Y; ~ N(gg(z;),0?) undY; L Y; V1 <i#j<n.
Ubungsaufgabes> 9(Y) = argmm {378 (Y; — go(x4))?}, also gleich dem Parameter, der
die Fehlerquadratsumme m|n|m|ert

Satz 3.7(Asymptotik des MLE)

Es sei(Q", F", (P§)yeco)n>1 MitO C R* eine Folge dominierter (vop™) Produktexperimente

mit eindimensionaler Loglikelihoodfunktidn(i(¢, z)) = ln(%(m)).

Es gelte:

(a) © ist kompakt und, liegt im Inneren vor®.
(b) V9 # ¥y : Py # Py, (Identifizierbarkeit)

(c) ¥ — In(I(9, x)) ist stetig auf® und zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebuhgon
Yo flr alle z € Q.

(d) EsgibtHy, H, € Ll(]P)ﬁO) undH; € LQ(PﬁO) mit

oY

sup |In({(9, z))| < Ho(x) sowie sup
YeO del

(l(ﬁ,x))‘ < Hi(z), 1 =1,2,Vz € Q.
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(e) Die Fisher-Information zu einer Beobachtung, also
I(0) = B, [1(-,90)(I(-,00))"]
ist positiv definit.
Dann ist der MLE@n(X), wobei X = (Xy,..., X,) mit Werten inQ2", unterPy asymptotisch
normalverteilt:
Vi, (X) —99) 2 N(0, I(99)~") unterPs, fiir n — oo.
Beweis: Siehe Abschnitt 6.5 in Lehmann and Casella (1998). |

Korollar 3.8
Unter den Voraussetzungen von Saf 3.7)jgtX) konsistent und asymptotisch Cramér-Rao-
effizient.

Definition 3.9 (Likelihood-Quotienten-Test)

Es sei(Q2, F, (Py)sco) ein dominiertes statistisches Modell mit Likelihoodfunktioh ). Das
interessierende Testproblem sei gegeben dufgh= ©( gegenH; = ©1, Oy # O # 0,
O + ©1 = O. Wir bezeichnen

A1, 00], A() = SWPoco UV )
SUPjcg, [(7, )

als Likelihood-Ratio-Statistik und jeden Test der Form

1, falls A(z) > k
o(x) =10, falls A(z) < k
v(z), fallsA(x)=k

far k > 1 und~y(z) € [0, 1] als einenLikdihood-Quaierten Test.

Bemerkung 3.10
Sind?d bzw.dy Maximum-Likelihood-Schétzer fiir wobeid € © bzw.0, variieren darf, so ist

~

RGN
[(Fo(), )
Satz 3.11
Das ProduktmodeliQ2”, 7, (P})yco) erfille die Voraussetzungen von Saiz 3.7 lber die Asym-
ptotik von Maximum-Likelihood-Schétzern mit eindimensionaler Likeliho&tumi (v, z;). Die
Hypothesenmeng®, liege in einem--dimensionalen Unterraum vo@ C R* mit0 < r < k,
wobeir = 0 dem Testen von Punkthypothegan= {9} entspricht. Dann gilt
2log(An(X)) =2 [sup Y In(l(¥, X;)) — sup >_In(i(d, X:))| B X3,
ved 5 9€00 i1
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unter jedeniPy, mitdy € O¢ N[O \ JO)].
Insbesondere besitzt der Likelihood-Quotienten-Test

P(2) = Log(hn@)>x, ), 1_ay/2)

mit X%k_r)-u_a) dem(1 — )-Quantil vony? _ damit auf der Meng®, N [© \ 9O] asymptotisch
das Niveaw € (0, 1).

Beispiel 3.12(Multinomialverteilung)

Wir betrachten eine Folge vanstochastisch unabhéngigen, gleichartigen Versuchen mit (jeweils)
k mdglichen Ausgangen.

Dabei trete der Ausgangfir 1 < i < k — 1 bei einem einzelnen Versuch mit Wahrscheinlichkeit
p; auf und wir definieren fernep, := 1 — S5 ! ;.

SeiN;, 1 < j < k, die Zufallsvariable, die die Anzahl an Versuchen beschreibt, dersgahg

gleichj ist. Dann heiRtN = (N, ..., Ni) multinomialverteilt mit Parametern, k — 1 undp =
(p1,...,pr—1) Wobei wirn undk als fest vorgegeben betrachten wollen, so disg©) = k£ — 1
gilt.

Genauer gilt

k—1
O ={(p1,---,pe1) €[0, 11 Y p; <1}
j=1

Als Likelihoodstatistik erhalten wir

l(p, N Hp
H] 1NJ =1

und als MLE ergibt sich analog zum Binomialmodgll= N;/n, 1 < j <k —1.
Betrachten wir nun die Punkthypothe®g = {=} fir einen fest vorgegebenen Vekioe O, so
ergibt sich als Likelihood-Ratio-Statistik

Ap(N) = zléi ]]Y[)) und log(A,(N)) = n;ﬁj log (2) 7

wobei wir wiederr, = 1 — %" 7; setzen, und es giltlog(A.,(N)) 2, X4_, nach Satz 3.11.
Zur Durchfiihrung des resultierenden asymptotis@hTests kann die folgende Uberlegung hilf-
reich sein. Betrachten wir die Funktidn gegeben durch(x) = xlog(z/x0) fUr eine fest vorge-
gebene reelle Zaht, € (0,1). Dann ist die Taylor-Entwicklung vain(z) umx, gegeben durch
h(z) = (z — zo) + %(m — 20)% 4 o[(x — x0)?] fur z — o
Zo
und damit ist firp ,nahe bei* =
i Nj — TLﬂ'j)Q

2log(An(N)) = Qn MitQy = Z (

nm;
j=1 J
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Die Statistik@,, heil3t Pearson’'sche Chi-Quadrat Statistik. Es gilt praziser
2log(An(N)) — @, — 0 stochastisch

unter der Nullhypothese, so das augh asymptotisch eing%_l—VerteiIung untep = 7 besitzt.

Bemerkung 3.13

Asymptotische?-Tests lassen sich auf die Situation vdnx ¢)-Feldertafeln verallgemeinern.
Sind zwei kategorielle ZufallsvariableXi undY gegeben, wobeX genauk Werte undy” genau
¢ Werte annehmen kann, so kann die Hypoth€sé Y mit einem asymptotischey?-Test in der
beobachteterik x ¢)-Kontingenztafel getestet werden. Die Anzahl der Freiheitsgradebeet
sich dabei zuk — 1) - (¢ —1).

3.3 Multiple lineare Regression (ANCOVA)

Modell 3.14 (Klassische multiple lineare Regression, ANCOVA)
Wir betrachten den Stichprobenradi®™, B(R™)) und modellieren die Beobachtungen, . . ., y,)

als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhéngigen Zufédlslen (Y3,...,Y},)
mit
k
Vi<i<n: Y= f(xi1,...,%x) +& = Po+ Zﬁjxi,j + & (3.1)
j=1
Der Vektor = (Bg, f1, - - -, Bx)! ist der Parameter von Interesse. Wir setzen- k + 1, kiirzen
ab:
Y :=(Y,...,V,) e R": Response-Vektor
1 r11r ... T1k
X=1: : € R™*P . Design-Matrix
1 zp1 o0 Tpgk
£:=(e1,...,en) ER": Vektor der Fehlerterme
B = (Bo,P1s-.-,Bk) €ERP: Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise v{@1)

Y = XB +e. (3.2)

Ferner machen wir die folgenden Modellannahmen:

(a) Die Designmatrix habe maximalen Rang, so d&$ ¢ RP*? positiv definit und inver-
tierbar ist.
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(b) Die Fehlerterme seien iid., wob@F! induziert sei durchF. Es gelteE [¢;] = 0 und
0 < 02 := Var(e1) < oo, also insbesondere Homoskedastizifie unbekannte Vertei-

lungsfunktionF' sei ein Stérparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Optional machen wir an einigen Stellen zusétzlich eine Normalverteilungbamman die Fehler-
terme:

() g1 ~ N(O, 0'2).
Bemerkung 3.15

(a) Die gemachten Modellannahmen uriter 8.14 implizieren, dass entfigdés Designma-
trix aus deterministischen, von der Experimentplanung her fest vdrgega ,Messstellen”
besteht oder (ii) die gesamte Analyse bedingt auf die (realisierten Werté®esignmatrix
durchgefihrt wird, der eventuell vorhandene Zufall in den Desigkfmalso im Modell
nicht beriicksichtigt wird. Mdchte man stattdessen ein wahrscheinlictiieitetisches Mo-
dell fur die DesignmatrixX mitmodellieren, so spricht man von einem Regressionsmodell
mit zufalligem Desigrbzw. von einem Korrelationsmodelttr die Bearbeitung von Kor-

relationsmodellen bedarf es gesonderter Auswertungstechnikéesimisdere missen dann
Korrelationen der stochastischen Kovariablen mit den Fehlervariableharuswertungs-
methodik eingerechnet werden. Wir behandeln hier die Falle (i) und (ligvénalog, un-
terdriicken also insbesondere in der Notation haufig das BedingeneabDidignmatrix, um
die Notation tbersichtlich zu halten.

(b) Die Annahme der Unkorreliertheit der Fehlerterme ist durch eirgesannte ,Residual-
analyse“ nachtaglich zu validieren, vgl. Definitibn 3117. Ist noch Strukiudten Residuen
(den durch das Modell geschatzten Fehlertermen) zu erkennergnsodas ein Hinweis
darauf sein, dass weitere Kovariablen zuséatzlich in das Modell aufzusrekind.

(c) Kategorielle Kovariablen sollten durch eine Menge von sogenanmemmy-Indikatoren®
kodiert werden, um nicht implizit eine (inadaquate) Metrisierung auf deskreten Wer-
tebereich solcher Kovariablen zu induzieren. Eine kategorielle Kovbriatit £ mogli-
chen Auspragungen wird dabei dur€h— 1) Indikatoren reprasentiert. Dej-te Dummy-
Indikator kodiert dabei das Ereignis, dass die Kategdrie+ 1) bei der zugehorigen Ko-
variablen vorliegt,j = 1,...,(¢ — 1). Sind also alle(¢ — 1) Indikatoren gleich Null, so
entspricht dies der (Referenz-)Kategotider zugehorigen kategoriellen Kovariable.

(d) Wechselwirkungen zwischen Kovariablen werden durch Interatiéome modelliert. Der
Interaktionsterm fur die Wechselwirkung zwischen Kovariatfgrund X; wird dabei ge-
bildet alsz; - z; (Multiplikation der jeweiligen Auspragungen).
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Korollar 3.16
Aus den Modellvoraussetzungen uiier B.14 folgt bereits

Vi<i<n: EY;] = Bo+bizii+ ...+ BiTik,
Vi<i<n: Var(y;) = o2,
Vi<i#j<n: Co\Y;Y;) = CoMVe;,¢j)=0.
Nehmen wir zusatzlich normalverteilte Fehlerterme an, so ist
Y ~ No(XB,0%1,).

Definition 3.17 (Residuen)

Ist ein Schatzep des Parametervektors verfiigbar, so erhalten wir einen (naheliegepidg-in)
Schatzer fir den (bedingten) Erwartungswertvektor Vo@urchE%[?] = X 3. Wir definieren die
Komponenten voR[Y] als Y; := fo + Brxiy + ...+ Beig, i = 1,...,n und die sogenannten
Residuerals beobachtete Abweichungen der tatséchlich beobachteten Werte sjmrRRevaria-
blen von den Schatzwerten ihrer (bedingten) Erwartungswerteatsoy; — ¢, 1 < i < n.

Satz 3.18
Unter Modell3.14 gilt:

(a) Der Kleinste Quadrate (KQ)-Schatzer des Parametervekiass gegeben durch

B=pY) = (X'X)'X'Y
und damit folgt auRerdem die Darstellung
B—pB=(X"X)""Xte.
(b) Durch Einsetzen vofiin Y = X 3 ergibt sich ferner

Y = X(X'X)"'X'Y = HY

mit der(n x n)-Matrix H = X (X*X)~! X", Die Matrix H wird als Pradiktionsmatrix bzw.
hat matrix bezeichnet un¥+ = (X*X)~1 X* heit auch (Moore-Penrose) Pseudoinverse
vonX.

(c) Nehmen wir speziell normalverteilte Fehlerterme an, so stimmt dermem-Likelihood-
Schatzer voi$ mit dem angegebenen KQ-Schéatzer Uiberein.

(d) Fur den Schéatzes, gegeben durch = (X' X) 1 XY gilt

E[3] = 8 und Coyj3) = o?(X'X)L.
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Beweis: Die Aussage unter (b) folgt sofort, sobald (a) gezeigt ist. Wir fihrem Beweis zu (a)
geometrisch bzw. mit Methoden der linearen Algebra. Dazu kirzen wif &b (1, i 1,. .., ;1)

(=} bezeichnet also diéte Zeile der Designmatrix) und beachten, dass das kleinste Quadrate-
Kriterium

A~

n
_ : SNl O : _ 2
B—arggrelﬁgp{zm wzﬂ)} arg min ||V — X5

=1
aquivalent dadurch beschrieben werden kann, d’a&sﬁe Lo-Projektion vonY” auf den Vektor-
raum{z € R": z = X,~ € RP} darstellt. Somit kanm charakterisiert werden durch

VyeRP: (Y —XB3,X)gn =0
& VyeRP: ViX~y = 3 X X (Bilinearitat von(-, -)gn)
& YiX = fIXX.

Multiplikation von rechts mi{ X*X)~! liefert Y/ X (X' X)~! = j* und folglich wie gewiinscht
B =(X'X)"1X'Y, da(X'X)"! symmetrisch ist. Teile (c) und (d) sind Ubungsaufgaben

Bemerkung 3.19(Geometrische Eigenschaften vﬁh
Sei3 = XY wie unter Satz3:18. Dann gilt

(i) Die geschatzten ((bedingten) Erwartungs-) Werte (41, . . ., 9,) sind orthogonal zu den
Residuert = (é1,...,&,)!, d. h.gté =0.

(i) Die Spalten vonX sind orthogonal zu den Residuen, d¥t.¢ = 0.
(iii) Die Residuen sind im Mittel gleich Null, d. ., &; = 0bzw.é = n= 13" & = 0.

(iv) Der arithmetische Mittelwert dej; ist gleich dem Mittelwert der beobachteten Response-
Wertey; selbst, d. hg =n=1 3" g =g=n"1>" v

(v) Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkidien, d. h.
Yy = BO + Z?:l Bj.’f‘j, wobeiVvl < 7 < k: CZ'j =n1 Z?:l T 5

Lemma 3.20(Zentrierungsoperator)
Seil :=(1,...,1)! e R*undC := I,, — n~'1 -1t € R"*" Dann gilt

(i) Ista € R™ ein beliebiger Vektor, so ist

ar —a
Ca =

anp — a

C ist also der Zentrierungsoperator
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(i) C ist symmetrisch und idempotent, d(¥. = C.
(i) a'Ca =" ,(a; —a)* a € R".
Beweis: Elementare Lineare Algebra, zur Ubung. |

Satz und Definition 3.21
Fur 8 = XY wie unter Satz 3.18 gilt

(a) Streuungszerlegung:

n n

dDwi—9? = D Wi—-9°+> &
i—1

i=1 i=1
—=: 88T = SSR+ SSE

<~ sfj = sf) + sg.
(b) Danach (a)
_ SSR N SSE
- SST  SST
gilt, gibt
R2 .— SSR 3 (@i — 9)° —1_ D1 €
SST 37 (yi — 9)? > (v — 9)?

mit Werten in0, 1] den Anteil der Gesamtvariation der Responsevariablen in der Stichprobe
an, der durch das Regressionsmodell erklart werden kann.
Wir nennenk? Bestimmtheitsma(@nglisch: R-square value / coefficient of determination).

(c) Bezeichnet,; den empirischen Pearson’schen Produktmomentkorrelationskeefén

2

zweier Datenvektorem undb, so gilt R? = Ty

Beweis: Zum Beweis von Teil (a) multiplizieren wir die Identitgt= ¢ + ¢ von links mit der
ZentrierungsmatrixC' und erhalterCy = Cy + Cé. Da die Residuen bereits zentriert sind (vgl.
Bemerkund 3.79.(iii)) gilCé = £ und folglichCy = C§ + € bzw.y'C = §'C + . Damit folgt

y'cCy = (§'C+¢&") (Cy+e)
= JICCH+ §'Cé + £'Cy + él¢

= POy +gie+éy+été
n n

= Z(yi —9)? = Z(Z)i -9)°+ 253
i=1 =1

i=1

wegen Bemerkunig 3.19.(i).
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Zum Nachweis von (c) beachten wir die Definition des Korrelationskaeffizn und erhalten
. > Wi — 9@ — )
vy n — n ~ —
\/Zizl(yi = 9?2010 — 9)?
2 o —9) (@i — @)]2.

= Tyy = SST -SSR

Nach Definition von R? bleibt zu zeigen, das$2?:1(yi—g)(gi—g)]2 = (SSR)? =
> (G — )2 2. Demnach geniigt es zu zeigen, dass

Swi—-n@-9 = > @ -y)?

i=1 =1

=D Ei-DG-1) = > Hi—9)”

=1 =1
Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten

n

n n n n
SE+5i—D@i—0) = D> LT &+ > 9 —20> Gi+ng
i=1 =1 i=1 =1

i=1

Da die Residuen zentriert und zu dem Vekjarthogonal sind, folgt die Behauptung. [

Satz 3.22(Rechenregeln fir Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrizen)

SeienZ; und Z, Zufallsvektoren mit Werten ifR? und A bzw.b geeignet dimensionierte, deter-
ministische Matrix bzw. Vektor sowi{Z;] =:  und Co\(Z,) := E[(Z; — p)(Z1 — p)t] = Z.
Dann gilt

() E[Z1 + Z5] = E[Z)] + E[Z,].
(i) E[AZ; +b] = Ap+b.
(iii) Cov(Z1) = E[Z124] — pyst.
(iv) Var(b'Z;) =b'Sb = 30 329 bibjo;.
(v) Co(AZ; +b) = AX AL
(i) E[Z{AZ1] = sp(AX) + utAp.
Beweis: Satz B.1 in_ Fahrmeir et al. (2009). |

Satz 3.23(Satz von Gaul3-Markov)

Es werde Modell 3.14 zu Grunde gelegt. Unter allen linearen und erwgstoeuen Schatzern fiir
3 besitzt3 = XY minimale Varianz, d. h.,

V0 < j < k:Var(3;) < Var(BF) (3.3)
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fur jeden linearen, erwartungstreuen Schatzér = BL(Y). Damit ist 3 BLUE (best linear un-
biased estimator).
Ferner gilt auch fiir jede Linearkombinatiafi3, dass Vatct3) < Var(c¢t3%) mit 3~ wie oben.

Beweis: Jeder in den Datelyr € R™*! lineare Schatzep” fur 3 € RP*! ist von der Form
B = AY mit A € RP*", Es istE[3"] = E[AY] = AXS, also muss fiir Erwartungstreue die
Bedingung

VBERP:AXB=F <= (AX -1,)3=0
— AX =1,

erfullt sein. Damit ist insbesondere rday = p und wir kénnenA o. B. d. A. in die Form
A = (X'X)~1X* + B bringen. Setzen wir diese Form i) = AX ein, so folgtl, = AX =
(X'X)"'X'X + BX = I, + BX = BX = 0. Damit st

Cov(Bh) = o244
= o’ [(X'X)"'X'+ B] [X(X'X)™' + B
= o [(X'X) ' X' X(X'X) + (X'X)'X'B' + BX(X'X)™! + BB'|
= A(X'X)' +4°BB!
= Cov(B) +o’BB.

Da BB! nicht-negativ definit ist, ergibt sich also, dass auch @8y — Cov(3) = ¢2BB! > 0.
Damit folgt insbesondere fiire R? unter Beachtung von

Var(c¢tpt) = Cov(B%)e und
Var(c¢tf) = Cov(B)e,

dass VatctBL) > Var(ctﬁ). Ungleichungl[(3.B) folgt schlieRlich durch Betrachten spezieller Vek-
torenc mit Eintragenc; = 1,_;,4y,i=1,...,p, furalle0 < j < k. |

Um Tests und Konfidenzbereiche fiir die unbekannten Pararfigter ;< konstruieren zu kon-
nen, bedarf es nach S&iz 3.18.(d) noch einer Schatzung der (in afjer lRebekannten) Fehler-
varianzo2. Zum Beispiel unter Normalverteilungsannatime B.14.(c) an die Fehlertemmedazu
die Maximum-Likelihood-Methode verwendet werden.

Satz 3.24(Schatzung von?)

(a) Unter Model[3.14 mit Zusatzannahine 3.14.(c) Tg?lm = &t¢/n.
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(b) Auch ohne Normalverteilungsannahme gilt unter Mddelll& 4] = (n — p)o?, so dass
ein erwartungstreuer (Momenten-) Schéatzerdéigegeben ist durch? = glé/(n —p).

Bemerkung 3.25

(i) Der erwartungstreue Schatze? wird in der Praxis bevorzugt, hat jedoch gréf3ere Varianz

als ;\QML.
(i) Der Schatzew? ist restringierterMLE unter den Gegebenheiten von $aiz13.24.(a).
Bei der REML-Schéatzmethode wird die marginaleelihoodfunktion

(0% y)= | U(B,0%),y)dB,

l
RP
die nach ,Ausintegrieren“ des Parametervektors zu Stande kommimerk

Beweis: Wir beweisen Satf_3.24. Teil (a) ist zur Ubung. Zum Beweis von Teil @gopérken
wir zunachst, dasé = Y —Y = Y — HY = (I, — H)Y gilt. Nach Ubungsaufgabe ist die
Matrix I,, — H symmetrisch und idempotent mit radg — H) = n — p. Wir erhalten also
E[¢'é] = E[Y!(I,, — H)Y]. Unter Ausnutzung von Rechenrefel3.22.(vi) ergibt sich damit

E[&té] = sp((I, — H)o?1,) + B X (I, — H)XB.

Nunist sg(1,, — H)o%I,) = o?[sp(l,) —sp(H)] = 0?(n—p),dasgH) = sp(X (X' X)~1X!) =
sp(f,) = pist. Also folgt

E[g'é] = o*(n—p)+ B XTI, - X(X'X)"'XH)Xp
= o?(n—p)+ /X' X3 - AX'X(X' X)Xt Xp
= o*(n—p)+ B X'XB - BX'XP
= o(n—p)
wie gewlnscht. |

Korollar 3.26

Ein (plug-in) Schatzer fiir Cdy) mit 3 = XY ist gegeben durch

L Ele(xtx)T!
=

Cou(B) = 02(X'X)

Satz 3.27(Statistische Eigenschaften der Residuen)
Wir fassen unter Moddl[3:14 die Residues £(Y) =Y -Y = Y -HY =Y - X (X'X) "' X'Y
als ZufallsgréRen auf. Dann gilt

1) E[¢] = 0.
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2) CoVé) = o?(I, — H), also insbesondere Heteroskedastizitat, und es herrschen nicht-

triviale Korrelationen.

3) Die standardisiertefResiduen

&
ov1—hy

sind homoskedastisch verteilt, falls die Modellannahmen unter Modell 3l sind.

= 1<:<n

Beweis: E[¢] = E[Y] — X (X'X) 'X'E[Y] = X — X(X'X)"' X! X3 = 0.

Cov(é) = Cov((I, — H)Y) = (I,, — H)o*I,(I,, — H)! = 0*(I,, — H)!, da die Matrix(I,, — H)
symmetrisch und idempotent ist, vgl. Beweis von $atz]3.24.(b). [
Satz 3.28(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Wir betrachten Folgen von ANCOVA-Modellen, indiziert mit dem Stichprainéangn. Dabei
seien die folgenden beiden Voraussetzungen an die Folge von Desigem@i,, ), >, erfullt.

0] n=2 max ‘1‘”‘ — 0 flrn — oo.
1<i<n,1<j<p ' "

(i) n~'X! X, — V fir eine positiv-definite, symmetrische Matbixc RP*?.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen richtig.

(@) Es seia’ = (a1,...,a,) ein beliebig ausgewahlter, aber fest vorgegebener VektdRim
Dann gilt mitp? = 02a'Va, dass

1 ¢yt w 2
L (n 2a Xn5> mN(O,p )
(b) Fur B(n) = X1, gilt, dass
£ (VaiBn) = 8Y) —“ N, (0.0%V 7).
Beweis: SeiS, := a' X' e. Wir beachten, dass
Sy = Z <aj meez> ZEZ Zaja:m =: Zbi &
=1

i=1

eine Summe stochastisch unabhangiger, zentrierter Zufallsvariablenristr gdt

Var (S,) = = g2 Zbg = g2 Z Z a;japT; ;T

i=1 j =1

P
=0’ Z ajar( X Xn)je

jvezl

= o%a' (X! X,)a.
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Damit folgt Val’(n_%Sn) =n"to?d' X! X,,a — p? = d%a'Vafirn — co.

Uberpriifung der Lindeberg-Bedingung unter Verwendung vonahinme (i) komplettiert den Be-
weis von Aussage (a).

Zum Beweis von Aussage (b) beachten wir die unter 3.18.(a) neteddarstellung

Valfn) - 8} = jﬁm*xzxnrlele.

Nach Cramér-Wold device (siehe z|B. Shorack and Wellner (1986), S&iegilt

c <\/15Xfla> —— N, (0,0°V).

Da nach Annahme (i) fernén—' X! X,,)~! gegenV ! konvergent ist, gilt insgesamt

L —1 vyt —1 vyt w 271,-1
E(\/ﬁ(n XpXn)  Xpg ) —— Ny (0,0°V7).

Satz 3.29(Verteilung quadratischer Formen)

1. SeiX ~ N, (p, ) mit X symmetrisch und positiv definit.
Dann gilt (X — )Y 1 (X — p) ~ x2.

2. SeiX ~ N,(0,1I,), R eine symmetrische, idempoterite x n)-Matrix mit rang(R) = r
und B eine(p x n)-Matrix mit p < n. Dann gilt

(@) X'RX ~ x;

(b) AusBR = 0 folgt: X!RX ist stochastisch unabhangig vdhx .

3. SeienX ~ N, (0, ,,) und R sowieS symmetrische und idempotelrtte x n)-Matrizen mit
rang(R) = r, rang(S) = s und RS = 0. Dann gilt

(@) X*RX undX!SX sind stochastisch unabhangig.

X'RX
(b) %thx ~ Frs.

Beweis: Satz B.6 in_Fahrmeir et al. (2009).

zu 1. Seix!/2 die symmetrische und positiv definite Matrix nit/2 - ©/2 = ¥ und inverser
Matrix ¥~1/2, Dann istZ := ~Y/2(X — u) ~ N, (0,1,). Aus der Definition der Chi-
Quadrat-Verteilung folgZ’Z ~ x2 und damit die Behauptung.
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zu 2. (a) DaR idempotent und symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Mdrixit R =

T

. I, 0 . L .
PD, P!, wobeiD, = <O O)l Weil P orthogonal ist, ist mit\ auch auchV := P!'X

gemanN,, (0, I,,) verteilt. Die Aussage ergibt sich nun unter Verwendung von

X'RX = X'R*X = (RX)Y(RX) = (PD,W)Y(PD,W) = W'D, P'PD,W

=W'D,W =Y W}
=1
und der Definition der Chi-Quadrat-Verteilung.
(b) EsistZ; := BX ~ N,,(0, B'B) undZ; := RX ~ N, (0, R). Aus

Cov(Z1, Zs) = Cov(BX,RX) = BCovV(X)R' = BR=0

und der Normalverteilungseigenschaft folgt die stochastische Unglgkéit von Z; und
Z5. Damit sind aber auclf; = BX und Z¢ - Z, = X'RX stochastisch unabhéangig.

zu 3. (a) Hier setzen wiZ; := SX ~ N,(0,5) und Zy := RX ~ N, (0, R). Wir berechnen
wieder
Cov(Z1,Z5) = SCoV(X)R = SR = S'R' = (RS)" = 0.

Erneut folgt aufgrund der Normalverteilungseigenschaft aus déotdeliertheit die sto-
chastische Unabhangigkeit véfhh und Z, und damit die stochastische Unabhéangigkeit von
ZtZ, und Z Z,. Die Behauptung ergibt sich nun aus den Identit&¥¢8 X = Z!Z; und
X'RX = ZiZ,. Teil (b) ist eine einfache Folgerung aus 3.(a) und 1.

Definition 3.30 (Lineare Hypothesen)

Unter Modell(3.14 seiX eine deterministisché" x p)-Matrix mit rang(K) = r < p. Wir nen-
nen K Kontrastmatrixund jedes Testproblem der Forfhy: K3 = d versusHy: K3 # d mit

d € R™! fest vorgegeben ein (zweiseitiges) lineares Testpraklan bedeutet, dass unter der
linearen Hypotheséi, insgesamt < p linear unabhangige Bedingungen an die Parameter des
ANCOVA-Modells gestellt sind.

Beispiel 3.31

(i) Test auf signifikanten Zusammenhang einer bestimmten Kovardabter Response:

H():ﬁj:() VS. Hltﬁj#o

fur ein vorgegebenes < j < k.
= K e RVP mit EintragenK; = 1y;_; 1}, undd = 0.
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(i) Testeines Subvektos = (31,. .., 3"

€ R™P (3.4)

ja)
—_
= o o O

o O o O
o O o O

mit Eintragenk;y = 1y—; 1 undd = 0.

(iii) Test auf Gleichheit zweier Regressionskoeffizienten

Hy: Bj, —Bj, =0 versus Hy:fBj — B, #0, mitl < j; # jo <k.

= K 6 RlXp m|t EintragenKi == 1{i:j1+1} - l{i:j2+1}’

alsoKk = (0,...,0, /1 ,0,...,0, =1 ,0,...,0)undd = 0.
~~ ~~
jit+l-te jot+1-te

Satz 3.32
Unter Modell3.14 gilt:

(a) Zur Berechnung der Teststatistik eines Likelihood-Quotienten-Bdstsder Devianz) zum
Prifen der lineare Hypothesé&: K3 = d muss eine Maximierung der (Log-) Like-
lihoodfunktion unter den mittel& und d kodierten linearen Nebenbedingungen durchge-
fuhrt werden. Dieser rechenintensive Schritt kann vermieden welaleh Verwendung der
Wald-Statistik

W= (KB —d"KVK) Y KB —d), (3.5)

wobei3 den MLE im vollen Modell und’ die geschatzte Kovarianzmatrix vgrbezeich-
nen. Die Statistikl” ist asymptotisch &quivalent zur Deviahiog A,,(Y') und es gilt insbe-

2farn — oo.

sonderel (W) — x
Ho

(b) Treffen wir die Zusatzannahme 3.14.(c), so ist die Devianz eine isbtansformation von

F="P2ESSE mit ASSE = SSEy, —SSE. Ferner istF unter Hy dann exakf-verteilt:

F ~ Fr’n,p.
Hop

(c) Unter den Gegebenheiten von Teil (b) §ilt= rF.

Beweis: Zum Beweis der asymptotisched-Verteilung in Teil (a) kehren wir zuriick zur Asym-
ptotik des MLE, vgl. Satz 3]7. Es gilt

Vi, — 90) B N(0,1(9)~")  unterPs firrn — oo
unter den genannten Regularitdtsannahmen.
= I(9)*n2(D, — 99) B N(0,1,), wobeir := dim ().
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Das Continuous Mapping Theorem liefert damit, dass
(D — Do) nI (90) (D — Do) B 12
Ist die Fisher-Information stetig unk{d,,) ein konsistenter Schatzer filifd,), so gilt auch
(9 = 00) () (W — Do) 5 X3 (Al

Beachten!(v) ist Fisher-Information des Produktmodells!

Inunserem Fall isH : K3 —d = 0 zu prifen, also ist der Parameter von Interesse K3 — d,
¥o = 0undd, = KS — d. Einsetzen dieser Terme in [A] liefed(W) Hi0> X2 fir n — oc.
Weitere Details siehe Abschnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano|(2005).

Far Teil (b) kirzen wir in Anlehnung an Bemerkung 3.10 ab

BHO :  MLE im reduzierten Modell (unter den durdki undd kodierten Nebenbedingungen),

—

0%p, :  MLE der Fehlervarianz im reduzierten Modell,

l(y) == l((BM;EML),y)a

iHo (y) = l((BHm UQHO)’ y)

und berechnen

2log Ay (y) =2 {IH(Z(Z/)) - ln(iHo (v))

- SSE 5 SSE
=2 [Z log(2mo2 1) — 552 + glog(%m?Ho) 4+ 22
oML 20’2H0
o2y SSEp ASSE
— 1 — 0 — 1 0 = 1 E— 1 .
n Og(0'2ML) nlog( SSE ) = nlog( <sp T )
Zur Herleitung det. ,,,-Verteilung vonF = "2 455E verwenden wir Saiz 3.29.3. Dazu miis-

sen wir noch zeigen:
(i) ASSE/o? ~ x?
(i) ASSFE undSSE sind stochastisch unabhangig.

(Ubungsaufgabe 22.(b) komplettiert die Beweisfiihrung.) Wir zeigenidier&chaften (i) und (ii)
sowie die Aussage von Teil (c) als Korollar 3.34. |

Satz 3.33
Unter den Gegebenheiten von Saiz B.32.(b) und (c) gilt:
() Br, = B — (X'X) ' KY(K(X'X) ' K') "1 (Kf - d),
Diesesfy, erfillt Kfy, = d, daKfy, = KB — K(X'X) "K' (K(X'X) 1K)~
(KB—d) = K — Kj3+d = d. Fernerist3y, = 3, falls 3 bereits die Nebenbedingungen
erfallt.
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(i) Mit der AbkiirzungAp, = (X'X) ' K*(K (X' X) 1K)~ (K — d) gilt
SSEn, = é'é + Aly X'X Ay,

(iiy ASSE = (Kf —d)!(K(X'X) 'K'")~}(Kf — d), also eine quadratische Form.

Beweis: Wegen Zusatzannah.14.(c),£?$1f0 hier sowohl KQ-Schéatzer als auch MLE. Fiir je-
den Kandidaten-Vektoy € R?, der die Nebenbedingung~y = d erflllt, errechnen wir zunachst

1Y = Xyl3 = (Y = X9)'(Y = X7) = (Y = X5+ X (5 —7)'(Y = X5+ X(5 7))

=|IY = XB|)5+ (B—1)'X'X (8 —), da

(B=7)'XHY = XB) = (Y = XB)'X (B —7) = (B —N'(X'Y - X'X(X'X)'X'Y) = 0.

Ferner gilt:
(B=)'X'X(B =) = 1X(B = Buy)Il3 + [1X (Br, — I3,

denn wir errechnen in analoger Weise

1X (8 = Bro )13 = (X (B = Bre))' X (B = Bry) = (X(B =~ +7 = Bu)) X (B =~ +~ — Bry)
= [B="+ (v = Ba)'] X*X [(B =) + (v = Brc)
=(B=N'X'X(B=7)+2(8-'X"X(y— Brmp)

+ (v = Brg)' X' X (v = Bro)
und mit|| X (B, — )12 = (Br, — ) X' X (8w, — ) ist folglich insgesamt
1X (B = Buy)II3 + [1X (Bro = )13
= (B =)' X'X(B—7)+2(8 =N XX (v = Brm) +2(v = Brg)' X' X (7 — By
= (B =)' X' X(B—7) +2(8 = Bry) X' X (7 — Buy)-
Nun ist aber
2(8 — B X X (v — Brp) = 2 [(X'X) T KH K (X'X) K (KB — d)r X'X (v~ Bu,)
= 2(KB — d)'(K(X'X)"' K" K (X' X)X X) (v = B
= 2(Kp — d)"(K(X'X) " K" K (y = Bimp) = 0
und zusammenfassend ergibt sich alsoc R? mit Ky = d:
1Y = X3 = [[Y = XBII3 + |1X (8 = Bao)| 13 + 11X (Br, — )13
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Da die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite invarignsiimd und X vollen Rang
hat, erhalten wir, das@%HO die Fehlerquadratsumme unter der linearen Nebenbedingung eindeutig
minimiert. Darlber hinaus zeigt die Rechnung namlich, dass die Zerlegungsf

1Y = X B3 = 1Y = XBI[3+ [|1X (B — Bro) 113,

also die Orthogonalitat voft” — X 3) und (X3 — X fg,) gilt (Pythagoras!).

Wir setzen nurBy, = 3 — Ap, ein und berechnen
o = X B, = X(B— Any) = XB — XAp, = §— XAp,,
€Ho =Y —UH, =Y — J+ XAp, =€+ XAp,
und damit
SSEu, = €yény = (6 + XAmy)' (€ + XAny)
=&'e+ & XAy, + Ay, X'e + Ay X' X Ay,
=é'e+ Ay X' X Ay,
daX’é = 0 nach Bemerkunig3.19.(ii). Damit ist
ASSE = é'e + Ay X' XAy, — &' = Al X' X Ap,
= |(X'X)'KYK(X'X) T K TY KB — d) tXtX(XtX)_th(K(XtX)_1Kt)_1(KB —d)
= (KB — d)"(K(X'X)" K K (X' X) 7 KN (K (X' X) T K TN KB - d)

— (Kf - d)'(K(X'X)'K") " (KB — d).

Korollar 3.34
Unter den Gegebenheiten von Saiz B.32.(b) und (c) gilt unter der linéfrpathese
Hy: KB =d:

(@) ASSE/c? ~ x?

(b) ASSE L SSE

_ _ ASSE
(© W=rF=(n—p)=Zp

Beweis: Fir Teil (a) benutzen wir Safz_3129.1. Wir definier8n= K 3. Unter H, gilt dann
E[Z] = dund Co\Z) = 02K (X'X)~'K' und, da3 normalverteilt ist, gilt sogar
Z ~ Np(d, o2 K (X' X)L K1).
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Zum Nachweis von Teil (b) beachten wir, dad$SFE eine Funktion (alleine) vor? ist. Da
31 SSE ist, ist somit auchlASSE 1 SSE.

SchlieBlich rechnen wir fir den Nachweis von Teil (¢), dass

p_n—pASSE _n-—p (KB —d)"(K(X'X)" 1K)~ Y(KS —d)
~ r SSE 7 )

(n —p)o?
(KB — d)' (oK (X'X) "' K')"{(Kj - d)
(KB —d)(KVK") " " (Kf—d) W

r

r

Beispiel 3.35(Fortflihrung von Beispié[3.31)

Fur drei spezielle Testprobleme berechnen wir die konkrete GestaR-&atistik.

(i) Test auf (signifikanten) Einfluss einer bestimmten Kovariable aufeépéhse:
Ho:B;=0, Hi:B;#0,

1 < j < k fest vorgegeben.

Wir habenk™ € R'*? mit Eintragenk; = 1y,_;,1; nach Beispie[3.31.(i) und = 0.
Einsetzen liefert

S5E ,(\Bj)? und damit
n—p Var(p;)

ASSE (8;)?
F=(n- S 14 dF ~ F (n_p)-
(n p) SSE Var(ﬁj) un Hy L(n—p)

ASSE =

Dieser F-Test ist aquivalent zum zweiseitigen t-Test mit der Teststatistik

T = sT’é(jjﬂ) mit SE3;) := \/Var(3;).

J

(i) Testeines Subvektos = (54, ...,5;):

Hierist K € R™*? mit EintragenK;y = 1y—; 1y,d = 0.
Damit ist

AN~y A%\T—1 Ax . BN Ty As\T1—1 A

Assp = SSEB)CMBIN 1 (o n  m—pASSE (5 [Cov5)] A
n—p T SSE r

mit der Verteilungseigenschaft s Fy (n—p)-

(i) Globaltest:
Hy:B;=0V1<j<k versus H;:3je{l,....k}: 3; #0.
Hierist SSEy, = SST = Y., (Y; — Y)? und damit nach Streuungszerlegung

n

ASSE = SSEp, — SSE = SST — SSE =SSR=» (Y;-Y)?

i=1
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n—pASSE n—-pSSR n-—p R?

> ="55E T % SSE_ k 1 _IZ

und F ;I:) Fk,(nfp)'

Anmerkung:F-Tests konnen auch als Hotelling8-Tests ausgefiihrt werden. Es gilt nAmlich:
Ist ' ~ F., SO ist%F ~ T?(r,s +r — 1) (Hotelling’s T2-Verteilung, Hotelling (1931)).

Korollar 3.36
Nach dem Korrespondenzsatz erhalten wir als Folgerung von SatzKb83l|ar B.34 und unter
Verwendung von Beispiel 3135:

1) Fur ein fest vorgegebenés< j < kist ein(1 —«)-Konfidenzintervall fii3; gegeben durch
|:B] - tn—p;l—a/Q : @(BJ) ) BJ + tn—p;l—a/Q ’ @(BJ)] .

2) Ein Konfidenzellipsoid fir einen Subvektr= (31, ..., 8,)" zum Konfidenzniveau — «)
ist gegeben durch

-1

{’Y eR": (B* - 7)t [66\/(3*)] (B* - 7) <r-: Fr,n—p;l—a} .
Weitere einfache Folgerungen sind:

3) FUr eine zukinftige Beobachtung mit zugehdérigem Kovariablenproﬁfo = Iy ist ein
(1 — a)-Konfidenzintervall fligy := E[Yj | Xy = o] gegeben durch

|:f()/3 - tnfp;lfa/2 ‘o \/ fO(XtX)_la_% ) 5013 + tnfp;lfoz/Q 0 \/ fo(XtX)_lfé} .

4) Unter den Gegebenheiten von Teil 3) ist €ln— «)-Prognoseintervall fur den wohl zu
beobachtenden Responsewgrselbst gegeben durch

|:50B - tn—p;l—a/2 ’ 6\/1 + fO(XtX)ili% ) fOB + tn—p;l—a/Z ’ 5’\/1 + fO(XtX)lj%]:| :

Beachte Wir haben Kovariablenprofile als Zeilenvektoren definiert!

Bemerkung 3.37
Der multivariate zentrale Grenzwertsaiz 3.28 besagt, dass auch ohnesk¢zZnnahme 3.114.(c)
zumindest asymptotisch/approximativ gilt

B(n) ~ Np(B, 0% (X1 Xn) 7).

Damit bleiben alle Resultate zu Test- und Bereichsschéatzproblemen boeld@ Annahme nor-
malverteilter Fehlerterme fiir groRe Stichprobenumfange zumindesbxippativ giiltig. Sind die
Stichprobenumfange indes nur moderat, bieten sich stattdessen Regmeniéihrenan, wenn
[3.14.(c) nicht angenommen werden kann.
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3.4 Varianzanalyse (ANOVA)

Modell 3.38 (Einfaktorieller Versuchsplan, ANOVA1)
Wir beobachten Response-Wefig; ):<i<+, , die wir als Realisierungen gemeinsam stochastisch

1<j<n;

unabhé&ngiger Zufallsvariable(t;;):<i<x, modellieren.

1<j<n;

Dabeigeltevl <i<k: VI<j<n;: Yi~N(u,o?).
Wir bezeichnen die erste Dimension als den Faktat den Wert voih < ¢ < £ als die Faktorstufe

Die Zahlen(n;);<;<; geben die Anzahl der unabhéngigen VersuchswiederholungenagtorF
stufe an. In Matrixform lasst sich dieses Modell notieren, wenn wir aquivalehreiben

Yii=pi+ey; VI<i<k V1<j<n,,

wobei die Fehlertermés;;)i<i<x, iid. sind mite1; ~ N(0, o2).

1<j<n;

Damit ist also ein Regressionsmodell mit einer kategoriellen Kovaridétd-orm

Yi1 1 0 ... 0 €11
Yinl 1 0 ... 0 1251 €1nq
: _ 4 :

Ykl 00 ... 1 HE €kl

gegeben, in Matrixform
Y=Xu+e¢

mity = (u1, . .., u)t als unbekanntem Parametervektor ung N, (0, 021, ) Mitn, := Doy i
Gilt spezielln; = ... = ni =: n, so nennen wir das Modell ANOVA1-Modell mit balanciertem Design

Beachte:Das Modell hat keinetntercept! Es gilt ran@X') = k, da diek Spalten vonX linear
unabhangig sind.

Die klassische Fragestellung der Varianzanalyse lautet: Existierendingéche) Unterschiede in
den Faktorstufen-spezifischen Mittelwerfen1 < i < k, oder nicht?

InterpretationHat der Faktor einen Einfluss auf die Response oder nicht?

Mathematische Formulierung als Testproblem:

Hoy:py=pas=...=px versus Hy:3J1 <i#Ll0<k: pu; # .

Daruber hinaus lassen sich viele andere Fragestellungen formuliéBen, z

(MCA) Prifung allempaarweisen Mittelwertdifferenzen

(MCB) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem (eisgij ,besten”
(groiten)
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(MCC) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem eansgezeichneten Kon-
trollgruppe (control)
Dies sind klassische multiple Testproblerde in einer eigenen Spezialvorlesung behandelt wer-

den.

Satz 3.3%Quadratsummenzerlegung)

Wir setzen
Vi<i<k: Y;=n;" ZYM (Gruppenmittel)
j=1
k n;
V.=n'> 3V (Gesamtmittel)
i=1 j=1
k
SSB=> n(Y; - Y.)? (sum of squares between groups)
i=1
k. n;
SSW =YY (v;; -Y,;) (sum of squares within groups)
i=1 j=1

Dann gilt: SST = SSB + SSW.

Beweis:

k n;
SST =" (Vi —Y.)?
i=1 j=1
= Z Z(ng ~Y, +Y; —Y.)?
i ]

= DD~ Vi) +2(¥y ~ Vi) (Vi ~ Vo) + (Vi =Y.

Nun ist aber

Offenbar spricht es gegen die Nullhypothese, wenn die Streuunghmswisien Gruppen grol3er
ist als die Streuung innerhalb der Gruppen. Dies motiviert, das (skaliételtnis von SSB und
SSW als Teststatistik zum Prifen véfy zu verwenden.
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Satz 3.40
Mit den Bezeichnungen von Satz_3.39 gilt:

() SSW/o? ~x3, 4

(i) Unter Hy ist SSB/o? ~ x3_,

(i) SSW ist stochastisch unabhéngig vérd' B.

(iv) Fur F = % gilt: F~ Fk Lne—k-

Insgesamt kantt{, also verworfen werden, falls der Wert der beobachteten F-Statistik den We
Fr_1ne—k1-o Ubersteigt.

Beweis: Zur Ubung. [ |

Definition 3.41 (Effektdarstellung)

Definiert manu := E [ ] =n;! ZZ 1 Z] i =ngt Zle nip; undoy == i — po,

1 <i < k, so hat man einen ,Interceptfiy in das ANOVA1-Modell eingefiihrt und die entstehen-
de Darstellung lautet nun

Vi<i<k: VI<j<mn;: Yj=po+o;+c; (3.41.2)

mit homoskedastischen, stochastisch unabhéangigen, zentriert iventedten Fehlertermen
(EZ])1<1<k .

1<j<n;
Wichtig ist dabei, dass die Nebenbeding@@z1 n;oy; = 0 berlcksichtigt wird, damit die resul-
tierende Designmatrix vollen Rang besitzt (vgl. Aufgabe 23!). Wir neféh.1 )die Effektdarstellung
des ANOVA1-Modells und; den Effekt der Faktorstufel < i < k.

Konvention:Um die NebenbedingunEf:1 n;a; = 0 in der Designmatrix zu kodieren, einigen

wir uns daraufay, := —n; Z 1 n;q; vorzugeben.
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Damit lautet die Effektdarstellung in Matrixforii = X (ug, a1, ..., 1)t + & bzw.

1 €
Y 1 1 0 0 ... 0 n
Y].’I’Ll 1 1 0
You 1 0 1 0 0
aq
= . +
Yi-11 1 0 0 0 1
k-1
Vit 1 0 0 0 1
Yia I - —"7’;7;1
Nk

mit denk unbekannten Parametefn, (c)1<i<i—1-

Satz 3.42

() Unter den Gegebenheiten von Definition 3.41 sind die KQ-Schéatzer [iis) fur die
unbekannten Parameter gegeben durch

ﬂoz?.. und dZ:?z —7.., 1< <k.

(i) Die F-Statistik zum Prifen der GlobalhypotheBg: a; = a3 = ... = a1 = 0 ist

identisch zu der in Sakz_ 3140 (iv) angegebenen, Alse %.

Beweis: Zum Beweis von (i) betrachten wir die (Uberparametrisierte) Designmatrix

1 1 0O ... O
1 1 0
1 0 1 0
Xosny = | =~ | e {0, 13 * D mitrang X 1)) = k
1 0 1 ... 0
1 0 0 1
i 1 0 0 1 |
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und losen die Normalengleichungﬁi’ékﬂ)X(kﬂ) (o, a1, - .. o)t = kaH)Y unter der linea-
ren Restriktioan:1 n;a; = 0. Wir erhalten

Ne N1 N2 ... Ng_1 Nk

n ny 0 ... ... 0

kaH)X(kH) _ n9 0 ng .0 0
o ... =~ ... 0

ng—1 0 0 ng_1 O

Nk 0 0 Nk

und folglich fur die Normalengleichungen

k k  ny;
Nefto + Z n;oy = Z Z Y;; sowie

i=1 i=1 j=1

n;
V1<i<k:nju+ na; = ZYZ]
Einsetzen der linearen Restriktion ergibt

k n;
neflo =Y Y Y& fig=Y

i=1 j=1

und damit

Vi<i<k: nl Y +ozl ZYZ]@%— Y, —-Y.

wie gewlnscht.
Zum Nachweis von (ii) beachten wir, daSSEp, = SST = Zle > (Yij — Y.)2und

SSE = ZZ W — o — Gi)?

i=1 j=1
k n; - _ —

_ ZZ[Y’] ~Y.—(Y; -Y.)P
i=1 j=1
k

_ ZZ i — Y )" =SSW qilt.
=1 j=1

Nach Quadratsummenzerlegung ist dataiSE = SSEg, — SSE = SST — SSW = SSB
und SatZ 3.32 (b) aus der allgemeinen ANCOVA-Theorie erfjibt % denn hier ist
r = k — 1 (Anzahl Restriktionen), der Gesamtstichprobenumfang ®im= n, und die Anzahl
der Spalten der Designmatrix mit vollem Rang ist gleich |
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Bemerkung 3.43
Das varianzanalytische Modell in Effektdarstellung, also

VI<i<k:V1<j<n;: Yj=po+o;+e (3.43.1)

ist als Regressionsmodell zunéchst einmal ungeeignet, da die Dedignmicht vollen Rang
besitzt. Erst durch Bertcksichtigung der intrinsischen Nebenbedtjpggéf;1 n;o; = 0, die aus

der Definition der(«;)1<i< resultiert, haben wir ein Modell erhalten, das den Bedingungen von
[3.12 geniigt.

Geht man indes direkt va.43.1)aus, so lassen sich auch noch andere Nebenbedingungen finden,
die vollen Spaltenrang der Design-Matrix garantieren, e@ézl cioy; = cla = 0 mit Zle c; #

0. Erzwingt man Orthogonalitat der Spalten der Design-Matrix, so nerant gie entstehende
Darstellung Kontrastkodierungzusammenfassend haben wir also

1. Dummy-Kodierung:

x;; = 1, falls Faktorstufe vorliegt und O sonst], < j < mn,,1 <7 < k.

2. Effekt-Kodierung:

1, falls Faktorstufe vorliegt,
V1 <j<ne:xj1 =1sowier;; = —1, falls Faktorstufek vorliegt, 2 <1i < k.
0, sonst,

3. Kontrast-Kodierung:

Orthogonalisierung der Design-Matrix.

In jedem der drei Falle ist die entstehende DesignmaXiix (z;)i1<j<n., €iN€(ne x k)-Matrix.

1<i<k

Wenden wir uns nun zweifaktoriellen Versuchspléanen zu.

Modell 3.44 (Zweifaktorieller Versuchsplan, ANOVA2)
Wir beobachten Response-We(ig.)1<i<:, (also hier nur balanciert®esigns) und modellieren
1<j<J,

1<k<n

sie als Realisierungen vaiy;;;) mit Modellannahme
Yiik = pij +eijr, 1<i<I,1<5<J,1<k<n.

Der Gesamtstichprobenumfang ist, := I - J - n. Die ersten beiden Dimensionen heil3en erster
bzw. zweiter Faktor mit Faktorstufen< i < I bzw.1 < j < Jund1 < k& < n durchlauft die
Wiederholungen pro Faktorstufenkombination. Ferner nehmen wirass dlles;;;, iid. sind mit
e111 ~ N(0,02). Das ANOVA2-Modell entspricht einem multiplen linearen Regressicfedimoit
zwei kategoriellen Kovariableie Dimensionalitat des Parametervektors ist

dim((MuaM% ceey Mg, H215 - - o5 BT, - - HUIJ)t) =1I-J
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Beispiel 3.45(Schuchard-Ficher et al. (1980), Seite 30)

ResponseAbgesetzte Mengeneinheit einer Margarinen-Marke in verschiedeapermarkten
Faktor 1: Preispolitik (,Niedrigpreispolitik”, ,Normalpreispolitik®, ,Hochpreispolitik*)

Faktor 2: Kommunikationsstrategie (,,Postwurfsendungen®, ,Anzeigenwerbung
Versuchsplan:Sechs zuféllig ausgewdahlte Supermarkte, ein Supermarkt pro Fakenstumbi-
nation, zehn zufallig ausgewahlte Werktage

Damit ergibt sich/ = 3 (Preispolitik-Strata),/ = 2 (Kommunikationsstrategie-Strata) und

n = 10 (jeweilige Wiederholungen).

Definition und Lemma 3.46 (Effektdarstellung)
Wir definieren unter Modell[ 3.44

J
pio = J 1Y pij, 1<i<T (3.46.1)
j=1
I
poj =171 iy, 1<G<; (3.46.2)
=1
I J
i=1 j=1

(i) Damit erhalten wir die Zerlegung

pij = po + (ttie — p10) + (ttej — p0) + (1ij — ftie — frej + f10)

=tpo+oi+ B+ (af)y; 1<i<I, 1<j<

sowie die Effektdarstellung

Yijk = po + i + Bj + (aB)ij + €ijk- (3.46.4)

Der neue Parametervektor ist

19 = (MO?alv' . '70517517 o 7/8J7 (aﬁ)lh ceey (aﬁ)IJ)t S R1+I+J+1J'

Aus(3.46.1)bis (3.46.3)ist klar, dasq I + J + 1) Restriktionen zwischen den Komponenten
vond herrschen. Damit hat die zur Effektdarstellung gehérige, iberpatesierte

[(I-J-n)x 141+ J+ 1J)]-Designmatrix wie die der Dummy-Darstellung den Rang
(I - J), also nichtvollen Spaltenrang.

(i) Es gilt
I J I J

dai=3 Bi= (aB)y =Y (aB)y =0.

i=1 j=1 i=1 =1



Die (a;)1<i<r heiBen Haupteffekte des ersten Faktalie (5;)1<;<s heiBen Haupteffekte
des zweiten Faktonsnd die((af3);;)1<i<r, Interaktions- bzw. Wechselwirkungseffekte
1<5<J

Es gilt nicht () zwingend (af)i; = a;f3;.

Beweis: zu (ii):

dayl Z _1 iz /J konstant ist. Die anderen Aussagen folgen in analoger Weise. |

Satz 3.47
Sei unter den Gegebenheiten Yon B.46

0= (/’L07a17 s 7a1717617 s 76J*17 (aﬁ)lla ceey (aﬁ)(]—l)(klfl))t S RIJ.

(a) Dann lasst sich die Modellgleichung des ANOVA2-Modells mit balanoietesignaqui-
valent schreiben als

Y=X94+¢ mit
Y = (Yitt,--., Yign)' € R,
e = (5111,...,€]Jn)t € Ree

und der DesignmatrixX € R™+*(*)) mit Eintrdgen(X,)i<.<..., gegeben durch die
1<s<I-J
folgende Konstruktion. Wir teileX in vier TeilmatrizenX ,,, X,, X5 und X,y mit jeweils

Nee ZEilen auf:

[1] X,, ist ein Spaltenvektor, bestehend aus lauter Einsen (Intercept-Spalte).

[2] X, ist eine(nee x (I — 1))-Matrix, deren Spalten zu den Haupteffekten des ersten
Faktors korrespondieren. In Spalte< i < I — 1 vonX,, gilt:
Xk = 41, falls Faktorstufe bei Beobachtungseinhéitvorliegt,1 < k < 1,
x*) = 1, falls Faktorstufel vorliegt

x*) =0, sonst
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[8] X3 korrespondiert in analoger Weise zu den Haupteffekten des zweitesrdak

[4] X(,p) korrespondiert zu de(/ — 1) - (J — 1) Interaktionseffekten. Fur ihre Eintrage

gilt in selbsterklarender NotatlonX((kgg) = x k9 -Xék’j), 1<i<I-—1,

1 <5< J—-1, 1<k < ne. Demnach hatX folgende Struktur:

po o1 ... a1 B By (@B - (@B)g-1),-1)
111 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
11n 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
1J1 1 1 ... 0 -1 ... -1 -1 0
X =
1Jn| 1 1 ... 0 -1 ... -1 —1 0
1J1 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
IJn\ 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
—~— ~
Xpo Xa Xs X(ap)

(b) X hat vollen Rang und ist blockorthogorialdem Sinne, dass Spalten, die aus verschiede-

nen Teilmatrized X ,,, Xo, X, X(ap)} Stammen, zueinander paarweise orthogonal sind.

Beweis: Nach Lemma3.46.(ji) ist; = — >/ —{ o, 87 = — 37/ BjundV1 < i < T —1:
Vi<ji<J—1: (aB);=—i (@B, (@B)is = = X7 (aB)sj.

Ferner gilt:
I J
0= "> (aB)

i=1 j=1
I-1J-1 I

= (O‘ﬁ)zj Z O‘B iJ T Z O‘B ﬁ)
=1 j=1 =1 j=1
I-1J-1 I-1J-1

= (aB)ij — (@B)1s < (aB)rr =D > (aB)ij.
=1 j=1 i=1 j=1

54



Damit lasst sich die unter (a) behauptete Darstellung sofort vermittels Fatiohéedung bezlig-
lich (i, 7) und Verifikation der Ubereinstimmung mif(3.46.4) unter Beruicksichtigungbigren
Restriktionen beweisen.

Zum Nachweis von (b) genugt es, Blockorthogonalitat zu zeigen.

Wegen balanciertem Design ist in jeder Spalte Wonbzw. Xz bzw. X5 die Anzahl der Ein-
trage ,+1“ gleich der Anzahl der Eintrage—1* und damit sind alle diese Spalten orthogonal
zum SpaltenvektoX . Fir eine beliebige Kombinatiofi, j) von Haupteffekten ist das innere
Spaltenprodukt

(it () _ _ _ —
(X1 X5 n n n + n 0.
Stratum(s,j)  Stratum(¢,J)  Stratum(l,j)  Stratum(I,J)

Analog rechnet man fur die Kombination eines Haupteffektes mit einem ktkenaeffekt. MW

Unter Ausnutzung der unter Satz 3.47.(b) gezeigten Blockorthogonailigg@tsehaft der ANOVA2-
Designmatrix im Falle balancierter Designs lasst sich die Modellgleichung ierdiesllen wie
folgt notieren:

Ho

(%
V= Xa Xg Xag)| , |*e

()

mit selbsterklarenden Vektoren 5 und (a53). Dies hat glinstige Auswirkungen auf die Parame-
terschatzungen:

Satz 3.48(Parameterschéatzungen fir ANOVA2 unter balanciertem Design)
In ANOVA2-Modellen mit balanciertem Design sind KQ-Schatzer bzw.sMiuEdie Parameter

Mo, &6 = (alv s 7aI—1)t>B = (ﬁb s 76J—1)t und (Ctﬁ) = (aﬁlj)}?gﬂlf gegeben durch

G = (X Xa) T XY = XJY,
B=(XXp) ' XY = X}V,
"By — (xt —1yt — x+
(@B) = (X(apyX (@) Xap)Y = XopY-
Beweis: Wir habenX = (X,, Xo Xs X(p)) und damit lassen sich die Normalenglei-
chungenX®X (ug, at, 8%, (aB)!)! = XY darstellen als

XL X XL Xe XU X5 X' X(ap) o Xty
X1X,  XIXa  XLXp  XLX(ap) o | | xty
XX,  XiXa  X4X5  XiX(ap) 3 Xty
XlapyXno XlapXa XlapXs XlapXes)) \(@f) Xlap)Y
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Wegen Blockorthogonalitét reduziert sich dieses System zu
XltAoX#O'uO = Xltioy’
X! Xoa = XY,
X5Xs8 = XY,
t t
Xlap)X(ap)(aB) = X(op)Y.

Damit entkoppeln sich die Parameterschatzprobleme und die Gestatt, foond (o?B) folgen
sofort, da die entsprechenden Teil-Designmatrizen jeweils vollen Spaitghedoen.
Da X,,, ein Spaltenvektor aus lauter Einsen ist, gilt fij; dass

I J n
Neefly = Z Z ZY,-jk & 10 = Yeee gelten muss.
=1 j—1 k=1

Korollar und Definition 3.49
Unter Modell[3.44 definieren wir

() Yeeo =mad iy 00 S0y Vi,

(i) VI<i<I: Yie=(Jn)"' S0 S0 Yig
(i) VI<j<J: Vee=In)tSL, 50 Vip,
(V) VI<i<I:VI<j<J: Yie=n1Y7_ Yk

Dann folgt aus Safz_3.48, dass KQ-Schatzer bzw. MLEs fiir die ANOa#aBter in Effektdar-
stellung gegeben sind durch

VI<i<I—1: & =Yiee—Yeee,
VI<j<J—1: B;="Yeje—Yeee,
VI<i<I—1: V1<j<J—1:(aB)ij="Yije~ Vieo — Vajo + Veus
(vgl. auch die Definition untér 3.46.(i)).

Abschlie3end behandeln wir noch die Testtheorie im ANOVA2-Modell mitrzaé&tem Design.

Dabei ist es ublich, zunachst die Interaktionseffekte auf statistiscinéfi8amz zu prifen, da sich
die Haupteffekte besser interpretieren lassen, wenn das Modell voweehselwirkungstermen
befreit wird.
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Satz 3.50
Unter Model[3.44 sei die lineare Hypothe#k, ) : (af)i; =0 V1 <i<[I-—1,
V1 < j < J —1 zutesten. Dann gilt

(@) H(qp) ist darstellbar alsk¥ = 0 (mit ) wie in SatZ 3.47) mit Kontrastmatrix

1 0 ... 0
0 0 01 0 0
K= _
0 ... 0
0 0 00 ... 0 1
I+J-1 (I—ﬁ(rj—l)

mitrang(K) = (I — 1)(J — 1).

(b)

I J n o B

SSEH(ag) = Z Z (K]k Yzoo - Y.Jo + Yooo)27
i=1 j=1 k=1
ASSEp,,, = SSEy,, —SSE
I J o o o B
=n Z (ngo — 1 jee — Yo]o + Yooo)2

i=1 j=1

(©)

o ASSBu, /(1 -1)(J - )]
(8) = SSE/[IJ(n—1)]
A X (Vije = Vies = Vajo o+ Vaad) /U = 1)(J — 1)
i1 21 ey (Yige = Yige)2/[1J (n = 1)]

ist unterH(aﬁ) F(I,l)(J,l)JJ(n,l)-verteilt.

Beweis: Teil (a) ist offensichtlich.
Die Gestalt vonSSEp,,, unter Teil (b) folgt aus Safz 3.48 und Korol[ar3.48 (¢ und /iy sind
invariant gegenutber der Gultigkeit vdiy . 3)).
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Zum Nachweis der Gestalt vahSSEp  ,, beachten wir, dass nach Korollar 3.49 gilt

n

SSE = (Yz]k flo — & — BJ (aﬁ)ij)Q

]~
M~

<
Il
—_
<.
Il
—
bl
—

3

{}/;]k - ?ooo - (Yioo - Y.oo) - (Yojo - Y.oo)

I
M-
M~

@
Il
—_
.
Il
—
£

—_

_(Yijo - Yioo - ?ojo + ?ooo)}Q

3

I
]~
M~

15

—

7

<
Il
-
Eoud

Offenbar hatSSE alsolJ(n — 1) Freiheitsgrade. Damit errechnen wir weiter

I n

J
SSEH(aﬂ) - SSE = Z ZZ{(}/@]IC - ?ioo - ?ojo +?ooo)2 - (K]k - ?2]0)2}

i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 k=1
I J n B B B
+ 2 Z Z Z(Y;Jk YZJ')(YOOO - XY Y‘Jo + Yz]o)
1=1 j=1 k=1

wie gewulnscht.
Damit folgt Teil (c) aus der allgemeinen Theorie der multiplen linearen Reigmres
(r=(I-1)(J=1), p=1J, nee —p=1J(n—1)).

Bemerkung 3.51
In analoger Weise erhélt man die folgenden Resultate zum Testen detefffakie.

(a) Fur die lineare Hypothes#, : a; =0 V1 <3¢ <] —1ist

I J n
SSEHO ZZZ ijk — z]o + an ioe _7000

1 j=1k=1

und damit

F = Jn Zf:l(?ho *?000)2/(1 - 1) r
o SSE/[IJ(TL-l)] Ha I—l,IJ(TL—l).

(b) FUrHg: B =0V1 <j<J—1list

J
SSEp, = SSE+1nY (Veje = Yees)’
j=1
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und damit B B
Fo = In Zj:l(YOjo - Y...)Q/(J — ].) o F
o SSE/[IJ(n—1)] Hy J—1,IJ(n—1).

Insgesamt erhalten wir folgende tabellarische Situation fir Médell 3.44:

Balanciertes
Fehlerquadratsummenterm
ANOVA2 Freiheitsgrade F-Statistik
Haupteffekte
des 1. Faktors ASSEy, = I—-1 ASSEy. /(I —1)
I 11 (Vies — Yaees)? SSE/[IJ(n —1)]
Haupteffekte
des 2. Faktors ASSEy, = J—1 ASSEg,/(J —1)
ITL Z}'Izl(?ojo _?ooo>2 SSE/[IJ(TL— 1)]
Interaktions-
effekte I J _ _ ASSE I-1)(J-1
ASSE = : . (I—-1)(J-1) Hog/[T=1)(J=1)]
RGO 7121:1 21:1 SS(E'?EIJ(n—l)]
(YZ]O - Yz'oo - Yojo + Y.oo)2
Residual-
streuung SSE — Zle Z]Jﬂ S IJ(n—1)
(Yijk — Yije)?
Tabelle 3.2: Tabelle der ANOVA2 mit balanciertem Design
Beispiel 3.52

Margarine-Datensatz von_Schuchard-Ficher et al. (1980), Fortfiilgr von Beispie] 3.45 (siehe
Prasentation mit R).

Bemerkung 3.53(Versuchsplane mit Messwiederholungen)

Es gibt andere varianzanalytische Versuchsplane als das Design nielidertermen.
Beispielsweise kdnnte die Response jeder Beobachtungseinheit usthiegdenen experimentel-
len Bedingungen (wiederholt) gemessen werden.

Im einfaktoriellen Fall fuhrt dies auf eine Modellgleichung der Form

Yii=pi+ey 1<i<k, 1<j<n
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mit balanciertem Design, wobei die Fehlerterif¥;).<.<x, nun indes nicht mehr stochastisch

1<5<n

unabhéngig sind, da in jeder Faktorstufe die selleviersuchsobjekte bemessen werden.
Wir missen die Annahme an die Verteilung der Fehlerterme also modifiziere

Vi<ji<n: g :=(c1j,... 1) ~N(0,%),
Vi<ji#j2<n: glej,.
Wir testen die Globalhypothese (,kein Treatment-Effekt”)
Hy:pi=p2=...= ug bzw. aquivalenterweise
Hy:pi —piv1 =0 V1I<i<k-—1.

Seien dazu
Ajj=Yij =Yy 1<i<I-1,1<j<n

die Differenzen aufeinanderfolgender Messwerte des Versuchsopj€ldan gilt offenbar
Z = (Zl., e ,Zk_l’.)t = (?1. - ?2., e 7?k—1,0 - ?k.)t.

Mit der (k — 1) x (k — 1)-Stichproben-Kovarianzmatrigx der Differenzwerte);; folgt dann,
dass

T2 = nA'S'A
unterHy T2%(k —1,n — 1)-verteilt ist.

In @hnlicher Weise kdnnen andere Versuchsplane bearbeitet werden

3.5 Poisson-Regression

Als erstes verallgemeinertéiseares Regressionsmodell betrachten wir das Modell der Poisson-

Regression fir Zahldaten. Vorbereitend dazu studieren wir noch aliger@darakteristika von
verallgemeinerten linearen Modellen (englisch: generalized linear modaiés)s

Definition 3.54 (Verallgemeinertes lineares Modell, GLM)

Sei(Q", F", Q- Py,) mit unbekanntent; € © C RV1 < ¢ < n ein Produktexperiment , in-
duziert von stochastisch unabhéangigen, beobachtbaren RespoaftenYy, . . ., Y,, mit Werten
(jeweils) inQ C R. Dann heilt(Q", F*, Q" , Py,) verallgemeinertes lineares Modell (GLM)
falls gilt:

1) Fir jedesl < i < n ist Py, ein Element einer naturlichen Exponentialfamiléeh. es

existiert eine Dichte (Likelihoodfunktion) bezuglich eines dominierenddfesland sie hat
die Form

[(Yi,yi) = a(9:)b(yi) exp(yi - T(J;)).

Der Term7'(¢¥) heil3t nattrlicher Parametester Exponentialfamiliey € ©.
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2) Fur jede Beobachtungseinhéit< i < n sind die Werte vop Kovariablen (unabhangigen
Variablen) gegeben, insgesamt also eine Designmafrix R™*P. Ein Intercept wird dabei
durch eine Quasi-Kovariable, die konstant den Wert 1 annimmt, kodiert.

Die systematische Komponewkes GLM ist dann gegeben durch einen Vektor

n=m1...,n)" mit
p
\V/lﬁlgn T]Z':Z,le’ij
j=1

far (unbekannte) Regressionskoeffizienten . ., 8,. Der Termn; heil3t linearer Pradiktor

von Beobachtungseinhéit< i < n. Insgesamtistalsg = X3, 8 = (51,...,8p)".

3) Seiy; = E[Yiﬁi = Z;] der (bedingte) Erwartungswert déften Responsevariable. Es
existiert eine Link-Funktion,glie die systematische Komponente und die duydieschrie-
bene stochastische Komponente der Verteilung¥doppelt:

p
Vi<i<n: m=g(m) e glp)=> Biti.
=1

Die kanonische Link-Funktion (der kanonische Litansformiert den (bedingten) Erwar-

tungswert vorY; auf den nattrlichen Parameter, erfillt also die Beziehung
p
9(ni) = T(9:) & T(9%) =Y Bjaij.
j=1

Beispiel 3.55(ANCOVA mit normalverteilten Fehlertermen)
SeiY = (Yi,...,Y,) mitY ~ N, (X3,021,) wie unter Model[3.14 mit Zusatzanname 3.14 (c).
Dann gilt nach Korollal3.1B, dasg; = E§=1 Bjixi; V1 < i < ngilt, d.h.g = id. (identity link).

Die Formulierung von GLMs erlaubt eine einheitliche Behandlung von Fatoslodellen, denen
naturliche Exponentialfamilien zu Grunde liegen, mit Hilfe der inferentiellen lihkedtheorie.
Ziel der statistischen Inferenz fir GLMs sind wieder die Regressi@ifkienten(5;)1< ;<.

Lemma 3.56
Die Familie der Poissonverteilungen mit Intensitatsparameéter 0 bildet eine natirliche Expo-
nentialfamilie im natirlichen Parametéf(d) = log(¥).

Beweis: Die Familie ist dominiert vom Zahlmald mit

k

(9, k) = % exp(—1v)

= exp(~) ;) exp(i - Tog(9))

=a(?) - b(k) -exp(k-T(9)), k€ Np.
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Die Poisson-Regression modelliert stochastisch unabhéangige Beahgsdinheiten, die Zahldaten-
Struktur haben und als jeweils Poisson-verteilt mit Kovariablen-abhamgigensitatsparametern
angenommen werden, als GLM. Nach Definition 8.54 und Lefmnma 3.56 ist denisghe Link
dabei durch den natirlichen Logarithmus gegeben.

Modell 3.57 (Poisson-Regression mit Intercept)

Seik=p-1 und X = (X1,...,Xy) der Vektor der interessierenden Kovariablen. Der Stich-
probenraum fir die Respongé = (Yi,...,Y,)! ist (N3,2%0). Fir jedesl < i < n legen
wir einen Zahlrahmer(englisch: size)s; zugrunde und machen die Modellannahme, dgss
Poissonf(z;) - s;) verteiltist,1 < ¢ < n. Dabei gelte die Strukturannahme

K
log(A(Z3)) = Bo + Z Bjri;  bzw.

j=1
E[Y;|X; = @ si] = A(&) - s

k
= exp(fp + Zﬁj%j +1In(s;)), 1<i<n.

j=1
Fur das Gesamtexperiment ergibt sich als (Log-)LikelihoodfunktiorBrait(31, . . ., 8k )

16.) = [T o)

i=1 i

_ ﬁ [exp(Bo + Y274 Bjwij + n(si)]¥:

k
" -exp(—exp(fo + Zﬂsz‘j + In(si)))

i=1 j=1

sowie

n k k
In(1(B,y)) = > {wi(Bo+ Y _ Bymij +1n(s;)) — exp(Bo + ¥ _ Bjwij +1In(s;)) — In(ys!)}.

i=1 j=1 j=1

Bemerkung 3.58

(i) Der Termln(s;) wird als Offset bezeichnet, da er jeder Beobachtungseinheit einen indivi-
duellen Intercept zuweist.

(i) Der kanonische Linky = log transformiert den urspriinglichen Wertebereigh o) von
A(#;) auf ganZR, den naturlichen Parameterraum der Familie.

(iii) Die Poisson-Regression ist ein multiplikatives Mod€ilir den Quotienten zweier Inzidenz-

raten (in der Epidemiologie: relatives Risiko, RR) bei zwei Kovariablefipnz 4 undz s,
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die sich in genau einer Auspragung einer bestimmten Kovariablgerscheiden, gilt nam-
lich

= exp(log(A(Z4)) — log(A(ZB)))

= exp(Bj(za,; — TB,j))-

Speziell fir dichotome Kovariable RR = exp(f;)

Dieses Konstanthalten aller anderen Kovariablen nennt man auch ,fidjes".

(iv) Die Parameterschéatzung der Regressionskoeffizienten erfoiyitteds des Maximum-
Likelihood-Prinzips. Zwar existiert keine geschlossene Lésung,dibétxistenz eines ein-
deutig bestimmten Minimums der negativen Log-Likelihoodfunktion ist gargmlze
—In(l(B,y)) eine konvexe Funktion des Parametervekibist. Es kdnnen also numerische
Routinen aus der konvexen Optimierung angewendet werden.

(v) Geschachtelte Modelle kénnen mit einem Likelihood-Quotienten-digdichien werden.

Beispiel 3.59

Le (2003) berichtet eine Studie, in der Daten voa: 44 Notfallarztinnen in einem groRen Kran-
kenhaus erhoben worden sind. Die zu analysierende abhangigediises) Variable ist die Anzahl
an Beschwerden fiir die jeweiligen Arztinnen. Der Zahlrahmen pro Amthfist die Anzahl an
Patientenbesuchen, die vier zu beriicksichtigenden Kovariablen sigdtifeg (in Dollar/Stunde)
und Erfahrung (in Stunden) sowie Geschlecht und Facharztausbilgamgin).

(siehe Prasentation mit R und Handout.)

Satz 3.60(Multivariater Zentraler Grenzversatz)
SeiB(n) der MLE des Parametervektors = (531,...,3,)" eines GLMs mit kanonischem Link
zum Stichprobenumfang Falls alle p Kovariablen einen kompakten Wertebereich haben und fur
die Folge(X,,),>p von Designmatrizen gilt, dagsy,’ X,,)~! — 0, so gilt:

B(n) ~ Np(B, 7 1(8)) mit Fy(8) = X, Cow(Y) X,

as.

~

Dieses asymptotische Ergebnis bleibt richtig, fadllg5) durch F,(5(n)) ersetzt wird.

Beweis: Satz 2.2 in Kapitel 7 voh Fahrmeir and Hamerle (1984), siehe auch Ulufggbe 37.
[

Bemerkung 3.61

(a) Cov,(Y) = diag ([Var (Yﬂ)?i = :EZ)} ) Dabei hangt Val(YZ-|X'i = @) von 33 ab.

1<i<n
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(b) Im Falle der Poisson-Regression ist
V1<i<n:Var (Yz’X:z = fi,8i> = U; = )\(l’ﬁ‘z)sZ

= exp(n; +In(s;))

k
exp (Bo + Z BjTij + ln(sﬂ) .

J=1

Definition 3.62 (Saturiertes Modell)

Fur ein gegebenes GLM basierend auf Responsevaridblen (Y1, ...,Y,)! und zugehdrigen
Beobachtungen = (y1,...,y,)" dricken wir die (gemeinsame) Likelihoodfunktion dusch-
(p1, ..., pn)t aus und schreiben fir siéu, ).

Damitistln(l(f, y)) der (maximale) Wert der Loglikelihoodfunktion fiir das gegebene GLM.
Betrachten wir diesen Wert fir alle in Frage kommenden Modelle, so ekistiemaximal er-
reichbarer Wert, der der optimalen Anpassungsgute entspricht uroth tiu(/(y, v)) gegeben ist.
Das zugehorige ,Modell”, das jeder Beobachtung einen eigenen Patanzuweist, heilgau-

riertesModell.

Bemerkung 3.63

(a) Das saturierte Modell ist kein Modell im eigentlichen Sinne, es kodieihdler Stichprobe
enthaltene Information lediglich um. Es ist auch nicht von eigenstandigtaresse, son-
dern ein Hilfsmittel, um zu einer verallgemeinerten Definition des Bestimmth&iesnza
kommen.

(b) Fur die Poisson-Regression gilt in der Nomenklatur von Definifiont3.62

n

yi
Hi

Up,y) = ||?6XP(*M) und
i=1 7"

() = Y {wiln(y) —In(y!) — v}

2:y; >0
(c) Das saturierte Modell kann auch anders kodiert sein (siehe Upung

Definition 3.64 (Bestimmtheitsmal3 eines GLM)

Sei unter der Nomenklatur von Definitibn 3621 (y, y)) der Loglikelihood-Wert des saturierten
Modells,In(I(/1,y)) der eines fest vorgegebenen Modells (mit Designmafrix R™*? mitp < n)
undIn(i(8y,y)) der des Null-Modells (das nur den Intercept enthalt). Definiere

D(p) = 2[mn(i(y,y)) —In(l(z,y))],

D(Bo) = 2 [(iy,y)) — (B, )]
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Dann ist das Bestimmtheitsmal3 des Modells, welghgeneriert hat, gegeben durch

R*=1- D(f‘) .
D(o)

Beschreibt das j-Modell* die erhobenen Daten perfekt, so (1) = 0 = R? = 1.
Ist die Anpassungsgiite deg-Modell* genau gleich der Anpassungsgiite des Null-Modells, so ist
D(f1) = D(Bo) = R? = 0.

Bemerkung 3.65(Uberdispersion)

Die Poissonverteilung ist einparametrisch fiifPoisson (\)] = Var (Poisson (1)) = A.

Daraus resultiert oftmals in der Praxis ein Problem fiir die Poisson-Reggasnamlich das der
Uberdispesion, d.h., dass VaiY;) > A(%;)s; ist.

Das ist insbesondere fur das Priifen der Regressionskoeffizientetasigtische Signifikanz ein
Problem, da unterschétzte Standardabweichungen zu groRe Teststatigilscores) zur Folge
haben.

Unter der Annahme, dass ein Skalierungsparametexistiert, so das§1 < i < n : Var(Y;) =
oA(%;)s; gilt, kann diesem Problem wir folgt begegnet werden:

Wir wissen aus der inferentiellen Likelihoodtheorie, dass (mit den Bez&igem von Definition
[3.64)D(j1) ~ X_, gilt. Daraus folgt nach Pearson (vgl. Beispie[3.12), dass

n )2 _ 2
D(j1) ~ Z (Y; Id'ﬂz) _ Z (O EE) —.Q().
i=1 '

Nehmen wir an, das$; =~ p; ist, so folgt, dass

Q(Y)}
E |2 |~n—p,
[ 6 i
dennQ(Y")/¢ verhalt sich dann wie die Summe von Quadratenwetandardisierten Zufallsva-
riablen beip geschatzten Modellparametern, uBdx?| = v, also haben witt [%’ﬂ ~ .

Aus dieser (heuristischen) Uberlegung leiten sich zwei Schatzmetfiodden Uberdispersions-
parameterp ab:

(a) Nehmeyp als zusatzlichen Parameter in die (gemeinsame) Likelihoodfunktion aufpnd o
timiere die (Log-)Likelihoodfunktion unter der Nebenbedingih@) = (n — p) (Quasi-
Likelihood-Verfahren).

(b) Schatze durch = Q(y)/(n — p).

In beiden Fallen bleiben die Punktschatzungen der Regressionsiemeffizunverandert, ihre ge-
schatzten Standardabweichungen werden inde%imultipliziert.
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3.6 Logistische Regression

Als zweites Beispiel fiir ein GLM betrachten wir die logistische Regressiomiiiardaten als
Response. Zur Einbettung in die allgemeine GLM-Theorie zun&chst dieratendes Resultat.

Lemma 3.66
Die Familie der Bernoulliverteilungen mit Erfolgsparameterc (0, 1) bildet eine naturliche
Exponentialfamilie im natirlichen Parameté(p) = log (%) =: logit(p).

Beweis: Fir jedesp € (0, 1) existiert eine Zéhldichte (Likelihoodfunktion) der Form
py) = p'(1—p)'Y
)
p
= 1 — —_—
(1-p) [1 — p]
= (1—p)exp(ylogit(p)), y € {0,1}.

Unter den Bezeichnungen von Definition 3.54 kann al§g = 1 — p, b(y) = 1, undT'(p) =
log(7£;) = logit(p) gewahlit werden. [ ]

Modell 3.67 (Logistische Regression mit Intercept)
Wir betrachten den Stichprobenrauift, 7) = ({0,1}",2{%1}") und modellieren die Verteilung
der stochastisch unabhangigen Responsevariablea (Y, ...,Y,)! € Q als

V1 <i<mn:Y; ~ Bernoulli(p(%;)),

wobei fur die Kovariablen-abhéngige Trefferwahrscheinlichkéit;) die strukturelle Annahme

= k
loglt(p(fl)) =1In <]%> =n; = Bo+ Jz; ﬂjxij

getroffen wird. Dabei ist, ein Intercept undé; = (z;1,. .., z;) das Kovariablenprofil von Be-
obachtungseinheit < i < n.

Bemerkung 3.68

(a) Nach LemmBA_3.66 ist das logistische Regressionsmodell ein GLM moitisghem Link.

(b) Fir die (bedingten) Momente vaf gilt unter Modell[[3.6¥

l

Es[Vi|Xi =] = p(7)="Pps (Yz =1|X; = fz) ,

Vary (Vi X =) = p(@) [1 - p(#)



(c) Furpe (0,1)ist

1

9(p) =logit(p) =z € R = p=¢7'(z) = ;oo

Damit lasst sich die unter Modell 3,67 gemachte Strukturannahme anabilsen als

Vi<i<n:p@) = Eg [YAXZ = fl]
1
1+ exp(—m)
1
1+ exp(—fo — Y.y Biwij)

Die (Umkehr-)Funktiong=! : R — (0,1), z ~ [1 + exp(—2)]"! heilt die
logistische Funktion

(d) Das logistische Regressionsmodell ist ein multiplikatives Modell. Bétaetir zwei Kova-
riablenprofileZ4 und g, die sich nur in den Auspragungen einer festgelegten Kovariable
1 < j < k unterscheiden. Dann ist

p(Ta)  _ it(p(Z
m = exp (logit(p(Z4)))

die (bedingte) Chance (englisch: odds) fir das Eintreten des Zielersgpister Kovaria-

blenprofilZ 4. Folglich gilt fir das logarithmische Chancenverhdltnis (englisch: odd®ra
OR), dass

log(OR) = logit (p(Z4)) — logit (p(Zp))

= Bj(za; —zBy)

und folglich
OR = exp(Bj(za; —zB;))
exp(Bjzay) S
e — 2 7 — lex /8 sJ o
eXp(ﬁjl’BJ‘) [ p( ])]

Ist die Kovariablej eine dichotome GroRe, so gilt insbesond@i@ = exp(3;).

(e) Fur die (Log-)Likelihoodfunktion des Gesamtexperimentes gilt unoeleN3.67

n

1(B,y) = [[p@)¥(1—p@)) ¥ =[] ol [exp(;)]

paley paley 1 + exp(n

n [exp (50 + 2521 ﬂjxij)}yi
i=1 1 +exp <50 + Zle ,BjCUij) 7
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da fir jede Beobachtungseinh¥it < i < n gilt

p(%;) = [1+exp(—m)] ™, fallsy; =1
U(B,yi) =
1—p(&;) = [1+exp(+m)] ", fallsy; =0
und .
In(1(8,y) = > _{wilog(p(F)) + (1 — i) log(1 — p())},
=1
wobei

1
k
p(%;) = {1 + exp (ﬁo - Z 53‘«’131‘]‘)]
j=1

gilt, was den Einfluss vofi = (31, ..., ;) beschreibt.

Anwendung 3.69(Fall-Kontroll-Studien)

Die logistische Regression ist (zunachst) ein Modell puospekiv die bedingte Wahrscheinlich-
keit fUr das Auftreten des Zielereignisses bei einer Beobachtungsemmhgégebenem Kovaria-
blenprofil zu schatzen. Dazu dienen (prospektive) Kohortenstudien@uerschnittsstudien. In
der Epidemiologie werden indes au@itrospekive) Fall-Kontroll -Studien durchgefihrt, bei de-

nen der (Krankheits-) Status, = y; der Response fir alle Beobachtungseinheited : < n
schon zu Studienbeginn feststeht wetcbspekiv das jeweilige Kovariablenproﬁfi = 7; ermit-
telt wird. Unter einem solchen Studiendesign lasst sich an sich als@’@lléﬁ?i = Z;|Y: = yi|,
1 < ¢ < n, schatzen.

Durch Anwendung des Satzes von Bayes lasst sich indes auch in Raiblk&tudien ein logis-
tisches Regressionsmodell aufstellen. Einziger Unterschied ist dalssidiaInterpretierbarkeit
des Intercepts verloren geht.

Notation:

Z; : Indikator fur ,Einschluss in die Fall-Kontroll-Studie” (nein/ ja), < i < n.

m = P(Z; = 1]Y; = 1) Einschlusswahrscheinlichkeit fur Falle, unabhangig vof i < n.
mo = P(Z; =1|Y; = 0) analog fur Kontrollen

Annahmen:

(1) Sampling-Wahrscheinlichkeiten hangen nur vom Wert des Reaspaickt vom Kovaria-
blenprofil ab, d.h.P(Z; = 1|Y; = ¢, X; = ;) = w4, £ € {0,1}.

(2) Logistisches Modell fur die (bedingte) Verteilung der Responseuana

exp (Bo + 205 /31‘%:7‘)

Ps(Y; = 1|X; = Z;) = -
1+ exp (BO + Zj:l Bjxij)
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Dann gilt nach dem Satz von Bayes

% P }/ZZIX;,:_’Z

exp (58 + Y8 Biwis

= 1<i<n,

1 +exp (ﬁé + 25:1 Bj%’j)

mit 35 := Bo+log(m /7). Den Responsestatus-spezifischen Inklusionswahrscheinlichlaiten k

also durch geeignete Umdefinierung des Intercepts Rechnung getragden.

Um den Zusammenhang;) zu analysieren, kann also ein logistisches Regressionsmodell in
Analogie zur Situation im Falle einer prospektiven Studie angepasst wexedrei lediglich der
Intercept seine (urspriingliche) Interpretation verliert.

Kdnnen keine verlasslichen Angabensguund 71 gemacht werden, geht die Interpretationsfa-
higkeit des Intercepts vollig verlorep(z;) kann indes trotzdem noch mit den tblichen Verfahren
inferiert werden.

Anwendung 3.70(Receiver Operating Characteristic Kurve, englisch: ROC)

Hat man ein logistisches Regressionsmodell angepasst, so liegt edimbeschéatzten Regressi-
onskoeffizienten und die daraus resultierenden geschatzten (begiNgé@rscheinlichkeiten fur
den Responseweft zur Klassifizierung neter Beobachtung®inheiten, von denen nur das Ko-

variablerprofil bekanntist, zu verwenden (medizinisch: Diagnose). Dazu muss man also einen

Schwellenwerp* fir p(Z,..) festlegen, ab welchem,.,, = 1 diagnostiziert wird. Da die Schat-
zung der Regressionskoeffizienten stochastischen Schwankurigdagen ist, ist eine perfekte
Diagnosefahigkeit des gefitteten Modells nicht zu erwarten.

Zur Festlegung vop* kann eine sogenannte ROC-Analyse dienen. Dazu ordnen wir die aus de
Stichprobe((y1, #1), - - -, (yn, Tn)) geSChatzten Wertg (1)), <;,, mit

5(Yi= 01 X; = 7)

Vi<i<n:4z)=1-p@) =P
der GroR3e nach an und erhalteéh., < go., < ... < Gpn:n. Wir bezeichnen zudemy := |[{1 <
i<n:y;=0}undn;:=n—-ng={1<i<n:y =1}.

Die ROC-Kurve ist nun der Graph einer zufélligen Irrfahrt mitSchritten im Einheitsquadrat,
startend in(0,0) und endend ir(1, 1). Die Irrfahrt wird dabei im Schrittl < ¢ < n um einen
Sprung der Breitel /ng nach rechts weitergefiihrt, fallg.,, zuy,.,, = 0 gehort, und um einen
Sprung der Hohd /n; nach oben weitergefuhrt, fallg., zuy,,, = 1 gehort, wobei wir die
Responsewerte gema der Ordnung(déf;)), -, ,, permutieren. Es lasst sich leicht nachweisen,
dass die Irrfahrt mit dieser Regel nach denrten Schritt den Koordinatenpunkt, 1) erreicht hat.
Beispiel:

Angenommen, es sing) = 2 Indikatoreny; = 0 undn; = 3 Indikatoreny; = 1 beobachtet
worden undn = ng + n; = 5. Wir nehmen an, dasg.; = y2.5 = ya.5 = 1 undys.s = y5.5 = 0.
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Abbildung 3.1: Beispiel fur eine ROC-Kurve

Es wird nun der Schwellenwest € {1 — Gi.n,...,1 — gn.n } gewahlt, der zu dem Schritt der
Irrfahrt gehort, in welchem die Irrfahrt dem Koordinatenpurit 1) am nachsten ist. Dieses Vor-
gehen minimiert die geschatzte (bzw. empirische) gewichtete Misskktssifdwvahrscheinlich-
keit. Im Beispiel wirde* = 1 — §».5 gewahlt werden. Damit wirden (empirisch in der erhobenen
Stichprobe) zwei Drittel der ,Féalle” und alle ,Kontrollen“ korrekt klassifiert, denn

*

Prs=1—qus >p° = Y5 =1=yuvs,

*

ﬁ2:5 =1- é2:5 =p = Q2:5 =1= Y2:5,

*

P35 =1—q35 <p° = Y35 =0=yss,

*

Pas =1 —qQas <p° = Yas =0 # ya5 = 1,

*

P55 =1—q55 <p° = Y55 =0=yss.
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In der Epidemiologie (Theorie diagnostischer Tests) wird fir binares Y

PresterfanrefY = 1|Y = 1) als Sersitivitat, PreswerfanrefY = 0|Y = 0) als Speifizitat und
PrestvertanrehY = 1Y = 0) = 1 — Spexzifitét alsalschPositiv-Rate,

IP’Testverfah,e,gY = 0|Y = 1) = 1 — Sensitivitat alF=alschNegativ-Rate bezeichnet.

Damit wird also in der ROC-Analyse die geschétite- Spezifizitdt bzw. Falsch-Positiv-Rate

gegen die geschatzte Sensitivitat (englisch auch: true positive rate) aggatr

Im Beispiel erhalten wir im optimalen Punkt eine geschatzte Falsch-PositivaRn0 (alle ,,Kon-
trollen in der Stichprobe korrekt klassifiziert) und eine geschatzte iBeitét von 2 /3 (zwei Drit-
tel aller ,Falle” in der Stichprobe korrekt diagnostiziert).

Die Flache unter der ROC-Kurve (englisch: area under the curve, RROC) ist ein zusammen-
fassendes Malf? fir die diagnostische Gute des KlassifikationsverfaAtengrgleichswert kann
AUCRaten = 1/2 herangezogen werden, was einer zufélligen (gleichverteilten) Zungider
geschatzten Response auf ein gegebenes Kovariablenprofil ehtgpimgonale im Einheitsqua-
drat).

Bemerkung 3.71(Probit-Modell)

Obschong = logit der kanonische Link der logistischen Regression ist, existieren auch Alter
nativen zu dieser Link-Funktion. Zur Motivation beachten wir, ddgs : R — (0, 1) gegeben
durch

(o) — oz = p)/7)
. 1+ exp ((z —p)/7)
die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung mit Mittelwertsparametand Streuungspa-

, WER, 7>0

rameterr > 0 ist.
Damit ist die logistische Funktion

x> [1+exp(—z)] 't = %
also die Verteilungsfunktion einer standardisierten logistischen Verteilung mit0O undr = 1
und folglich ist die strukturelle Annahme der logistischen Regression gaghlrch
1
1 + exp(—mn;)

Viele andere Familien von Verteilungen haben ebenfalls Lokations- undripleaameter und ihre

p(Z;) =E [E‘Xz = fz:| =Go1(m), 1 <i<n.

Verteilungsfunktionen kénnen demnach in analoger Weise als inversé-unktionen zum Ein-
satz kommen. Wird speziell die Verteilungsfunktion einer Gaul3'schandii@rteilung benutzt,
spricht man auch von eineRrobit-Modell.

3.7 Cox-Regression, Uberlebenszeitanalysen

Als letzte noch zu behandelnde Datenstruktur (der Response) bigehadir uns in diesem Ab-
schnitt mitUbelebengeitdaen (Zeitspannen bis zum Eintritt eines festgelegten Zielereignisses).
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Zunéchst einige vorbereitende Begriffsbildungen aus der Ubedebaanalyse (englisciSuni-
val Analysis).

Definition 3.72 (Grundbegriffe der Survival Analysis)

SeiT eine nicht-negative, reellwertige Zufallsvariable Uber einem Wahrschelkeitdtaum mit
Wahrscheinlichkeitsverteiluri und mit Verteilungsfunktiof’ : [0, c0) — [0, 1], so dassF'(t) =
P(T < t),t € [0,00). Wir denken ung’ als (zuféllige) Zeitspanne bis zum Eintreten eines
festgelegten Zielereignisses. Dann heifl3t

a) S:1[0,00) — [0,1], gegeben durcls(t) = P(T" > t) = 1 — F(t), SuwvivalfunkionvonT.

b) A:[0,00) — [0, 0], gegeben durch
[T F(ds)
M= [ 5o

NachlGill and Johansen (1990) existiert eine Folge von Unterteilur(gfébﬁ)lgigk(n) des
Intervalls (0, ¢], so dass mité”) =0:

kumuative HazardfunkionvonT.

k(n) (n)
Al = lm Y |- S(t(in)>]
e S(t;21)
k(n)
= lim Y P(T <" >£").
n—oo

=1
c) Istdie Verteilung vofT” stetig mit Lebesguedichfeundt — S(t) differenzierbar, so heif3t
R XC I (O N ()

AB) : dt  1—-F(t) S(t)

Hazardunkion oderInzidenzlichte vonT. Offenbar gilt dann fur > 0:

Pt <T <t+ At|T >t)
At —0 At

Man nennt\(¢) daher auch diénstartane Audallrate oderinstartanesRisiko.

d) Fir zwei unterschiedliche Grundgesamtheitérund B mit zugehorigen Inzidenzdichten
A4 und g heif3t die durch

gegebene FunktiorelativesRisiko.

Bemerkung 3.73
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() Unter den Gegebenheiten von Definition 3.72.c) gilt

A(t) = /O)\(s)dS: ; 1_(;)(8)ds

F(t) F(t
= | = ma-w) Y m(s)
: s 0

1—u 0

< S(t) =exp(—A(t)) < F(t) =1—exp(—A(1)).
(i) Ferner ist unter Definitio 3.72.c) fuAt > 0 ,klein*
R(t,At) =Pt <T <t+At|T > t)
Fit+At)—F() S()—S(t+ At)

1—F(t) B S(t)

~ A(t+ At) — At *)

das Risiko, dass das Zielereignis in der Zeitspafine + At ] eintritt, gegeben, dass der
Zeitpunktt zielereignisfrei gewesen ist. Dabei gilt (*), denn
S(t)— S(t+ At)
S(t)
und1l — exp(—z) ~ « fur kleines" = > 0.

=1 —exp(A(t) — A(t + At))

(i) Ist T exponentialverteilt mit Intensitatsparametér- 0, so ist
9 —ut
Aty = 2P0

exp(—vt)
die zeilich korstarte Inzidenzate vonT'.

Eine erste Hauptaufgabe der Survival Analysis besteht in der Sciggtiar Survivalfunktion. In
der Praxis tritt dabei haufig das Probleersietter Daten auf, d.h., dass nicht bei allen urspriing-

lich in die Studie eingeschlossenen Beobachtungseinheiten bis zum Abtesifudiie entschieden
werden kann, ob das Zielereignis eingetreten ist oder nicht. Dies viedegr zundchst nahelie-
genden, auf der empirischen Verteilungsfunktion basierenden Schatze

Ursachenfir Zersierungen:

e Loss to follow-up (Patientin zieht weg, etc.)
e Dropout (z.B.: unerwartete Nebenwirkungen treten bei einer Thesahje
e Studienende (z.B.: Finanzierung lauft aus)

e Patietln stirbt durch eine Ursache, die nicht im Zusammenhang mit dem 4gglisreon
Interesse steht.

Eine verfeinerte Schatzmethodik unter Einbeziehung von Zensierutglérder KaplanMeier-
Schéater (englisch auch: product-limit estimator) dar.
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Definition 3.74 (Kaplan-Meier-Schéatzer)
Gegeben sei eine iid. Stichprobe miBeobachtungseinheiten aus einer (homogenen) Grundge-
samtheit mit (unbekannter) SurvivalfunktiSrbezuglich eines festgelegten Zielereignisses.

Seient; < t1 < ... < tp mit k < n die geordnetenyrterschiedichenBeobachtungszeipunke

in der Stichprobe und;, 1 < i < k, die Anzahl an beobachteten Zielereignissen zum Zeitpunkt
t;. Dabei wirdt; in Bezug auf die Einschlusszeitpunkte der Beobachtungseinheiten in die Stic
probe ausgedrickt. Bezeichne fermgr1 < ¢ < k, die Anzahl an Beobachtungseinheiten in der
Stichprobe, die unmittelbar vor dem Zeitpunkhoch unter Risiko gestanden haben. Danrbist
gegeben durch

der Kaplan-Meier-Schéter fur .S basierend auf der Stichprobe vom Umfang

Bemerkung 3.75

(i) Tretenin der Stichprobe keinerlei Zensierungen auf, sovgitt 0 : S‘(t) = 1—Fn(t) =1-
n~ iy Ljo,q(t:), wobei £}, die empirische Verteilungsfunktion derEreigniszeitpunkte
bezeichnet.

(i) Eine erste heuristische Begriindung ffirliefert der Multiplikationssatz fiir (bedingt) sto-
chastisch unabhéngige Ereignisse.

Beispiel 3.76

In der folgenden Liste sind die Uberlebenszeiten (in Wochen) von zélentea mit einem super-
fizialen Harnblasenkarzinom nach Beginn einer (jeweiligen) Chematieefastgehalten. Dabei
sind die zensierten Beobachtungen mit einem Kreuz (,+*) gekennazeich

63,59,57+,37,33,214,11, 57,44+, 37.
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geschatzte Uberlebenswahrscheinlichiit)

0.0

t; | d; | n; | Faktor= "gdi S(t;)

0| -|10 — | 1.000
11| 1] 10 0.900| 0.900
211 0| 9 1.000| 0.900
33| 1| 8 0.875| 0.788
371 2| 7 0.714| 0.563
441 0| 5 1.000| 0.563
571 1| 4 0.750| 0.422
501 1| 2 0.500| 0.211
63| 1| 1 0.000| 0.000

Tabelle 3.3: Tabelle zur Berechnung des Kaplan-Meier-Schétzers

] ] ] ] ] ] ] ] ] ]

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Zeit nach Therapiebeginn (Wochen)

Abbildung 3.2: Beispielhafter Graph eines Kaplan-Meier-Schétzers

Definition 3.77 (Nichtparametrische Likelihoodfunktion)

SeienXy, ..., X, reellwertige iid. Zufallsvariableng = (x4, ...

(X1,...

, X ) und M die Menge aller Verteilungsfunktionen arif
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Dann hei8tZ : M x R™ — [0, 1]

(F,z) — L(F,z) := H[F(@)—F(xi—)]

= TIPrta:d)
i=1

die nichtparameri scheLikdihoodfunkion zuz.

Anmerkung: Offenbar kommen zur Maximierung der nichtparametrischen Likedifusdktion nur
diskrete Verteilungen in Betracht, die ihre gesamte Masse auf die Punkte;<,, verteilen.

Satz 3.78(Statistische Eigenschaften véi

SeienTy, ..., T, nicht-negative, reellwertige Zufallsvariablen mvit < ¢ < n : T; ~ T mit
unbekannter Verteilungsfunktidnund zugehériger Survivalfunktiosi

Sei fernerC = (C4, ..., C,)! ein Vektor ebenfalls nicht-negativer, reellwertiger Zufallsvariablen
mit (gemeinsamer) Verteilung., die nicht vonF’ abhangt.

Wir nehmen an, dass, gegeb@ndie (7;)<i<, bedingt stochastisch unabhéngig sind und dass
wir Y = (Y1,...,Y,)! beobachten konnen mitlt < i < n :Y; = min(7T;, C;).

Ferner liege Zensierungsinformation vor durch Indikatoden= 1;7,<c,3, 1 <i <n.

Danngilt:

(a) Mitden unter DefinitioR 3,74 getroffenen Bezeichnunge$i isthtparametrischer Maximum-
Likelihood-Schéatzer (NPMLE) vasi

(b) S ist gleichmaRig konsistent auf Intervallfth ¢] mit S(¢) > 0.
Fur alle Punktet > 0 mit S(¢) > 0 gilt:
(c) Sind die(C;)1<i<y iid. mit Verteilungsfunktiortz vonC1, so ist
0<E[$()] - 5) < (1-5(1) {1 - S@)(1 - W)}

Insbesondere strebt der Bias véfit) fir wachsenden Stichprobenumfang gegen Null. Es
existieren weitere Bias-Abschatzungen und sogar exakte Formele|&iete|(1994)).

(d) Es gilt ein zentraler Grenzwertsatz ffit) = S(n, t) und die Varianz vor$(t) kann approxi-
miert werden durch di&reerwoodFormel:

—

2 (3(1)) = [S(t)r 3 n(nd_d)

i:ti St

<

Beweis: Seit := (t1,...,tx)tundc:= (c1,...,c,)t Zum Beweis von (a) beachten wir, dass
L(S, Le,t,8) = L(S, L, ©) - L(S,T|C = ©)

76



geschrieben werden kann. DabeilstS, L., ¢) = Lo({¢}) und damit ohne Information uber die
interessierende Survivalfunktio$t Es geniigt also, die bedingte nichtparametrische Likelihood-
funktion L(S, #|C = &) zu optimieren. Wir erhalten

Lstic=¢ = J] P"dt}) I S

7:0;,=1 1:0;=0

H PT {yz [S(yi)] o
i=1

k
=TI

nach Ubungsaufgabe 42, woliek n wie in Definition[3.74 und
N =P(T =t|T > tj), 1< j <k

Einfache Algebra ergibt, dass folgliéq =dj/nj, 1 < j <k, geschatzt wird und es ergibt sich
insgesamt

~ n: — d

SNPMLE(L) = H -+

jij<e M
wie gewiinscht, da nach Ubungsaufgabe 42
VO <t <ty S(H) = [ (1) gilt.
gt <t
Die Aussage unter Teil (b) findet sich als Theorem IV.3.1 in dem BuctAratersen et al| (1993).
Die asymptotische Normalitéat voﬁ(t) unter Teil (d) ist eine Konsequenz aus Theorem IV.3.2
in lAndersen et al.l (1993) und die Greenwood-Formel folgt mit Hilfe deltddMethode (siehe
Ubungsaufgabe). [ |

Sir David Cox hat ein Modell entwickelt, um Survival Analysis auch fiitehegene Grundge-
samtheiten (unter Einbeziehung von Kovariablen) betreiben zu kénnen.

Modell 3.79 (Cox’ proportional hazards-Modell)

Wir betrachten beobachtbare, stochastisch unabhéangige RespoiaddeaY, . .., Y, mit

V1 <i<mn:Y; =min(T;, C;) wie in Satz 3.78.

Die Verteilung deiinteressierendenEreigniszeten (7)1 <<, wird Kovariablen-abhéngig model-

liert und wir machen dabei die folgende Strukturannahme:
V1 <i<n:At|X;=Z;) = \o(t) exp(n;) (3.79.1)

mit dem linearen Pradikton; = Z?Zl Bixij, 1 < i < n, wobeiZ; = (z;1,...,x) Wie Zuvor.
Insbesondere gilt im Vergleich zur Baselim@s( sejine = 0), dassRR(t]Xi =Z;)) = RR(%;) =
exp(n;). Die Funktion)\y wird unspezifiziert gelassen uB@sdi ne-Hazard genannt.

Ziel der statistischen Inferenz sind (vornehmlich) die Regressioriierfens = (51, . .., Bi)!.
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Bemerkung 3.80

(@)

(b)

()

(d)

(e)

Dasproportional hazardsModell nach_ Cox|(1972) ist eisamiparameri schesmultiplika
tives Modell.
Die Abbildungt — log(A\o(t)) kann als ,Intercept-Funktion“ angesehen werden. Damit

ZBaseline = 0 sinnvoll zu interpretieren ist, sollten alle Kovariablen zunachst an ihren em
pirischen Mittelwerten zentriert werden (,Standardisierung®).

Kann eine plausible Annahme Xy gemacht werden (z.B. Weibull oder Gompertz), so kann
Modell[3.79 zu einem parametrischen Modell modifiziert werden, alche® dann die in-
ferentielle Likelihood-Theorie angewendet werden kann.

Die in (3.79.1) gemachtBroportionalitatsannahme kann und sollte durch Untersuchung
der (nach Kaplan-Meier) geschatzten Survivalfunktionen tberpriittamg(sieh€ 3.81). Be-
merkenswerterweise ist Model[ 3179 in der Praxis oft ein akzeptablegMod

Die Schéatzung der Regressionskoeffizienten im Falle einer unsipetzfi Baseline-Hazard
erfolgt durch Maximierung der partiellen Likelihoodfunktion der Stichprokebeiauf die
beobachteten Ereigniszeipunke bedingt wird.

Nehmen wir dazu der Einfachheit halber an, dgasaum Zielereignisse zuunterschiedi-

chen Zeitpunktety.., < to., < ... < tm.m beobachtet worden sind.

Nach Bemerkunig 3.73.(ii) istdantl <i < m
R(tion, At|X; = T5) = At Atim|Xs = 7))
= At >\0 (ti:m) eXP(m:m)

fur infinitesimal kleines\t . Ist ferner R; die Menge aller Beobachtungseinheiten, die un-
mittelbar vor dem Zeitpunkt;.,,, unter Risiko stehen (bzw. gestanden haben), so ist fir
1<i:<m

D At Xo(tim) exp(ne) = At Ao(tim) Y exp(ne)
leER; leER;

die bedingte Wahrscheinlichkeit dafir, dassifiggendeine Beobachtungseinheit ali das
Zielereignis innerhalb der Zeitspanrie;..,,, t;..,, + At] eintritt. Als partielle Likelihood-
funktion wird dann das Produkt der auf die beobachteten Ereigniszéitpdredingten Be-
obachtungswahrscheinlichkeiten aller Zielereignisse verwendet, also

expi(n
partzell 5 y H sz)

(ER; exp(1e)
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mit zugehdriger partieller Log-Likelihoodfunktion

ln(Lpartiell(/Bv y)) = Z Niem — In (Z eXp(m)) .

=1 leER;

Mit Hilfe offensichtlicher (kombinatorischer) Modifikationen kénnen auéhiebehandelt
werden, in denen Bindungen zwischen ¢gn, ) 1<i<n auftreten.

Anwendung 3.81(Tests auf proportionale Hazards)

Modellgleichung [(3.79]1), zusammen mit der Beziehifig = exp(—A(t)) aus Bemerkung
[3.73.(i) ergibt, dass unter den Gegebenheiten von Definlition 3.72.(c) figegjabenes Kova-
riablenprofil ¥ 4 gilt:

5a) = epl-Aa) —esp (- [ t ey

- e~ “ols)ds exp(n) ) = [5a(0)] 00

Damit ist
log(—1log(S5a(t))) = na + log(—log(Su(t)))

und fur zwei unterschiedliche Kovariablenprofilg undz g gilt folglich

log(—1og(54(t))) — log(—log(Sp(t))) = na — ns-

Fur zwei unterschiedliche Strata von Kovariablenprofilen kann also eineNgslnspektion der
log-minus log-transformierten geschatzten Survivalfunktionen als Modgtidgetechnik zum Ein-
satz kommen. Ein formaler Test auf proportionale Hazards kann koestwerden mit Hilfe der
skalierten Schoenfeld-Residuen (siehelz.B. Grambsch and Thefr8€al))(

Beispiel 3.82
Haftlingkeitsdaten aus Raossi et al. (1980), siehe Prasentation mit R.

Definition 3.83 (Pseudo-Bestimmtheitsmal bei partieller Likelihood)

Da zur Modellanpassung unter Bemerkung B.80.(e) die partielle Likelfoo&tion verwendet
worden ist, ist die Schatzung der durch das Modell erklarten Streuan@ésponse hier kompli-
Zierter als im Falle der ANCOVA oder der GLMs. Eine Approximation lieferedtidacheFormel
vonMaddda (Maddala, 1983, Seite 39). Bezeichne dazu in Anlehnung an Definitdn 3

D(B) =2 log(Lpartiell(Ba y)) - log(Lpartiell(BOa y))} ’

wobei3, dem Null-Modell (nur Intercept) entspricht. Dann ist éselwdo-Bestimmheitanal ge-

R%/Iaddala:: 1 —exp <_D(/B)> .

n

geben durch
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Es existieren viele weitere Vorschlage in der Literatur, wobei manche wkalimder GLMs (siehe
Definition[3.64) auch einen Vergleich mit dem saturierten Modell beinhalten.

Anwendung 3.84(Zeitabhangige Kovariablen)

Neben statischen Kovariablen (wie zum Beispiel Geschlecht oder dtardsmehdrigkeit) tre-
ten in der Survival Analysis oftmals auch dynamische Kovariablen atgndsuspragungen sich
selbst im Zeitverlauf andern (kdnnen), z.B. kumulative Schadsto$itimpooder Therapieindi-
kator (bei Crossover-Studien). Zur statistischen Analyse des Eiedlusscherzeitabhangigen
Kovariablen missen im Likelihood-Ansatz zu jedem EreigniszeitpypnKiir alle Beobachtungs-
einheiten unter Risikd/(€ R;) die Zeitaktuellen Wette der Kovariablen zur Verfugung stehen.

Eine modifizierte Form der partiellen Likelihoodfunktion ist dann unter dereimm&kung 3.80.(e)
getroffenen Annahmen gegeben durch

m
eXP(m:mi)
L rti ll(/Bay): ’ ;
pare ZHI > ver, exp(nei)

wobein, ; = Zle Bjxe;; den (zeitabhangigen) Wert des linearen Pradiktors von Beobachtungs
einheit/ zum Zeitpunkt;.,,, bezeichnet undg;.,,, ; zu der Beobachtungseinheit gehort, bei der das
Zielereignis zum Zeitpunkt.,,, eintritt (mit analogen Verallgemeinerungen bezuglich Bindungen
wie unter Bemerkung 3.8B0.(e)). Da dieses Vorgehen unter Umstandeinem erheblichen Be-
rechnungsmehraufwand fuihren kann, ist ein vorgeschalteter Tege#tabhangigkeit fir solche
Kovariablen empfehlenswert, fur die Dynamik vermutet wird.

Sei X, eine solche Kovariable. Das urspringliche proportional hazardsg®lio(der Einfachheit
halber nur mit dieser einen Kovariablen) macht die Annahme

/\(t‘Xﬂ = :Ziil) = )\Q(t) exp(ﬁlxil), 1 S ) S n.

Um nun eine Zeitabhangigkeit des Einflusses dgnauf die Response zu Uberprifen, nehmen
wir eine abgeleitete Variable mit Dynamiks hinzu, etwaX, = Xt oder X = X log(t), und
betrachten das erweiterte Modell, das den Zusammenhang

At X1 = 1) = Mo(t) exp(Brai + Pawiz), 1 <i <,

annimmt. Durch Prufen der Hypothesg) : S2 = 0, welches mit Standardmethodik (Wald-Test,
t-Test) maoglich ist, l&sst sich nun beurteilen, ob der Einfluss der interessien KovariableX;
eine Zeitabhangigkeit hat.

Beispiel 3.85(Leukamie-Daten, Example 11.6lin/L.e (2003))

Im Rahmen einer kontrollierten Wirksamkeitsstudie fir ein Medikamenhdegeamie mit =
42 Patientlnnen wurde jede(r) Versuchsteilnehmende zuféllig dem Tharapig;; = 1) oder
dem Placeboarnuf;; = 0) zugeordnet.
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Das Zielereignis (Response) war die Remissionszeit bzw. Zensiéalladpei Studienende noch
kein Ruckfall eingetreten war.
Es sollen die folgenden beiden Fragestellungen gepruft werden:

(1) Hat das Medikament eine Wirkung darauf, die RemissionszeittZngern (ja/nein)?

(2) Hat das Medikament ein (zeitlich) kumulative Wirkung, d.h., spielt drmBdlungsdauer
eine wichtige Rolle?

~ siehe Prasentation mit R und Handouts.

3.8 Bayesianische Behandlung linearer Modelle

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Einblick in die Bayesianisetm@aidlung von (mul-
tiplen) linearen Regressionsmodellen und GLMs.

Wir beginnen mit dem klassischen ANCOVA-Modell dus 3.14, alse= X3 + ¢ mit allen ge-
machten Zusatzannahmen. In Bayesianischer Notation haben wir:

V|3 = 8,62 =0~ Nu(XB,0%1,),

wobei3 undé ZufallsgréRen sind.
Besonders einfach wird Bayesianische Inferenz bei Vorliegenkeojugierten Verteilungsklas

sen.

Definition 3.86 (Inverse Gamma-Verteilung)
Ist Z; eine nicht-negative Zufallsvariable mit; ~ Gamma(a, ), S0 hei3tZy := 1/Z; invers
gammaverteilt, in Zeiche#, ~ 1G(«, r). Die Lebesguedichte vafi, ist gegeben durch

fz,(2) = %zf(rﬂ) exp(—a/2)1(g,00)(2) und es gilt
2
a o
E[Z] = _—5 und Var(Z) = IR gy s r>2

Definition 3.87 (Normal-inverse Gammaverteilung)
Seif|5? = 0% ~ N, (m, 02 M) fiir Hypeparameter m und M, und sei zusatzlich? ~ I1G(a, r)

mit Hyperparameterm undr. Dann heilt die gemeinsame Verteilung voond 62 Normakin-
verseGanmaverteilung mit Parametermn, M, o undr. Als gemeinsame Dichte ergibt sich:

f(gﬁz)(ﬁa ‘72) = f5‘52:02 (B) f52 (0'2)

= [@miorim?] exp(—%;(ﬁ—m)tMl( —m))x

—r o
W(UQ) (r+1) exp (79) , BER?, 0% > 0.
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Wir schreiben(3, 52) ~ NIG(m, M, o, 7).
Lassen wir Faktoren in der gemeinsamen Dichte fort, die wedepvoench vons? abhéngen, so
erhalten wir

fiao)(8,0%) x o P exp (—2;@ —m)' M (5 - m>) (6% D exp (-5

(o)

= (6%)"2 " lexp (;2 [—;(5 —m)'M (B —m) — aD : (3.87.1)

Korollar 3.88
Nehmen wir(3, 52) ~ NIG(m, M, a,r) an, so gilt offenbar

E[5~|&2 = 02] =m, COV(B[&2 = 02) = oM,
E[5?) = —= falls r>1 und

042

Var (6%) = IR D) falls r > 2.

Ferner gilt unbedingt fur > 1:
E[f] = E[E[35?)] =m und

Cov(B) = E[Cov(j|5?)] + Cov(E[B|57])
- . (%
= E[6]M = —M
nach Kovarianzzerlegungsformel, siehe z.B. (Ross/ 2002, Seite 392)

Daferner f,,5_5(0%) o f5 52)(8,0°) gilt, ist

523 =B ~1G (oz+ %(5 —m)!MY (B —m),r + 12’> .

SchlieRlich nutzen wir zur Berechnung der unbedingten (Rand-)Vergeilon3 aus, dass wegen
der Normierungsbedingung dé& (o + 5(3 — m)'M ~(8 — m),r + &)-Verteilung gilt:

[t e ([ - - m o] 4o

D
r—3

—r+ D) fack 2g - mar s -}

Damit folgt aus [3.8711] (gemeinsame Dichte beziighérausintegriert), dass

_y_D
r—3

550 x T+ B {at J-marie-m)

_p_P
« "3

1 ‘ -1
o {l—l—%(ﬁ—m) [;M} (ﬂ—m)}
Dies entspricht deAP-Dichte einer multivariaten t-Verteilung niit- Freiheitsgraden, Lokations-
parametern und Dispersionsparameter)M /r, alsof ~ t(2r,m, a/r - M).
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Anmeikung:
Die Varianz-Kovarianz-Matrix einer multivariaten t-Vereilung mit Dispersioarametel undv
Freiheitsgraden ist gegeben durgh; ¥, falls v > 2.

Satz 3.89
Die Familie der Normal-inversen Gammaverteilungen fir die Param(a{feﬁz) ist konjugiert
zur Familie der Normalverteilungen fir die Likelihood der Respadrism klassischen ANCOVA-

Modell[3.13.
Genater gilt:
FallsY |3 = 8,62 = 02 ~ N, (XB,JQIn) und(3,62) ~ NIG(m, M, a,r), o ist

(3,6%)|Y =y ~ NIG(m*, M*,o*,r*) mit

M* = (X'X + M1~ m* = M*(M'm + X'y),
1
r* :7“—1—%, a* =atg (v'y + m'M~'m — (m*) (M*) " 'm*) .
Beweis:

Fpsov=y(B,0%) < fi552)(B,0%) L((B,0%),y)

x (ot e (2 <56 - m a6 - m) - al ) x

o exp (~ 53l — X6)' - X8)).

Dieser Ausdruck kann durch algebraische Manipulationen in die geliten&orm gebracht wer-
den (siehe Ubungsaufgabe). [ |

Korollar 3.90
Unter den Voraussetzungen von $aiz13.89 gilt:

() Bl62 =0%Y =y~ N, (g, Sp) mit

1 1 -1
Y = (=X X+ Mt d
8 <02 + o2 > un
1 1.

(i) 628 =73,Y =y ~IG(c/,r") mit

o = ot ly—XB)y— XB)+ 58— m)M (5~ m) und
= r—i—n;—p.
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Beweis: Aus Sat£3.89 ist bekannt, dags 52)|Y = y ~ NIG(m*, M*, o*,r*). Aus Definition
[3.87 und Korollal 3.88 haben wir zudem die folgenden CharakterisienvonNIG (m*, M*, o*, r*)
gewonnen:

@) 5162 = 0%, Y =y ~ N, (m*, 0> M*)
(0) 6% = .Y =y ~1G (a* + 3(8 = m") (M)~ (8 —m).r" +p/2)

Esbleibt, die Paameter zu idertifizieren:

(i)
PM = (XX + M) = (072X X 40 2M )T =%,
m* =M (M'm+X'y) = o285 (M 'm+ X'y)

= g (Uszflm + 072Xty) = ug.
(i) Leicht errechnen wir* +p/2 =r +n/2 4+ p/2 = r + "2 = ¢'. Ferner ergibt sich
o + (B—m) (M) (B-—m")/2 = a+ (Yy+m'M Im— (m*) (M) 'm*) /2
1
+5(8=m M) B - m) = o

Wir vergleichen:
20" — o) = y'y + mt M m — (m*) (M)~ m 4 (8 —m) (M) (5~ m”)
—(y—XB) 'y —XB)— (B—m)!M~ (3 —m)=0.

Beache zuletzter Gleichheit:

(M*)—lm* — M_lm—l—Xty,
* *\ — — t
(m*'(MH™ = (M tm+ Xty)",
da(M*)~! symmetrisch ist. [ |

Bemerkung 3.91
Aus Korollar[L9 ist bekannt, dass untguadratischemVerlust die bedingte Erwartung[3|Y']
Bayes-optimaler (Punkt-)Schatzer fiist. Wir erhalten

BBayes = E[B‘Y] = (XtX + Mﬁl)il(Milm + XtY)

Definieren wir die Matrix4 durch A := (X'X + M~!) ™" X'X, so gilt damit
BBayes: (I, — Aym + AB, wobei = (X*X)~' X'Y der Kleinste Quadrate Schétzer frist.
Die erarbeiteten Anséatze zur Bayesianischen Inferenz im klassische@¥WhNModell lassen sich

konzeptionell auch auf verallgemeinerte lineare Modelle tbertragen.
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Definition 3.92

Seil(8,y) = [Ii—, (B, v;) die (gemeinsame) Likelihoodfunktion eines verallgemeinerten linea-
ren Modells, wobei wir die Abhéngigkeit von den Kovariablen zur notatlen Vereinfachung
unterdriicken. Sei ferncﬁg eine a priori-Dichte bezlglich des Lebesguemal3esuf R?.

Dann heifdt

() f3y—,» 9egeben durch

I CLERY
e FB)I(B, y)dB

a pogeriori-Dichte von 3 (bezuiglich\?) gegeben die beobachteten Datén= .

Tav—y(B) x f3(B)1(8.)

(i) E[B]Y =y] = [pn B4y, (8)dB apogeriori-Erwartungsvert vong.

(iiiy Cov(B|Y =y) = fa (8 —E[B]Y =9])(8 - E[B]Y =y])' f5y,(8)dB a pogeriori-
Kovarianzmatrix von 3 (gegebery” = ).

(iV) Bpost. *= argmax fs,_ (8) = argmax {ln(f~(5)) +ln(l(ﬁ,y))} a pogeriori-Modus
SeRP BlY =y SeRp B
Schatrer bzwmaximuma pogeriori (MAP)-Schater fur 3.

Anmerkung:

In der Praxis ist die Berechnung des a posteriori-ErwartungswEﬁéﬁf = y} sowie der a
posteriori-Kovarianzmatrix Cc(\B\Y = y) nur in wenigen Spezialfallen analytisch moglich. Nu-
merische Integrationen ifR? sind nur fur kleine oder moderate Dimensionewverlasslich bzw.
stabil. Gerne zieht man sich daher auf MAP-Schétzer zuriick.

Satz und Definition 3.93(Ridge-Schatzer)
Wahlen wir unter den Gegebenheiten von Definifion13.92 eine a priori-Neartailung, d.h.,
B ~ N, (m, M), so erhalten wir

(@)
ﬁpost_ = argmax {ln(l(ﬂ,y)) — %(ﬁ — m)thl(ﬂ — m)}

BERP

=: argmax In(lpost.(5,9))-
BERP

Damit kann die logarithmische a posteriori-Dichi(,.s:. (-, ¥)) auch alspendisierte Lo-
glikdihoodfunkion aufgefasst werden. Der Straftelii — m)!M~1(3 — m) penalisiert
dabei Abweichungen vom a priori-Erwartungswert

(b) Wahlen wir speziellh = 0 und M = 721, so erhalten wirﬁ’post, als den sogenannten
Ridge Scharer mit Shrirkage-(Schrumgfungs)Parameer \ := [272]~! und der Strafterm
vereinfacht sich zu

A-(B8) = AlIBI3.
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(c) Mitder penalisierten Fisher-Informationsmatti,.;. (/5), gegeben durch

& In(lpost.(B,y))
0p;083;

(Fost (B))1; = — [ ] <ig<p

gilt fir n — oo:
Brost. (1) ~ Ny (B, Froky (Brost.))
wobei Fj,.:. (vermittelsl(3,y)) ebenfalls vom Stichprobenumfangbhéngt.

Beweis: Abschnitt 4.6 in_ Fahrmeir et al. (2009). |

Bemerkung 3.94

(i) Das Konzept der penalisierten Likelihood-Inferenz kann bedeuteradigemeinert werden
und stellt einen Schwerpunkt moderner Forschung im Bereich deremattischen Statistik
dar.

(i) Ein allgemeiner Zugang zur Bayesianischen Inferenz in kompliziertsaellen ist gegeben
durch sogenannte Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren, tligdthmen liefern,
um Pseudo-Stichproben aus den entsprechenden a posteriori-\egezilam Computer zu
generieren.

Anwendung 3.95(Markoffketten und Markov Chain Monte Carlo-Verfahren)
Siehe auch die entsprechende Prasentation (mit R-Beispielen).

NatizenzumThana,Mar koffketen auf endichenZustandsaumen®

Sei(£, 2%) ein Zustandsraum mijf2| = m. Der UbergangskeriC(z, -) ist Wahrscheinlichkeits-
maR aufF = 29, d.h.K(z,-) : F — [0,1]. Falls (X,,) zeithomogen ist, isk(z, ) bereits
vollstéandig spezifiziert durch Angabe allgi(z,y), z,y € Q. Also kannkC beschrieben werden
durch eine(m x m)-Matrix P mit P(z,y) = P(X; = y|Xo = y).

Beispiel:m = 4 und P=

o O we O
S who O
= O wn O
o wr O O

a) Ist P rekurrent?Ist P irreduzibel?
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(2,1) v/
(2,2):(2)-03) - (2) Vv
(2,3) : v/
(2,4):2)-B3) -4 Vv
3,1):63) -2 -0 v
(3,2): v
(3,3):3)—(4) - Vv
(3,4) : v/
(4,1):(4)-06) -2 -1 v
(4,2): (4) = (3) = (2)
(4,3) : v/
(4,4):(4)-B) -4 Vv

b) InvariantesMal’ (Startverteilung)

0 1 0 0
! 020
po= pP<= (p1, 2, 3, pra) = (p1, pi2, 43, pa) - ) )
03 0 3
0 01 0
Dies ist aquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
=42
2
M2 = p1 + s
3
2
H3 = e He4
3
Ha = %
_p2 o 2p3 B
(1] in [2]: o 3ty T =

2
ZMz‘El = 2M2+§M2:1

8 3
< *u2=1<:>u2:*

3

= (1, 2, 13, f1a) = (

87

1
8

8

i

| w

i

| w

9

o | =

).

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]



Probe:

S O w O
O wo O
— O wn O
O w= O O
Il
Y
| —
| w
| w
| =
N———

Aber: Diese Kette ist periodisch (mit Periode 2). Daher findet Koraezggegen das invariante

MaR nicht fiir jedes:(?) statt! Es ist dies ein&hrerfestKette mit N = 3, allgemein gegeben
durch

z—1
P(x7y) = N 72/:55_17
N-—-z+1
P = ———y= 1
(z,y) N y=eHl
P(x,y) = 0, sonst.
NeueKete (m = 3):
4 4 2
10 10 10
_ 3 4 3
P = 10 10 10
2 4 4
10 10 10

P rekurrent und irreduzibel\y), P ist aperiodisch (/).

o (343 denn
F=\1010"10)

Sl S s
Sl Sk 2l
I
Y
S
S
S e
N——
<

SERSERS

Definition 3.96 (Doppelexponentialverteilung)
Die Doppelexponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) mit SkaenpeterA > 0 ist eine
stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung &imit Lebesguedichté,, gegeben durch

) = %eXp(—)\ltD,t eR.

Satz 3.97

Wahlen wir unter den Gegebenheiten von Defin[fioni3.92 die a priori-Dichtg;4ls) = ?:1 InBj),
nehmen wir also a priori stochastisch unabhéngige, identisch Lapleeerteilte Regressionsko-
effizienten an, so ist der resultierende MAP-Schétzepféin L,-Norm penalisierter Maximum-
Likelihood-Schatzer.
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Beweis: Fr die a posteriori-Dichte vod gilt

Fay—y(B) o< (B, y) - [ [ exp(=AIB;)-

j=1
Damit ist Bposi. = arg max Fap=y(B)
p
= arg gé%g{ln (1(B,y)) — A ; 181}

— arglrgrglé{ln (l(ﬁ,y)) —A- ”5”1}

Bemerkung 3.98

(a) Esgilt aquivalent
Bpost. = arg érel]ilg?{_ In (Z(ﬁv y)) +A ||B”1}
Im Falle normalverteilter Responsevariablen isin (I(/3,y)) isotone Transformation der

Fehlerquadratsumme.

(b) Im klassischen ANCOVA-Modell mit unbekannter Fehlervarignzietet es sich wiederum
an, die bedingte priori-Verteilung£ (3|52 = o) als [Laplacg\ /o)]? zu wéhlen, da dann

fiir jede a priori-inverse Gammaverteilung véf sichergestellt ist, dass die a posteriori-
Dichte unimodal ist (siehe Park and Casella (2008)).

(c) Der Skalierungs- bzw. Regularisierungsparametetann entweder (z.B. durch Kreuzva-
lidierung oder marginale Likelihoodmaximierung) explizit gewéahlt werdder es wird
eine zusatzliche Hierarchiestufe in die Bayesianische Modellierung eingeiiithem ei-
ne Hyper-a priori-Verteilung fir\ gewahlt wird. Park and Casella (2008) empfehlen eine
Gammaverteilung fiA2.

(d) Unter den Gegebenheiten von (b), also klassischer ANCOVAriehts@ost, aus Satz 3.97
dem lasso (least absolute shrinkage and selection operator)-Scladits &ibshiranil(1996).

(e) Li-Regularisierung fuhrt im Gegensatz zii-Regularisierung oft implizit zu einer Varia-
blenselektion. Dazu schreiben wir die Zielkriterien der beiden Verfahnen u

Blasso = argmin/\/tl{_ln (l(ﬂay))}a My = {/8 eRP: H/BHI < Cl}
BRidge = argmin/\/lz{_ln (l(ﬁvy))}a M2 = {/8 eRP: HﬁHg < C2}>

wobeiC; = C1(\) undCy, = Cy(\) Transformationen des jeweiligen Regularisierungspa-
rameters sind.
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Im ANCOVA-Falle ist- In (I(53, y)) &quivalent zur Fehlerquadratsummeé;’_ (yi—>__; Bizi)?,

deren Konturlinien fiip = 2 beziiglich3 € R2 Ellipsen sind.
Wir erhalten die folgenden beiden Schaubilder (adaptiert nach Tibsh{d96)).

B2 B2
Blasso D R X
51;@ ﬂ \ 5};@
M . 1 1
BRidge

(f) Es existieren eine Reihe verallgemeinerter Regularisierungstechsixenm Beispiel Bridge-
Regression [,-Norm Regularisierung mit allgemeineqn> 0) oder ,elastic net* (Straf-
term ist gewichtetes Mittel aus, - und Lo-Norm Regularisierungstermen). Die Herleitung
von (asymptotischen) Verteilungsaussagen fur penalisierte ML- bzvSdt@tzer ist Ge-

genstand aktueller Forschung.

90



Kapitel 4
Das Statistik-Softwaresystem R

Siehe Prasentationen aus der ersten Ubungswoche.

91



Tabellenverzeichnis

92



Abbildungsverzeichnis

93



Literaturverzeichnis

Andersen, K., @. Borgan, R. D. Gill, and N. Keiding (1998}atistical models based on counting
processesSpringer series in statistics. Springer.

Benjamini, Y. and Y. Hochberg (1995). Controlling the false discovetg:rA practical and
powerful approach to multiple testing. R. Stat. Soc. Ser. B Stat. Methodol(§7289-300.

Bickel, P. and D. A. Freedman (1981). Some asymptotic theory for the tbmptsAnnals of
Statistics 91196-1217.

Cox, D. R. (1972). Regression models and life-tabldsurnal of the Royal Statistical Society.
Series B (Methodological) §2), pp. 187-220.

DasGupta, A. (2008)Asymptotic theory of statistics and probabili§pringer Texts in Statistics.
New York, NY: Springer.

Dudoit, S. and M. J. van der Laan (2008)ultiple testing procedures with applications to geno-
mics. Springer Series in Statistics. Springer, New York.

Efron, B. (1977, July). Bootstrap methods: Another look at the jackknifechnical Report 37,
Department of Statistics, Stanford University.

Efron, B. (1979). Bootstrap methods: Another look at the jackknifee Annals of Statistics, 7
1-26.

Efron, B. and R. J. Tibshirani (1993)n introduction to the bootstragMlonographs on Statistics
and Applied Probability. 57. New York, NY: Chapman &amp; Hall.

Fahrmeir, L. and A. Hamerle (1984)Multivariate statistische Verfahren. Unter Mitarbeit von
Walter HauRler, Heinz Kaufmann, Peter Kemeény, Christian Kredler, Ergghn Ost, Heinz
Pape, Gerhard TutzBerlin-New York: Walter de Gruyter.

Fahrmeir, L., T. Kneib, and S. Lang (2009egression. Models, methods and applications. (Re-
gression. Modelle, Methoden und Anwendungen.) 2nd &dtistik und ihre Anwendungen.
Berlin: Springer.

94



Finner, H. (1994)Testing Multiple Hypotheses: General Theory, Specific Problems, elatiéh-
ships to Other Multiple Decision Proceduredabilitationsschrift. Fachbereich IV, Universitéat
Trier.

Fisher, R. A. (1935)The Design of Experiment®liver & Boyd, Edinburgh and London.
Freedman, D. A. (1981). Bootstrapping Regression Modeisals of Statistics,91218-1228.

Gaenssler, P. and W. Stute (197Wahrscheinlichkeitstheori¢lochschultext. Berlin-Heidelberg-
New York: Springer-Verlag.

Georgii, H.-O. (2007). Stochastics. Introduction to probability theory and statistics. (Stochas-
tik. Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.) 3rd al Gruyter Lehrbuch.
Berlin: de Gruyter.

Gill, R. D. and S. Johansen (1990). A survey of product-integrationawilew toward application
in survival analysisThe Annals of Statistics {4), pp. 1501-1555.

Grambsch, P. M. and T. M. Therneau (1994). Proportional hazastts and diagnostics based on
weighted residualsBiometrika 813), pp. 515-526.

Hall, P. (1988). Theoretical Comparison of Bootstrap ConfidenceMal®rThe Annals of Stati-
stics 1§3), 927-953.

Hall, P. (1992).The bootstrap and Edgeworth expansi@pringer Series in Statistics, New York.

Hall, P. and S. R. Wilson (1991). Two Guidelines for Bootstrap Hypothésging. Biome-
trics 47(2), 757-762.

Hewitt, E. and K. Stromberg (1975Real and abstract analysis. A modern treatment of the theory
of functions of a real variable. 3rd printingGraduate Texts in Mathematics. 25. New York -
Heidelberg - Berlin: Springer-Verlag.

Hotelling, H. (1931). The generalization of Student’s rafimn. Math. Stat. 2360-378.

Janssen, A. (1998)Zur Asymptotik nichtparametrischer Tests, Lecture Notes. Skriptentaur S
chastik Nr. 29.Gesellschaft zur Férderung der Mathematischen Statistik, Mlnster.

Janssen, A. (2005). Resampling Studetitgpe statisticsAnn. Inst. Stat. Math. §38), 507-529.

Janssen, A. and T. Pauls (2003). How do bootstrap and permutatiowtek®Ann. Stat. 3(3),
768-806.

Le, C. T. (2003).Introductory biostatisticsHoboken, NJ: Wiley.

95



Lehmann, E. and G. Casella (19989)eory of point estimation. 2nd e&pringer Texts in Stati-
stics. New York, NY: Springer.

Lehmann, E. L. and J. P. Romano (200%¢sting statistical hypotheses. 3rd &pringer Texts in
Statistics. New York, NY: Springer.

Loéve, M. (1977).Probability theory I. 4th ed Graduate Texts in Mathematics. 45. New York -
Heidelberg - Berlin: Springer-Verlag. XVIl, 425 p. DM 45.00; $ 19.80 .

Maddala, G. (1983)Limited-dependent and qualitative variables in econometrisonometric
Society monographs. Cambridge University Press.

Park, T. and G. Casella (2008). The Bayesian lagsAm. Stat. Assoc. 10832), 681—-686.

Pauls, T. (2003)Resampling-Verfahren und ihre Anwendungen in der nichtparamegristast-
theorie. Books on Demand GmbH, Norderstedt.

Pauly, M. (2009). Eine Analyse bedingter Tests mit bedingten Zentralen Grenzwertséatzen fur
Resampling-Statistikef®h. D. thesis, Heinrich Heine Universitat Dusseldorf.

Pitman, E. (1937). Significance Tests Which May be Applied to Samples FngrR@pulations.
Journal of the Royal Statistical Societ¢14, 119—-130.

Ross, S. M. (2002)A first course in probability. Sixth editiorPrentice-Hall, Inc.

Rossi, P., R. Berk, and K. Lenihan (198®)oney, work, and crime: experimental evidenQeian-
titative studies in social relations. Academic Press.

Schuchard-Ficher, C., K. Backhaus, U. Humme, W. Lohrberg, W. Eliakkd W. Schreiner (1980).
Multivariate Analysemethoden. Eine anwendungsorientierte EinfihruBerlin Heidelberg
New York: Springer-Verlag. VII, 346 S. 63 Abb., 146 Tab. DM 36.621.30 .

Shorack, G. R. and J. A. Wellner (198&mpirical processes with applications to statisti¢gley
Series in Probability and Mathematical Statistics. New York, NY: Wiley.

Singh, K. (1981). On the asymptotic accuracy of Efron’s bootstiége Annals of Statisticq8),
1187-1195.

Student (1908). The probable error of a meBiometrika 6 1-25.
Stute, W. (1990). Bootstrap of the linear correlation mo@étistics 2(3), 433—436.

Stute, W. (1994). The bias of Kaplan-Meier integraBcandinavian Journal of Statistics (&),
pp. 475-484.

96



Tibshirani, R. (1996). Regression shrinkage and selection via the. laksR. Stat. Soc., Ser.
B 581), 267-288.

Westfall, P. H. and S. Young (1992Resampling-based multiple testing: examples and methods
for p-value adjustmentWiley Series in Probability and Mathematical Statistics. Applied Pro-
bability and Statistics. Wiley, New York.

Witting, H. (1985). Mathematische Statistik I: Parametrische Verfahren bei festem Stichproben
umfang.Stuttgart: B. G. Teubner.

Witting, H. and U. Muller-Funk (1995)Mathematische Statistik Il. Asymptotische Statistik: Pa-
rametrische Modelle und nichtparametrische Funktion&tuttgart: B. G. Teubner.

Witting, H. and G. Ndlle (1970)Angewandte Mathematische Statistik. Optimale finite und asym-
ptotische VerfahrenLeitfaden der angewandten Mathematik und Mechanik. Bd. 14. Stuttgart:
B.G. Teubner.

97



	Grundlagen
	Entscheiden unter Unsicherheit, statistische Modelle
	Grundlagen der Schätztheorie
	Grundlagen der Testtheorie
	Allgemeine Testtheorie
	Tests für Parameter der Normalverteilung
	Bereichsschätzungen und der Korrespondenzsatz


	Deskriptive Statistik
	Univariate Merkmale
	Multivariate Merkmale

	Lineare Modelle und inferentielle Likelihoodtheorie
	Einführung und Beispiele
	Inferentielle Likelihoodtheorie
	Multiple lineare Regression (ANCOVA)
	Varianzanalyse (ANOVA)
	Poisson-Regression
	Logistische Regression
	Cox-Regression, Überlebenszeitanalysen
	Bayesianische Behandlung linearer Modelle

	Das Statistik-Softwaresystem R
	Tabellenverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Literaturverzeichnis

