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Verzeichnis der Abkürzungen und

Symbole

B(p, q) Betafunktion,B(p, q) = Γ(p)Γ(q)/Γ(p+ q)

B(Ω) Borelmengen vonΩ

dxe Kleinste ganze Zahl größer oder gleichx

χ2
ν Chi-Quadrat Verteilung mitν Freiheitsgraden

{M Komplement der MengeM

δa Dirac-Maß im Punktea

D
= Gleichheit in Verteilung

FX Verteilungsfunktion einer reellwertigen ZufallsvariableX

bxc Größte ganze Zahl kleiner oder gleichx

Γ(·) Gammafunktion,Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt, x > 0

im(X) Bildbereich einer ZufallsgrößeX

iid. independent and identically distributed

1M Indikatorfunktion einer MengeM

infM Infimum der MengeM

L(X) Verteilungsgesetz einer ZufallsvariableX

LFC Least Favorable Configuration

N (µ, σ2) Normalverteilung mit Parameternµ undσ2

Φ Verteilungsfunktion derN (0, 1)-Verteilung
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ϕ(·) Verteilungsdichte derN (0, 1)-Verteilung

w−→ schwache Konvergenz

sp(A) Spur der MatrixA

supM Supremum der MengeM

supp(F ) Träger der VerteilungsfunktionF

A> Transponierte der MatrixA (analog für Vektoren)

UNI[a, b] Gleichverteilung auf dem Intervall[a, b]
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Entscheiden unter Unsicherheit, statistische Modelle

Beim Übergang von derWahrscheinlichkeitstheoriezurmathematischen Statistiksind zwei wich-

tige Änderungen zu „verkraften“:

(1) Die Modellbildung erfolgt typischerweise auf dem „Ausgaberaum“ (Wertebereich) von Zu-

fallsgrößen, nicht auf deren Definitionsbereich („Grundraum“).

(2) Statt eine einzige „richtige“ Wahrscheinlichkeitsverteilung für die ZufallsgrößeX aus dem

Grundraum(Ω,F ,P) herzuleiten, wird eine Familie von indizierten Wahrscheinlichkeits-

maßen(Pϑ)ϑ∈Θ betrachtet und es wird zu ermitteln versucht, für welchesϑ das MaßPϑ die

(unbekannte oder nur teilweise bekannte) Verteilung vonX gemäß gewisser Kriterien am

besten / hinreichend gut beschreibt oder für welcheϑ die VerteilungPϑ „kompatibel“ mit

Realisierungenx vonX (Beobachtungen, Stichproben) ist.

Wir werden etwas konkreter: In derWahrscheinlichkeitstheorieist das grundlegende Objekt der

Wahrscheinlichkeitsraum(Ω,F ,P). Zufallsvariablen sind messbare AbbildungenX : Ω → Ω′.

Typischerweise berechnet manL(X) ≡ PX = P ◦ X−1, ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufΩ′,

genannt die „Verteilung vonX“.

Veranschaulichen wir uns dies durch ein elementares Beispiel, das des doppelten Würfelwurfs.

Hier istΩ = {1, . . . , 6}2, F = 2Ω undP = (UNI{1, . . . , 6})2. SeiX : Ω → {2, . . . , 12} = Ω′

die Augensumme. Dann ist fürj ∈ Ω′

PX({j}) = P(X = j)

= P({ω ∈ Ω : X(ω) = j}),

z. B.PX({7}) = P(X = 7) = P({(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}) = 6/36 = 1/6.

In derStatistik lautet die Aufgabe nun indes, Rückschlüsse (Inferenz) aufP bzw.PX nur aufgrund

von BeobachtungenX = x zu machen. Zum Beispiel könnte man sich die Frage stellen, ob die
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beiden Würfel tatsächlich „fair“ sind und dazu das obige Experiment oftwiederholen und die

Ausgänge in einer Strichliste festhalten.

Bezeichne daher formalX eine Zufallsgröße, die den möglichen Ausgang eines Experimentes

beschreibt.1 Da man die statistischen Schlüsse überϑ nur vermittels der StichprobeX = x zieht,

liegt es nahe, den BildraumvonX nunmehr zum grundlegenden Objekt zu machen. Sei also von

nun anΩ der zuX gehörige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller möglichen Realisierungen

von X undF ⊆ 2Ω eineσ-Algebra überΩ. Die Elemente vonF heißen messbare Teilmengen

vonΩ oder Ereignisse.

BezeichnePX die Verteilung vonX. Es geltePX ∈ P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ}. Der Wertϑ kann als der

unbekannte und unbeobachtbare Zustand der Natur interpretiert werden.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (Ω,F ,P) mit Ω 6= ∅ eine nichtleere Menge,F ⊆ 2Ω eineσ-Algebra überΩ undP =

{Pϑ : ϑ ∈ Θ} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen aufF heißt statistisches Experiment

bzw. statistisches Modell.

Falls Θ ⊆ Rk, k ∈ N, so heißt(Ω,F ,P) parametrisches statistisches Modell,ϑ ∈ Θ Parameter

undΘ Parameterraum.

Appell: Obschon der eigentliche „Grundraum“ (der Definitionsbereich vonX, die „Zielpopulati-

on“) in der zentralen Definition 1.1 nicht mehr explizit auftaucht und auch nur an einigen wenigen

Stellen im Skript für mathematische Zwecke gebraucht (und dann mitΩ−1 bezeichnet) wird, so

sollte man sich insbesondere in der Praxis doch stets und ständig auch überΩ−1 im Klaren sein

(„Repräsentativiẗät“) !

Beispiel 1.2

a) In einem großen industriellen Produktionsprozess interessiert der Ausschussanteil, d.h., der

Anteil fehlerhafter Produktionstücke. Es wird zu diesem Zweck eine Stichprobe vom Umfang

n zufällig aus den gefertigen Produktionsstücken entnommen. Die Zahln ∈ N ist von der

Geschäftsführung vorgegeben worden. Ihr wird nach Beendigung dieser Qualitätsprüfung mit-

geteilt, wie viele dern geprüften Teile sich als Ausschuss erwiesen haben.

Ω, {0, . . . , n},F = 2Ω (Potenzmenge), (Pϑ)ϑ∈Θ = (Bin(n, p))0≤p≤1,Θ = [0, 1] 3 p = ϑ.

b) Man nehme an, das Merkmal “Intelligenzquotient” sei in einer Zielpopulation (z.B der Bevöl-

kerung Frankreichs) normalverteilt. Man ist aus demoskopischen Gründen an Erwartungswert

und Varianz dieser Normalverteilung interessiert. Dazu führenn zufällig ausgewählte Ein-

wohnerInnen Frankreichs einen Intelligenztest unabhängig voneinander unter standardisier-

ten, kontrollierten Bedingungen durch. Für jede(n) TeilnehmerIn ergibt sich daraus ein Wert

1Witting (1985): „Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einer „Beobachtung“x zusammengefasst.“
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ihres/seines Intelligenzquotienten.

Ω = Rn,F = B(Rn),Θ = R× R≥0, ϑ = (µ, σ2), (Pϑ)ϑ∈Θ = ((N (µ, σ2))n)(µ,σ2)∈Θ.

Kritikpunkte:Der IQ kann weder negativ noch unendlich groß werden, noch kann jeder Wert

aus einem Intervall angenommen werden, da die Berechnungsformelnur auf rationalen Zahlen

basiert.

Hier ist das statistische Modell also nur eine näherungsweise Beschreibung des tatsächlichen

Vorgangs in der Natur! Allgemein ist jedes Modell (nur) eine Abstraktion der Wirklichkeit.

c) In einem landwirtschaftlichen Forschungsinstitut werdenk unterschiedliche Weizensorten auf

jeweilsn Feldstücken angebaut. Man ist an Unterschieden im mittleren Ertrag der Sorten inter-

essiert. Dazu nimmt man an, alle (k maln) Ertragsmessungen seien stochastisch unabhängig

und jeweils normalverteilt mit einem Sorten-spezifischen Mittelwertµi, 1 ≤ i ≤ k. Die Va-

riabilität der Messungen sei rein technisch bedingt und daher bei allen (k maln) Messungen

identisch sowie bekannt. Ein etwaiger “Feldeffekt” auf den Ertrag existierenicht bzw. sein von

vernachlässigbarer Größenordnung.

Ω = Rn·k, F = B(Rn·k), Θ = Rk, ϑ = (µ1, . . . , µk)
T =: ~µ

(Pϑ)ϑ∈Θ =

n⊗

i=1

Nk(~µ, σ
2 · Ik), σ2 > 0 bekannt

=̂ Nn·k







~µ
...

~µ


 , σ2In·k


 .

Die Messwerte werden hier typischerweise in Matrixform vorliegen.

Statistische Inferenzbeschäftigt sich damit, Aussagen über die wahre VerteilungPX bzw. den

wahren Parameterϑ zu gewinnen. Speziell formalisieren wir dies durch Entscheidungsprobleme.

Definition 1.3

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Modell. Eine Entscheidungsregelist eine messbare Abbil-

dungδ : Ω → (A,A). Der Messraum(A,A) heißt Aktionsraum. Jede FunktionL : Θ×A → R≥0,

die messbar im zweiten Argument ist, heißt eine Verlustfunktion. Das Tupel(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ, A,A, L)

heißt ein statistisches Entscheidungsproblem.

Das Risikoeiner Entscheidungsregelδ bei Vorliegen des Parametersϑ ist der (unterϑ) erwartete

Verlust vonδ, also

R(ϑ, δ) := Eϑ

[
L(ϑ, δ)

]
=

∫

Ω
L(ϑ, δ(x))Pϑ(dx).
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Beispiel 1.4

(a) Punktschätzung:

Sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) = (Rn,B(Rn), ((N (ϑ, 1))n)ϑ∈Θ=R).

Unsere Aufgabe sei, einen rellen Wertϑ̂ = ϑ̂(x) anzugeben, der den unbekannten Parameter

ϑ aus der Realisierungx = (x1, . . . , xn) “möglichst präzise schätzt.”

Wir formalisieren dies als statistisches Entscheidungsproblem, indem wir zu(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ)

den Aktionsraum(A,A) = (R,B(R)) sowie den quadratischen VerlustL(ϑ, a) = (ϑ −
a)2, a ∈ A = R, hinzufügen. Betrachten wir nun speziellϑ̂(x) = x̄n = n−1

∑n
j=1 xj , so

errechnen wir

R(ϑ, ϑ̂) = Eϑ

[
(ϑ− X̄n)

2
]

= Eϑ

[
ϑ2 − 2ϑX̄n + X̄2

n

]

= ϑ2 − 2ϑ2 + (ϑ2 +
1

n
) =

1

n
,

daEϑ

[
X̄2

n

]
= (Eϑ

[
X̄n

]
)2 + Varϑ

(
X̄n

)
ist und Varϑ

(
X̄n

)
= n−2

∑n
j=1 Varϑ (Xj) = 1/n

gilt.

(b) Hypothesentest:

Unter dem Modell aus(a) möchten wir entscheiden, obϑ in einem vorgebenen TeilbereichΘ0 ⊂ R

liegt oder inΘ1 := R \Θ0 (sowohlΘ0 als auchΘ1 seien nicht-leer).

Der Aktionsraum besteht hier nur aus zwei Elementen,A = {a0, a1}. O.B.d.A. kann also(A,A) =

({0, 1}, 2{0,1}) gewählt werden. Eine sinnvolle Verlustfunktion ist gegeben durch:

L(ϑ, a) = `1 1{a=1,ϑ∈Θ0} + `2 1{a=0,ϑ∈Θ1}

für nicht-negative reelle Konstanten`1 und`2.

⇒ R(ϑ, δ) =




`1Pϑ(δ(X) = 1), falls ϑ ∈ Θ0,

`2Pϑ(δ(X) = 0), falls ϑ ∈ Θ1.

Die sogenannte “TypI-Fehlerwahrscheinlichkeit” wird also mit`1 und die sogenannte “TypII-

Fehlerwahrscheinlichkeit” mit̀ 2 gewichtet. Es ist auch möglich,`1 = `1(ϑ) und `2 = `2(ϑ)

vom Wert des Parameters abhängig zu machen, um “schwere” Fehlentscheidungen stärker zu

“bestrafen”.

Um eine Entscheidungsregel auszuwählen bedarf es nun Vergleichskriterien zwischen konkurrie-

renden Entscheidungsregeln. Da das Risiko vom unbekannten Parameter abhängt, kann eine lokal

(aufΘ∗ ⊂ Θ) “gute” Entscheidungsregel in Bereichen außerhalb vonΘ∗ durchaus sehr schlechte

Eigenschaften haben.
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Definition 1.5

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ, A,A, L) ein statistisches Entscheidungsproblem. Ferner seiM eine Men-

ge (konkurrierender) Entscheidungsregeln, also eine Menge von Abbildungen vonΩ nach(A,A).

a) Die Entscheidungsregelδ1 heißt besserals die Entscheidungsregelδ2, falls∀ϑ ∈ Θ: R(ϑ, δ1) ≤
R(ϑ, δ2) gilt und falls einϑ0 ∈ Θ existiert mitR(ϑ0, δ1) < R(ϑ0, δ2). Eine Entscheidungsre-

gel δ∗ ∈ M heißt zulässigin M, wenn es inM keine bessere Entscheidungsregel gibt.

b) δ∗ ∈ M heißt gleichmäßig besteEntscheidungsregel inM, falls

∀ϑ ∈ Θ : ∀δ ∈ M : R(ϑ, δ) ≥ R(ϑ, δ∗).

c) Eine Entscheidungsregelδ∗ heißt minimaxin M, falls

sup
ϑ∈Θ

R(ϑ, δ∗) = inf
δ∈M

sup
ϑ∈Θ

R(ϑ, δ).

d) Der ParameterraumΘ trage dieσ-AlgebraFΘ, die VerlustfunktionL sei produktmessbar und

ϑ 7→ Pϑ(B) sei messbar für alleB ∈ F .

Seiπ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf(Θ,FΘ), dass die Unsicherheit über den Parameter vor

Experimentbeginn ausdrückt (a priori-Verteilung vonϑ). Das mitπ assoziierte Bayesrisikovon

δ ∈ M ist gegeben durch

Rπ(δ) := Eπ

[
R(θ, δ)

]

:=

∫

Θ
R(ϑ, δ)π(dϑ)

=

∫

Θ

∫

Ω
L(ϑ, δ(x))Pϑ(dx)π(dϑ)

δ∗ ∈ M heißt Bayesregeloder Bayes-optimalin M (bezüglichπ), falls

Rπ(δ
∗) = inf

δ∈M
Rπ(δ).

Bemerkung 1.6

(1) Das Bayesrisiko kann auch als insgesamt zu erwartender Verlustinterpretiert werden. Be-

trachte dazu den Messraum(Ω × Θ,F ⊗ FΘ) und das WahrscheinlichkeitsmaßP̃ auf (Ω ×
Θ,F ⊗ FΘ), definiert durch̃P(dx, dϑ) = Pϑ(dx)π(dϑ) (die gemeinsame Verteilung von Be-

obachtung und Parameter).

Bezeichnen wir mitX und θ die Koordinatenprojektionen vonΩ × Θ auf Ω bzw.Θ, so gilt

damit

Rπ(δ) = E
P̃

[
L(θ, δ(X))

]
.
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(2) Ist∀ϑ ∈ Θ das MaßPϑ absolutstetig bezüglichµ undπ absolutstetig bezüglichν mit Dichten

fX|θ=ϑ bzw.fθ und ist fernerfX|θ : Ω × Θ → R≥0 (F ⊗ FΘ)-messbar, so definieren wir

die a posteriori-Verteilungdes Parameters (in Zeichen:Pθ|X=x) vermittels der folgendenν-

Dichte:

fθ|X=x(ϑ) =
fθ(ϑ) · fX|θ=ϑ(x)∫

Θ fX|θ=ϑ̃(x)fθ(ϑ̃)ν(dϑ̃)

(Bayesformel für Dichten).

(3) Erhalten wir bei Wahl einer parametrischen Klasse von a priori-Verteilungen für ein statisti-

sches Modell dieselbe Klasse (nur mit “upgedateten” Parametern) als aposteriori-Verteilungen

zurück, so nennt man die entsprechenden Verteilungsklassen konjugiert.

Für komplexere Modelle ohne konjugierte Verteilungsklassen ist die Berechnung von a posteriori-

Verteilungen in der Regel nur numerisch möglich; es kommen dabei sogenannte Markov Chain

Monte Carlo (MCMC)-Algorithmen zum Einsatz. In der Praxis sind Bayesianische Methoden

sehr beliebt.

Beispiel 1.7

(a) Unter dem statistischen Modell aus Beispiel 1.4(a) (Normalverteilungen mit unbekanntem Er-

wartungswertϑ und bekannter Varianzσ2 = 1, n-faches Produktexperiment) greifen wir das

statistische Entscheidungsproblem(Rn,B(Rn), ((N (ϑ, 1))n)ϑ∈R,R,B(R), L) der Punktschät-

zung mitL(ϑ, a) = (ϑ− a)2 wieder auf und betrachten die drei Entscheidungsregeln

ϑ̂1(x) = n−1
n∑

i=1

xi =: x̄n,

ϑ̂2(x) = x̄n + 1/2 und

ϑ̂3(x) ≡ 17.

WegenR(ϑ, ϑ̂1) = 1/n < 1/n+1/4 = R(ϑ, ϑ̂2) ist ϑ̂1 besser alŝϑ2 undϑ̂2 damit unzulässig.

Allerdings ist weder̂ϑ1 besser alŝϑ3 noch umgekehrt.̂ϑ3 ist zulässig, daR(ϑ, ϑ̂3) = 0 für

ϑ = 17 undL nicht-negativ ist.

(b) Unter den generellen Gegebenheiten von Beispiel 1.4(b) (Hypothesentest) seien sowohlΘ0 als

auchΘ1 jeweils einelementig (“einfach”), alsoΘ = {ϑ0, ϑ1}. Damit ist eine jede a priori-

Verteilungπ durch die Angabe vonπ0 := π({ϑ0}) undπ1 := π({ϑ1}) festgelegt. Die Wahr-

scheinlichkeitsmaßePϑ0 undPϑ1 mögen DichtenfX|θ=ϑ0
=: p0 undfX|θ=ϑ1

=: p1 bezüglich

eines Maßesµ (z.B.µ = P0 + P1) besitzen.π besitzt offensichtlich eine Zähldichte.

Nach der Bayesformel ist die a posteriori-Verteilung festgelegt durch

P̃(θ = ϑj |X = x) =
πjpj(x)∑1
`=0 π`p`(x)

, j = 0, 1 (P̃X − fast überall).
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Erinnerung: Absolutstetigkeit

(Ω,F) ein Messraum,Pϑ undµ zwei Maße auf(Ω,F).

Pϑ ist absolutstetig bezüglichµ :⇔ µ(B) = 0 ⇒ Pϑ(B) = 0.

Also:

Pϑ absolutstetig bezüglichµ ⇔ {N : N Nullmenge bzgl.Pϑ} ⊇ {Ñ : Ñ Nullmenge bzgl.µ}.

Satz von Radon-Nikodym:

Pϑ absolutstetig bezüglichµ ⇔ Pϑ besitzt eineµ-Dichte.

Beweis von “⇐” durch Widerspruch:

FallsPϑ nicht absolutstetig bezüglichµ ist, so∃Ñ ∈ F : Ñ Nullmenge vonµ, aber nicht Null-

menge vonPϑ ⇒ ∫

Ñ
fdµ = 0 6= Pϑ(Ñ)

für alle als Dichte in Frage kommenden Funktionenf ⇒ Pϑ besitzt keineµ-Dichte.

Satz 1.8(Kriterium für Bayes-Optimalität)

Eine Regelδ∗ ist Bayes-optimal, fallsδ∗(X) = argmin
a∈A

E
P̃

[
L(θ, a)|X

]
P̃− f.s., d.h.

E
P̃

[
L(θ, δ∗(x))|X = x

]
≤ E

P̃

[
L(θ, a)|X = x

]
∀a ∈ A und fürP̃X -fast allex ∈ Ω.

Beweis: Seiδ eine beliebige Entscheidungsregel. Dann ist

Rπ(δ) = E
P̃

[
E
P̃

[
L(θ, δ(X))|X

]]
≥ E

P̃

[
E
P̃

[
L(θ, δ∗(X))|X

]]
= Rπ(δ

∗).

�

Korollar 1.9

Sei das statistische Entscheidungsproblem (Schätzproblem)(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ⊆R,R,B(R), L) gege-

ben.

(a) FürL(ϑ, a) = (ϑ−a)2 ist die bedingte ErwartungE
P̃

[
θ|X

]
(also der a posteriori-Mittelwert)

Bayes- optimaler Schätzer vonϑ bezüglich der a priori-Verteilungπ.

(b) FürL(ϑ, a) = |ϑ− a| ist jeder a posteriori-Median, d.h. jedeŝϑπ mit P̃(θ ≤ ϑ̂π|X) ≥ 1
2 und

P̃(θ ≥ ϑ̂π|X) ≥ 1
2 Bayes-optimaler Schätzer (falls die a posteriori-Verteilung existiert).

Beweis: L2-Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung,L1-Minimierungseigenschaft des

(eines) Medians. �
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Beispiel 1.10(Fortsetzung von 1.7(b))

Nach Satz 1.8 muss die Minimalstelle vonE
P̃

[
L(θ, a)|X = x

]
bestimmt werden, um die optimale

Entscheidungsregel zu finden. Der ParameterraumΘ = {ϑ0, ϑ1} ist diskret, also ist

E
P̃

[
L(θ, a)|X = x

]
=

1∑

j=0

L(ϑj , a)P̃(θ = ϑj |X = x)

= L(ϑ0, a) · P̃(θ = ϑ0|X = x) + L(ϑ1, a) · P̃(θ = ϑ1|X = x)

=
`1 · a · π0p0(x) + `2(1− a)π1p1(x)

π0p0(x) + π1p1(x)

Der Nenner ist offenbar unabhängig vona. Die Minimierung des Zählers bezüglicha ∈ {0, 1}
erfolgt durcha = 0, falls `1π0p0(x) > `2π1p1(x) ist und durcha = 1, falls `2π1p1(x) >

`1π0p0(x) ist. Also folgt:

δ∗(x) =





0, falls `1π0p0(x) > `2π1p1(x)

1, falls `2π1p1(x) > `1π0p0(x)

beliebig, falls `2π1p1(x) = `1π0p0(x)

ist Bayes-Klassifikator (Bayestest) für das Problem 1.7(b).

Ist speziell̀ 1 = `2 gewählt, so heißt dasϑj , für das wir uns entscheiden, „maximum a posteriori

(MAP)“-Schätzer.

1.2 Grundlagen der Schätztheorie

Definition 1.11

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Modell,p ∈ N, %(ϑ) mit % : Θ → Rp ein (abgeleiteter)

Parameter undL eine Verlustfunktion.

Das statistische Entscheidungsproblem(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ,R
p,B(Rp), L) heißt Schätzproblem für

%(ϑ).

Eine Entscheidungsregel%̂ : Ω → Rp heißtSchätzvorschrift, die Zufallsgrößê%(X) heißtSchätzer

für %(ϑ) und der Wert%̂(x) ∈ Rp heißtSchätzwert für %(ϑ) gegeben die BeobachtungX = x.

b(%̂, ϑ) := Eϑ

[
%̂
]
− %(ϑ) heißtVerzerrung (englisch: bias) von%̂ bzw.%̂(X).

Der Schätzer̂%(X) heißterwartungstreu bzw.unverzerrt, falls∀ϑ ∈ Θ : b(%̂, ϑ) = 0.

Lemma 1.12(Bias-Varianz-Zerlegung)

Unter den Gegebenheiten von Definition 1.11 seip = 1 undL der quadratische Verlust, d.h.

L(ϑ, a) = (%(ϑ)− a)2, a ∈ A ⊆ R1.
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(a) Das quadratische Risiko eines Schätzers%̂(X) mit endlicher Varianz lässt sich zerlegen in

Eϑ

[
L(ϑ, %̂)

]
= E2

ϑ[%̂− %(ϑ)] + Varϑ (%̂)

= b2(%̂, ϑ) + Varϑ (%̂) .

(b) Das quadratische Risiko eines erwartungstreuen, quadratintegrierbaren, reellwertigen Schät-

zers ist seine Varianz.

Beweis: Teil (b) ist eine unmittelbare Konsequenz aus Teil (a). Zum Beweis von (a) rechnen wir

Eϑ

[
L(ϑ, %̂)

]
= Eϑ

[
(%̂− %(ϑ))2

]

= Eϑ

[
(%̂)2 − 2%̂%(ϑ) + (%(ϑ))2

]

= Eϑ

[
(%̂)2

]
− 2%(ϑ)Eϑ

[
%̂
]
+ (%(ϑ))2

= Varϑ (%̂) + {E2
ϑ[%̂]− 2%(ϑ)Eϑ

[
%̂
]
+ (%(ϑ))2}

= Varϑ (%̂) + E2
ϑ[%̂− %(ϑ)], da Varϑ (%̂) = Eϑ

[
(%̂)2

]
− E2

ϑ[%̂].

�

Definition 1.13 (Wünschenswerte Eigenschaften von Schätzern)

Sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ,R,B(R), L) ein Schätzproblem,%(ϑ) der interessierende (abgeleitete) Para-

meter und̂% eine Schätzvorschrift.

(a) Der Schätzer̂%(X) heißterwartungstreu, fallsEϑ

[
%̂
]
= %(ϑ) ∀ϑ ∈ Θ gilt.

(b) Falls %̂∗(X) erwartungstreu ist, so heißt̂%∗(X) effizient(bzw.UMVU), falls (∀ϑ ∈ Θ):

Varϑ (%̂
∗) = inf

%̂:%̂(X) erwartungstreu
Varϑ (%̂) .

(c) Istn ∈ N ein Stichprobenumfang undΩ ⊆ Rn, so heißt̂%(X) = %̂n(X) konsistentbzw.stark

konsistent, falls%̂(X) → %(ϑ) für n → ∞ Pϑ-stochastisch bzw.Pϑ-fast sicher.

(d) Der Schätzer̂%(X) heißt asymptotisch normalverteilt, falls0 < Eϑ

[
(%̂)2

]
< ∞ und

L
(
%̂(X)− Eϑ

[
%̂
]

√
Varϑ (%̂)

)
w−→

n→∞
N (0, 1) unterPϑ.

Definition 1.14

Ein statistisches Modell(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) heißtdominiert (vom Maßµ), falls es einσ-endliches

Maßµ aufF gibt, so dass für alleϑ ∈ Θ das WahrscheinlichkeitsmaßPϑ absolutstetig bezüglich

µ ist (in Zeichen:∀ϑ ∈ Θ : Pϑ << µ). Die durchϑ parametrisierte Radon-Nikodym-Dichte

l(ϑ, x) :=
dPϑ

dµ
(x), ϑ ∈ Θ, x ∈ Ω

9



heißtLikelihoodfunktion, wobei sie meistens für festgehaltenes (beobachtetes)x ∈ Ω als Funktion

vonϑ ∈ Θ aufgefasst wird.

Anmerkung:Die Familie aller stetigen Verteilungen auf(Rn,B(Rn)) ist dominiert vonλn. Jedes

statistische Modell auf einem abzählbaren StichprobenraumΩ ist dominiert vom Zählmaß.

Definition 1.15

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) mit Θ ⊆ Rk ein vonµ dominiertes statistisches Modell mit Likelihood-

funktionl(ϑ, x).

Falls ϑ 7→ ln(l(ϑ, x)) für µ-fast allex in ϑ0 differenzierbar ist, nennen wir

x 7→ ∂

∂ϑ
ln(l(ϑ, x))|ϑ=ϑ0 =: l̇(·, ϑ0) Score-Funktion,

wobei∂/(∂ϑ) den Gradient-Operator (Vektor der partiellen Ableitungen) bezeichnet.

Die (k × k)-Matrix

I(ϑ0) := Eϑ0

[
l̇(·, ϑ0)(l̇(·, ϑ0))

>
]

heißtFisher-Information im Punkteϑ0.

Beispiel 1.16

Wir betrachten das Normalverteilungsmodell(R,B(R), (N (µ, σ2))(µ,σ2)∈R×R>0
). Die λ-Dichte

vonN (µ, σ2) ist gegeben durch

fµ,σ2(x) =
1√
2πσ

exp(−(x− µ)2

2σ2
) = l(ϑ, x); ϑ = (µ, σ2)t.

Wir berechnen die Fisher-Information im Punkte(µ0, σ
2
0) =: ϑ0 und erhalten

ln(l(ϑ, x)) = ln(
1√
2πσ

)− (x− µ)2

2σ2
,

∂ ln(l(ϑ, x))

∂µ
=

x− µ

σ2
,

∂ ln(l(ϑ, x))

∂σ2
=

(x− µ)2 − σ2

2σ4
=

(x− µ)2

2σ4
− 1

2σ2

⇒ l̇(x, ϑ0)(l̇(x, ϑ0))
t =




(x−µ0)2

σ4
0

(x−µ0)3

2σ6
0

− (x−µ)
2σ4

0
(x−µ0)3

2σ6
0

− (x−µ0)
2σ4

0

[(x−µ0)2−σ2
0 ]

2

4σ8
0




⇒ I(ϑ0) =


σ−2

0 0

0 1
2σ4

0


 .

Lemma 1.17

Es seienX1, . . . , Xn Zufallsgrößen, die stochastisch unabhängige Experimente mit ein und der-

selben ParametermengeΘ ⊆ Rk induzieren. Existiert für alle1 ≤ j ≤ n die jeweilige Fisher-
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InformationIj auf ganzΘ, so existiert die gemeinsame, vonX = (X1, . . . , Xn) erzeugte Fisher-

InformationI und es gilt für alleϑ ∈ Θ :

I(ϑ) =
n∑

j=1

Ij(ϑ).

Beweis: Die gemeinsame Log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch

ln(l(ϑ, x)) =
n∑

j=1

ln(lj(ϑ, xj)) bezüglich
n
⊗
j=1

µj .

Nach Voraussetzung istln(l(ϑ, x)) zudem fast überall differenzierbar mit Score-Funktion

l̇(x, ϑ) =
n∑

j=1

l̇j(xj , ϑ).

Nach Übungsaufgabe gilt zudemEϑ

[
l̇j(Xj , ϑ)

]
= 0 ∀1 ≤ j ≤ n. Damit errechnen wir:

Eϑ

[
l̇(X,ϑ)(l̇(X,ϑ))>

]
= Eϑ






n∑

j=1

l̇j(Xj , ϑ)






n∑

j=1

l̇j(Xj , ϑ)
>






=
n∑

k=1

n∑

m=1

Eϑ

[
l̇k(Xk, ϑ)(l̇m(Xm, ϑ))>

]

=
n∑

j=1

Eϑ

[
l̇j(Xj , ϑ)(l̇j(Xj , ϑ))

>
]
.

�

Satz 1.18(Cramér-Rao-Schranke)

Seien(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) mit Θ ⊆ Rk, k ∈ N ein statistisches Modell,% : Θ → R differenzierbar

in ϑ0 ∈ Θ \ ∂Θ und %̂(X) ein erwartungstreuer Schätzer für%(ϑ). Für alleϑ in einer Umgebung

vonϑ0 geltePϑ << Pϑ0 .

Ferner sei die Likelihoodfunktionl(ϑ, x) L2(Pϑ0)-differenzierbar inϑ0, d.h.

∃g : Θ× Ω → Rk mit lim
ϑ→ϑ0

Eϑ0

[
|l(ϑ, ·)− l(ϑ0, ·)− < g(ϑ0, ·), ϑ− ϑ0 > |2

]

|ϑ− ϑ0|2
= 0.

Falls die Fisher-InformationI(ϑ0) im Punkteϑ0 endlich und strikt positiv definit ist, so gilt:

Eϑ0

[
(%̂− %(ϑ0))

2
]
= Varϑ0 (%̂) ≥ < I(ϑ0)

−1%̇(ϑ0), %̇(ϑ0) > .

Beweis: Satz 2.124 in Witting (1985). �

Beispiel 1.19

SeiX = (X1, . . . , Xn) nach(N (µ, σ2))n verteilt. Dabei seiµ ∈ R der Parameter von Interesse

undσ2 > 0 bekannt.

Seiµ̂(X) = X̄n = n−1
∑n

i=1Xi. Dann istµ̂(X) erwartungstreu und es gilt Varµ (µ̂) =
σ2

n und

I(µ) = n
σ2 nach Beispiel 1.16 mit Lemma 1.17. Also istµ̂ Cramér-Rao effizient, denn% = id.
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1.3 Grundlagen der Testtheorie

1.3.1 Allgemeine Testtheorie

Wir greifen Beispiel 1.4.(b) noch einmal auf und studieren Testproblemeals binäre statistische

Entscheidungsprobleme: Gegeben zwei disjunkte, nicht-leere TeilmengenP0,P1 vonP = (Pϑ)ϑ∈Θ

mit P0 ∪ P1 = P ist eine Entscheidung darüber gesucht, obPX zu P0 oderP1 gehört. FallsP
durchϑ eineindeutig identifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittelsϑ und Teil-

mengenΘ0 undΘ1 vonΘ mit Θ0 ∩Θ1 = ∅ undΘ0 ∪Θ1 = Θ formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

H0 : ϑ ∈ Θ0 versus H1 : ϑ ∈ Θ1 oder

H0 : P
X ∈ P0 versus H1 : P

X ∈ P1.

DieHi, i = 1, 2 nennt man Hypothesen.H0 heißt Nullhypothese,H1 Alternativhypothese / Alter-

native. Oft interpretiert manH0 undH1 auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums, d.

h.,H0 ∪H1 = Θ undH0 ∩H1 = ∅. ZwischenH0 undH1 ist nun aufgrund vonx ∈ Ω eine Ent-

scheidung zu treffen. Die dazu benötigte Entscheidungsregel nennt man einen statistischen Test.

Definition 1.20 (Statistischer Test)

Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

ϕ : (Ω,F) → ({0, 1}, 2{0,1}).

Konvention:

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fürH1,

ϕ(x) = 0 ⇐⇒ Nullhypothese wird nicht verworfen.

{x ∈ Ω : ϕ(x) = 1} heißt Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) vonϕ, kurz: {ϕ = 1}.

{x ∈ Ω : ϕ(x) = 0} heißt Annahmebereich vonϕ, kurz:{ϕ = 0} = {{ϕ = 1}.

Problem:Testen beinhaltet mögliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (α-Fehler, type I error): Entscheidung fürH1, obwohlH0 wahr ist.

Fehler 2. Art (β-Fehler, type II error): Nicht-Verwerfung vonH0, obwohlH1 wahr ist.

In der Regel ist es nicht möglich, die Wahrscheinlichkeiten für die Fehler 1. und 2. Art gleichzeitig

zu minimieren. Daher findet in der frequentistischen Statistik eine asymmetrischeBetrachtungs-

weise von Testproblemen statt.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eine vorgegebene obere Schrankeα

(Signifikanzniveau, englisch: level),

12



(ii) Unter der Maßgabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit für Fehler 2. Art ⇒ „optimaler“

Test.

Eine (zum Niveauα) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von

H1 getroffen werden⇒ Merkregel: „Was nachzuweisen ist stets als AlternativeH1 formulieren!“.

Bezeichnungen 1.21

(i) βϕ(ϑ) = Eϑ

[
ϕ
]
= Pϑ(ϕ(X) = 1) =

∫
Ω ϕdPϑ bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-

nes vorgegebenen Testsϕ in Abhängigkeit vonϑ ∈ Θ. Fürϑ ∈ Θ1 heißtβϕ(ϑ) Gütefunktion

vonϕ an der Stelleϑ. Für ϑ ∈ Θ0 ergibt βϕ(ϑ) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit vonϕ

unterϑ ∈ Θ0.

Für α ∈ (0, 1) vorgegeben heißt

(ii) ein Testϕ mit βϕ(ϑ) ≤ α für alle ϑ ∈ H0 Test zum Niveauα,

(iii) ein Testϕ zum Niveauα unverfälscht, fallsβϕ(ϑ) ≥ α für alle ϑ ∈ H1.

(iv) ein Testϕ1 zum Niveauα besserals ein zweiter Niveau-α Testϕ2, falls βϕ1(ϑ) ≥ βϕ2(ϑ)

für alle ϑ ∈ H1 und∃ϑ∗ ∈ H1 mit βϕ1(ϑ
∗) > βϕ2(ϑ

∗).

Wir betrachten in der Folge in aller Regel die MengeM der Niveauα-Tests mit der Risikofunk-

tion R(ϑ, ϕ) = 1 − βϕ(ϑ), ϑ ∈ Θ1. Unter diesen Prämissen ist das Testproblem dann bereits

vollständig spezifiziert durch(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ, H0).

Beispiel 1.22(Einseitiger Binomialtest)

Von den13 Todesfällen unter55- bis 64-jährigen Arbeitern eines Kernkraftwerkes in Jahre 1995

waren5 auf einen Tumor zurückzuführen.

Die Todesursachenstatistik 1995 weist aus, dass Tumore bei etwa1/5 aller Todesfälle die Todes-

ursache in der betreffenden Altersklasse (in der Gesamtbevölkerung)darstellen. Ist die beobach-

tete Häufung von tumorbedingten Todesfällen unter den Arbeitern im Kernkraftwerk signifikant

auffällig zum Niveauα = 5% oder noch “kompatibel” mit den Gegebenheiten in der Gesamtpo-

pulation?

Bezeichne dazu die ZufallsvariableX die Anzahl der Tumortoten untern = 13 Todesfällen

von AKW-MitarbeiterInnen. Wir modellierenΩ = {0, . . . , n = 13}, F = 2Ω, (Pϑ)ϑ∈Θ =

(Bin(13, p))p∈[0,1] und habenH0 = {p ≤ 1/5} zu testen.

Betrachten wir speziell nicht-randomisierte Testsϕ der Formϕ(x) = 1 ⇔ x > cα mit kritischen

BereichenΓα = (cα,∞). Um die Einhaltung des Signifikanzniveausα = 5% sicherzustellen,

muss sup
0≤p≤1/5

Pp(X > cα) ≤ α bzw. äquivalent dazu inf
0≤p≤1/5

Pp(X ≤ cα) ≥ 1− α gelten.
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Für festesk ∈ Ω ist

Pp(X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k = l(p, k) undPp(X ≤ k) =

k∑

l=0

(
n

l

)
pl(1− p)n−l =: F (p, k).

Eine einfache Kurvendiskussion zeigt, dass∀k ∈ Ω : F (p, k) fallend aufΘ0 = [0, 1/5] ist.

Damit ist für allek ∈ Ω inf
0≤p≤1/5

Pp(X ≤ k) = P1/5(X ≤ k) undcα wird so bestimmt, dass

cα = min{k ∈ Ω :

k∑

`=0

(
n

`

)
(
1

5
)`(

4

5
)n−` ≥ 1− α},

damit die Typ II-Fehlerwahrscheinlichkeit möglichst klein wird.

Wir erhalten:

4∑

`=0

(
13

`

)
(
1

5
)`(

4

5
)13−` ≈ 0,901 und

5∑

`=0

(
13

`

)
(
1

5
)`(

4

5
)13−` ≈ 0,9700.

Damit wird cα = 5 gewählt undH0 kann bei der tatsächlich beobachteten Datenlagex = 5 nicht

verworfen werden.

Definition 1.23 (p-Wert)

Sei (Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Modell und seiϕ ein Test für das Hypothesenpaar∅ 6=
H0 ⊂ Θ versusH1 = Θ \H0, der auf einer PrüfgrößeT : Ω → R basiert.ϕ sei charakterisiert

durch die Angabe von AblehnbereichenΓα ⊂ R für jedes Signifikanzniveauα ∈ (0, 1), so dass

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ T (x) ∈ Γα für x ∈ Ω gilt. Dann ist derp-Wert einer Realisierungx ∈ Ω bezüglich

ϕ definiert als

pϕ(x) = inf
{α:T (x)∈Γα}

P∗(T (X) ∈ Γα),

wobei das WahrscheinlichkeitsmaßP∗ so gewählt ist, dass

P∗(T (X) ∈ Γα) = sup
ϑ∈H0

Pϑ(T (X) ∈ Γα)

gilt, falls H0 eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 1.24

(i) Falls H0 einelementig („einfach“) undPH0 ≡ Pϑ0 ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaß ist,

so gilt (in aller Regel)

pϕ(x) = inf{α : T (x) ∈ Γα}.

(ii) p-Werte werden häufig auch als „beobachtete Signifikanzniveaus“ bezeichnet.
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(iii) Sei Ω−1 der Urbildraum vonX. Die Abbildungpϕ(X) : Ω−1 → [0, 1], ω 7→ pϕ(X(ω)),

lässt sich als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch üblicherweise mit Klein-

buchstabe bezeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahrscheinlichkeitsmaßen vor-

zubeugen. Es muss also häufig aus dem Kontext heraus interpretiert werden, obpϕ ≡ p

einen realisierten Wert aus[0, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 1.25

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.23 sei die TeststatistikT (X) derart, dass die Mono-

toniebedingung

∀ϑ0 ∈ H0 : ∀ϑ1 ∈ H1 : ∀c ∈ R : Pϑ0(T (X) > c) ≤ Pϑ1(T (X) > c) (1.1)

gilt. Dann heißtϕ ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls für alleα ∈ (0, 1)

eine Konstantecα existiert, so dass

ϕ(x) =




1, T (x) > cα,

0, T (x) ≤ cα.

Bemerkung 1.26

(a) Die Monotoniebedingung (1.1) wird häufig so umschrieben, dass „die Teststatistik unter

Alternativen zu größeren Werten neigt“.

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehörigen Ablehnbereiche sind gegeben

alsΓα = (cα,∞).

(c) Die Konstantencα werden in der Praxis bestimmt übercα = inf{c ∈ R : P∗(T (X) > c) ≤
α} mit P∗ wie in Definition 1.23 („am Rande der Nullhypothese“). IstH0 einelementig und

PH0 stetig, so giltcα = F−1
T (1−α), wobeiFT die Verteilungsfunktion vonT (X) unterH0

bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: Unter(leicht verschärftem)

(1.1) ist ein Test vom N-P Typ gleichmäßig (über alleϑ1 ∈ H1) bester Test fürH0 versus

H1.

Lemma 1.27

Seiϕ ein Test vom N-P Typ undP∗ unabhängig vonα. Dann gilt für die Berechnung desp-Wertes

einer Realisierungx ∈ Ω bezüglichϕ, dass

pϕ(x) = P∗(T (X) ≥ t∗) mit t∗ := T (x).

Beweis: Die AblehnbereicheΓα = (cα,∞) sind geschachtelt. Demnach wirdinf{α : T (x) ∈
Γα} offensichtlich in[t∗,∞) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt

fernerP∗(T (X) ∈ [t∗,∞)) = P∗(T (X) ≥ t∗). �

15



Anmerkung:Ist H0 einelementig,PH0 stetig undϕ vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen

aus Bemerkung 1.26 und Lemma 1.27 für allex ∈ Ω, dasspϕ(x) = 1− FT (t
∗).

Satz 1.28(Testen mit demp-Wert)

Seiα ∈ (0, 1) ein fest vorgegebenes Signifikanzniveau undP∗ stetig.Dann gilt die Dualität

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ pϕ(x) < α.

Beweis: Wir beweisen das Resultat hier nur für Tests vom N-P Typ. Da die Funktiont 7→
P∗(T (X) > t) monoton fallend int ist und aufgrund der Konstruktion voncα (siehe 1.26.c)

P∗(T (X) > cα) ≤ α sowie für alleR 3 c < cα : P∗(T (X) > c) > α gelten muss, istpϕ(x) < α

gleichbedeutend mitt∗ > cα. Das führt bei einem Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung

vonH0. �

Bemerkung 1.29

(i) Der Vorteil vonp-Werten für das Testen ist, dass sie unabhängig von einem a priori festge-

setzten Signifikanzniveauα ausgerechnet werden können. Dies ist der Grund, warum alle

gängigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests über die Berechnung von

p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Probleme, da man mit

dieser Art des Testens tricksen kann. Hält man aich nämlich nicht an die gute statistische

Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschließlich des Signifikanzniveaus!)

vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchung erliegen,α erst a poste-

riori (nach Durchführung des Experimentes und Anschauen des resultierendenp-Wertes) zu

setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommen. Deswegen lehnen viele

Statistiker die in satz 1.28 gezeigte Art des Testens strikt ab.

(ii) Die Interpretation desp-Wertes ist zu bedenken. Derp-Wert gibt eine Antwort auf die Frage:

„Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass die Nullhypothese stimmt?“

und nichtauf die Frage „Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese wahr ist,gegeben

die gemessenen Daten?“, obschon letztere Frage manchmal interessanter erscheinen mag

und Praktiker ab und an dazu tendieren, denp-Wert dahingehend umzudeuten.

1.3.2 Tests für Parameter der Normalverteilung

Satz 1.30(Multivariate Normalverteilung)

SeienX1, . . . , Xd iid. standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann heißtX = (X1, . . . , Xd)
t

standardnormalverteilt imRd.

Ist fernerΣ = QQt ∈ Rm×m mit Q ∈ Rm×d eine positiv definite, symmetrische Matrix und

Y = QX+µ, µ ∈ Rm, so heißtY = (Y1, . . . , Ym)t allgemein normalverteilt imRm, in Zeichen:

Y ∼ Nm(µ,Σ). Es gilt:
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a) Y hat dieλm-Dichte

ϕµ,Σ(y) = (2π)−m/2| detΣ|−1/2 exp(−1

2
(y − µ)tΣ−1(y − µ)).

b)

∀1 ≤ j ≤ m : E[Yj ] = µj , ∀1 ≤ i, j ≤ m : Cov(Yi, Yj) = Σi,j .

Beweis: Siehe Kapitel 3.1 in Fahrmeir and Hamerle (1984). �

Satz 1.31(Affine Transformationen)

SeiY ∼ Nm(µ,Σ), k ≤ m, A ∈ Rk×m eine Matrix mit maximalem Rang undb ∈ Rk. Dann hat

der ZufallsvektorZ = AY + b diek-dimensionale NormalverteilungNk(Aµ+ b, AΣAt).

Beweis: Satz 9.5 in Georgii (2007). �

Lemma 1.32

IstX standardnormalverteilt aufR1, so hatX2 die Gamma-VerteilungΓ 1
2
, 1
2
.

Beweis: Übung �

Korollar 1.33

SeienX1, . . . , Xn iid. aufR1 mit L(X1) = N (0, 1). Dann ist

n∑

i=1

X2
i ∼ Γ 1

2
,n
2
= χ2

n.

Beweis: Nach Lemma 1.32 istX1 ∼ Γ 1
2
, 1
2
. Faltungsstabilität der Familie der Gammaverteilungen

bezüglich des zweiten Parameters (siehe Aufgabe 4.6) liefert die Aussage. �

Anmerkung:Die Verteilung von
∑n

i=1X
2
i wurde erstmals 1863 in der Dissertation von Ernst

Abbe (später Carl Zeiss Jena) hergeleitet.

Lemma 1.34

Seienα, r, s > 0 undX,Y stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mitX ∼ Γα,r undY ∼
Γα,s. Dann sindS = X + Y und R = X

X+Y stochastisch unabhängig mitS ∼ Γα,r+s und

R ∼ Beta(r, s).

Beweis: Übung �

Satz und Definition 1.35

SeienX1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn iid. standardnormalverteilt aufR1. Dann hat der Quotient

Fm,n := m−1
m∑

i=1

X2
i / (n−1

n∑

j=1

Y 2
j )

17



die folgende Verteilungsdichte bezüglichλ:

fm,n(x) =
mm/2nn/2

B(m/2, n/2)

xm/2−1

(n+mx)(m+n)/2
1(0,∞)(x).

Beweis: Übung �

Die Verteilung vonFm,n heißt Fisher’scheF -Verteilung mitm undn Freiheitsgraden (nach Sir R.

A. Fisher, 1890-1962).

Korollar und Definition 1.36

SeienX,Y1, . . . , Yn iid. aufR mit X ∼ N (0, 1). Dann hat

T =
X√

n−1
∑n

j=1 Y
2
j

dieλ-Dichte t 7→ τn(t) = (1 +
t2

n
)−

n+1
2 {B(1/2, n/2)

√
n}−1.

Die Verteilung vonT heißt Studentischet-Verteilung mitn Freiheitsgraden.

Beweis: Nach Satz 1.35 istT 2 ∼ F1,n. Nach Transformationssatz hat daher|T | =
√
T 2 die

Dichtefunktiont 7→ f1,n(t
2) · 2t, t > 0. Wegen der Symmetrie vonN (0, 1) ist aber auchT

symmetrisch um0 verteilt, d.h.,T und−T haben die gleiche Verteilung. Also hatT die Vertei-

lungsdichtet 7→ f1,n(t
2) · |t| = τn(t). �

Satz 1.37(Student (1908))

Im Gaußmodell(Rn,B(Rn), (Nµ,σ2)n)ϑ=(µ,σ2)∈Θ:=R×(0,∞) gilt für alle ϑ ∈ Θ:

(a)

X̄n = n−1
n∑

j=1

Xj und S2 = (n− 1)−1
n∑

i=1

(Xi − X̄n)
2

sind stochastisch unabhängig.

(b) X̄n ∼ N (µ, σ2/n) und n−1
σ2 S2 ∼ χ2

n−1.

(c)

Tn :=

√
n(X̄n − µ)

S
∼ tn−1.

Anmerkung:W. S. Gosset publizierte 1908 unter dem Pseudonym “Student”, da sein Arbeitge-

ber, die Guinness-Brauerei, ihren Mitarbeitern die Veröffentlichung wissenschaftlicher Arbeiten

verbot.

Damit folgen die auf dem Handout (Seiten 200-204 aus Witting (1985)) wiedergegebenen Stan-

dardtests für die Parameter der Normalverteilung allesamt aus der allgemeinenTesttheorie.
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1.3.3 Bereichsschätzungen und der Korrespondenzsatz

Es gibt Dualitäten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)Schätzproblemen / Konfidenz-

intervallen.

Definition 1.38

Gegeben sei ein statistisches Modell(Ω,F ,P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ}). Dann heißtC = (C(x) : x ∈ Ω)

mit C(x) ⊆ Θ ∀x ∈ Ω eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1 − α für

ϑ ∈ Θ :⇐⇒ ∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({x : C(x) 3 ϑ}) ≥ 1− α.

Satz 1.39(Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romano (2005) oder Witting, 1985)

(a) Liegt für jedesϑ ∈ Θ ein Testϕϑ zum Niveauα vor und wirdϕ = (ϕϑ, ϑ ∈ Θ) gesetzt, so ist

C(ϕ), definiert überC(x) = {ϑ ∈ Θ : ϕϑ(x) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen

zum Konfidenzniveau1− α.

(b) Ist C eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1 − α und definiert man

ϕ = (ϕϑ, ϑ ∈ Θ) überϕϑ(x) = 1 − 1C(x)(ϑ), so istϕ ein Test zum allgemeinen lokalen

Niveauα, d. h., zum Niveauα für jedesϑ ∈ Θ.

Beweis:

Sowohl in (a) als auch in (b) erhält man∀ϑ ∈ Θ : ∀x ∈ Ω : ϕϑ(x) = 0 ⇐⇒ ϑ ∈ C(x). Also ist

ϕ ein Test zum allgemeinen lokalen Niveauα genau dann, wenn

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({ϕϑ = 0}) ≥ 1− α

⇔ ∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({x : C(x) 3 ϑ}) ≥ 1− α

⇔ C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1− α.

�

Bemerkung 1.40

(a) Die Dualitätϕϑ(x) = 0 ⇔ ϑ ∈ C(x) lässt sich schön grafisch veranschaulichen, fallsΩ

undΘ eindimensional sind.

(b) Ein einzelner Testϕ zum Niveauα für eine HypotheseH kann interpretiert werden als

(1− α)-Konfidenzbereich. Setze dazu

C(x) =




Θ , falls ϕ(x) = 0,

K = Θ\H , falls ϕ(x) = 1.
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- x

x∗
︸ ︷︷ ︸
ϕϑ∗ (x)=0

6
ϑ

ϑ∗

C(x∗)

{

Abbildung 1.1: Dualitätϕϑ(x) = 0 ⇔ ϑ ∈ C(x)

Umgekehrt liefert jeder KonfidenzbereichC(x) einen Test zum Niveauα für eine Hypothese

H ⊂ Θ. Setze hierzuϕ(x) = 1K(C(x)), wobei

1B(A) :=




1 , falls A ⊆ B,

0 , sonst.

für beliebige MengenA undB.

Beispiel 1.41

Im Gaußmodell(Rn,B(Rn), ((N (µ, σ2))n)µ∈R=Θ) mit bekannter Varianzσ2 > 0 sei ein mög-

lichst kleiner (bezüglich des Lebesguemaßes) Teilbereich der reellen Achse gesucht, der den un-

bekannten Erwartungswertµ mit einer Wahrscheinlichkeit von(1−α) überdeckt und der nur von

x ∈ Rn abhängen darf.

Lösung:Die StatistikX̄n ist suffizient fürµ, beinhaltet also sämtliche Information, dieX über

µ liefert. Die Verteilung von
√
n(X̄n − µ)/σ ist N (0, 1). Damit istX̄n unterµ symmetrisch um

µ verteilt mit exponentiell abfallender Verteilungsmasse zu beiden Seiten. Also ist ein optimaler

Konfidenzbereich von der Form

C(x) = [µ̂− k(x), µ̂+ k(x)] mit µ̂ ≡ µ̂(x) = x̄n.
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Wir müssen zur Berechnung vonk(x) das Konfidenzniveau(1− α) garantieren:

Pµ([X̄n − k, X̄n + k] 3 µ)
!
= 1− α

⇔ Pµ(X̄n − k ≤ µ ≤ X̄n + k) = 1− α

⇔ Pµ(
√
n
k

σ
≥ X̄n − µ

σ/
√
n

≥ −√
n
k

σ
) = 1− α

⇔ Pµ(−
√
n
k

σ
≤ Z ≤ √

n
k

σ
) = 1− α, wobeiZ ∼ N (0, 1)

⇔ Φ(
√
n
k

σ
)− Φ(−√

n
k

σ
) = 1− α

⇔ 2Φ(
√
n
k

σ
)− 1 = 1− α

⇔ Φ(
√
n
k

σ
) = 1− α

2
⇔ √

n
k

σ
= z1−α/2 ⇔ k =

σ√
n
z1−α/2

⇒ C(x) =

[
x̄n − σ√

n
z1−α/2, x̄n +

σ√
n
z1−α/2

]
.

Bemerkung 1.42

a) Istσ2 > 0 unbekannt, so liefert der Korrespondenzsatz 1.39, angewendet auf dent-Test (Seite

152 b), Test Nr. 2) in Verbindung mit dem Kommentar über zweiseitige Tests auf Seite 152 e),

dass ein optimaler(1− α)-Konfidenzbereich fürµ gegeben ist durch

C(x) =

[
x̄n − σ̂(x)√

n
tn−1,1−α/2, x̄n +

σ̂(x)√
n
tn−1,1−α/2

]
.

b) Die Rechnung unter Beispiel 1.41 hängt nicht von der konkreten Bauart von X̄n, sondern

lediglich von der Tatsache ab, dass
√
n(X̄n − µ)/σ standardnormalverteilt ist. Sie kann also

analog für andere Modelle mit normalverteilten suffizienten Statistiken durchgeführt werden.

In Definition 1.13 haben wir asymptotische Normalität als eine wünschenswerteEigenschaft von

Punktschätzern kennengelernt. In Anknüpfung an Beispiel 1.41 in Verbindung mit Bemerkung

1.42b) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 1.43

Sei(Ωn,Fn, (Pn
ϑ)ϑ∈Θ⊆Rk) ein Produktmodell mit Regularitätseigenschaften undϑ̂n(X) ein asym-

ptotisch normalverteilter Punktschätzer fürϑ ∈ Rk in dem Sinne, dass
√
n(ϑ̂n(X) − ϑ0)

D→
N (0, I−1(ϑ0)) unter ϑ0. Sei% : Θ → R eine stetig differenzierbare Abbildung mit Gradient

%̇(ϑ) 6= 0.

Dann gilt:

√
n
{
%(ϑ̂n(X))− %(ϑ0)

}
D→ N (0, σ2

ϑ0
) unterPϑ0 mit σ2

ϑ0
= %̇(ϑ0)I

−1(ϑ0)%̇(ϑ0)
t.
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Ist die Fisher-Information stetig, so ist ein Konfidenzintervall für%(ϑ0) mit asymptotischer Über-

deckungswahrscheinlichkeit(1− α) gegeben durch

C(x) =
[
%(ϑ̂n(x))± z1−α/2 σ̂n

]

mit

σ̂2
n := %̇(ϑ̂n(x))I

−1(ϑ̂n(x))
[
%̇(ϑ̂n(x))

]t
.

Beweis: Abschnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano (2005). �

22



Kapitel 2

Deskriptive Statistik

2.1 Univariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Präsentation.

2.2 Multivariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Präsentation.
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Kapitel 3

Lineare Modelle und inferentielle

Likelihoodtheorie

3.1 Einführung und Beispiele

Die Regressionsrechnung beschäftigt sich mit der Analyse von (systematischen) Zusammenhän-

gen einer (univariaten)Zielgröße (Response-Variable)Y und einer Menge vonk erklärenden Va-

riablen (Kovariablen, Regressoren)X1, . . . , Xk. Anders als z. B. in der Physik, die deterministi-

sche Gesetzmäßigkeiten der Formy = f(x1, . . . , xk) mit x = (x1, . . . , xk) als „Eingabe“ undy

als „Ausgabe“ zum Gegenstand hat, legt die Statistik zufällige „Störungen“zu Grunde (Messfeh-

ler / -ungenauigkeiten etc.). Damit ist die Ausgabe / ResponseY also eine Zufallsvariable, deren

Verteilung von den Kovariablen abhängt.

Ziel der Regressionsanalyseist die Untersuchung des Einflusses der erklärenden Variablen auf

den Mittelwertder Zielgröße. Wir modellieren also

E[Y |X1 = x1, . . . , Xk = xk] = f(x1, . . . , xk).

Die VariablenY1, . . . , Yn, die eine Stichprobe der Zielgröße beschreiben, lassen sich dann stets in

eine systematische und eine stochastische Komponente zerlegen:

Yi = E[Yi|Xi,1 = xi,1, . . . , Xi,k = xi,k] + εi = f(xi,1, . . . , xi,k) + εi mit E[εi] = 0, 1 ≤ i ≤ n.

Der Vektor~xi = (xi,1, . . . , xi,k) heißt „Kovariablenprofil“bei deri-ten Messung undεi heißt

Fehlertermbei deri-ten Messung. Die (verallgemeinerten)linearenRegressionsmodelle wählen

speziellf als eine lineare Funktion in den Werten (Realisierungen) der Kovariablen.

Definition 3.1 ((Verallgemeinertes) Lineares Modell)

Seien~X := (X1, . . . , Xk), ~x := (x1, . . . , xk) undη := g(E[Y | ~X = ~x]).
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Modellannahme:η = β0 +
∑k

j=1 βjxj . Dabei heißtg die Link-Funktion, β0 der Intercept,

(β1, . . . , βk)
t der Vektor der Regressionskoeffizienten(die Parameter des Modells!) und

X1, . . . , Xk werden auch alsunabhängige VariablenundY als dieabhängige Variablebezeichnet.

Schema 3.2(Übersicht über GLMs)

GLM steht für „generalized linear model“ bzw. verallgemeinertes linearesModell.

Modell Skalenniveau vonY Link-Funktiong

ANCOVA (MLR) stetig id. ( ~X hat stetige Komponenten)

ANOVA stetig id. ( ~X rein kategoriell)

log-linear Y ∈ (0,∞) η := E[log(Y )| ~X = ~x]

Poisson Y ∈ N log

logistisch dichotom logit(x) = ln(x/(1− x))

Cox Zeitspanne η = ln(h(t)),

(proportional hazards) h(t) Hazardfunktion

Tabelle 3.1: Übersicht über verallgemeinerte lineare Regressionsmodelle

Beispiel 3.3(Realdaten)

Mietspiegeldaten, sieheR-Skript.

3.2 Inferentielle Likelihoodtheorie

Definition 3.4 (Maximum Likelihood-Schätzer)

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein vonµ dominiertes Modell mit Likelihoodfunktionl(ϑ, x). Der Para-

meterraumΘ trage dieσ-AlgebraFΘ. Eine Statistikϑ̂(X) mit ϑ̂ : (Ω,F) → (Θ,FΘ) heißt

Maximum-Likelihood-Schätzer(MLE) vonϑ, falls

l(ϑ̂(x), x) = sup
ϑ̃∈Θ

l(ϑ̃, x)

für Pϑ-fast allex ∈ Ω und alleϑ ∈ Θ gilt.

Bemerkung 3.5

(a) Weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLE sind ohne weitere Modellannahmen sicherge-

stellt.

(b) Bei einer Re-Parametrisierungϑ 7→ %(ϑ) ist natürlich %̂(X) := %(ϑ̂(X)) der MLE für%(ϑ),

falls der MLEϑ̂(X) existiert.
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Beispiel 3.6

(a) X1, . . . , Xn iid. mit X1 ∼ Poisson(λ), X := (X1, . . . , Xn) mit Werten inNn
0 . Der Parameter

λ > 0 sei unbekannt.

l(λ, x) =
n∏

i=1

exp(−λ)
λxi

xi!

⇒ ln(l(λ, x)) =
n∑

i=1

−λ+ xi ln(λ)− ln(xi!) = −nλ+ ln(λ)
n∑

i=1

xi −
n∑

i=1

ln(xi!)

⇒ ∂

∂λ
ln(l(λ, x)) = l̇(x, λ) = −n+ λ−1

n∑

i=1

xi

⇒ λ̂(x) = n−1
n∑

i=1

xi, da
∂2

∂λ2
ln(l(λ, x)) < 0.

(b) Allgemeines Regressionsmodell

SeiY = (Y1, . . . , Yn). Für jedes1 ≤ i ≤ n gelteYi = gϑ(xi) + εi. Dabei sind die(xj)1≤j≤n

deterministische, fest vorgegeben “Messstellen”,gϑ eine deterministische, vom interessieren-

den Parameterϑ ∈ Θ ⊆ Rk, k ∈ N, parametrisierte Funktion und die(εj)1≤j≤n zufällige

iid. “Messfehler”, für dieε1 ∼ N (0, σ2) mit σ2 > 0 gelte.

Damit gilt ∀1 ≤ i ≤ n : Yi ∼ N (gϑ(xi), σ
2) undYi ⊥ Yj ∀1 ≤ i 6= j ≤ n.

Übungsaufgabe⇒ ϑ̂(Y ) = argmin
ϑ∈Θ

{∑n
i=1(Yi − gϑ(xi))

2}, also gleich dem Parameter, der

die Fehlerquadratsumme minimiert.

Satz 3.7(Asymptotik des MLE)

Es sei(Ωn,Fn, (Pn
ϑ)ϑ∈Θ)n≥1 mit Θ ⊆ Rk eine Folge dominierter (vonµn) Produktexperimente

mit eindimensionaler Loglikelihoodfunktionln(l(ϑ, x)) = ln(dPϑ

dµ (x)).

Es gelte:

(a) Θ ist kompakt undϑ0 liegt im Inneren vonΘ.

(b) ∀ϑ 6= ϑ0 : Pϑ 6= Pϑ0 (Identifizierbarkeit)

(c) ϑ 7→ ln(l(ϑ, x)) ist stetig aufΘ und zweimal stetig differenzierbar in einer UmgebungU von

ϑ0 für alle x ∈ Ω.

(d) Es gibtH0, H2 ∈ L1(Pϑ0) undH1 ∈ L2(Pϑ0) mit

sup
ϑ∈Θ

| ln(l(ϑ, x))| ≤ H0(x) sowie sup
ϑ∈U

∣∣∣∣
∂i

∂ϑi
ln(l(ϑ, x))

∣∣∣∣ ≤ Hi(x), i = 1, 2, ∀x ∈ Ω.
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(e) Die Fisher-Information zu einer Beobachtung, also

I(ϑ0) = Eϑ0

[
l̇(·, ϑ0)(l̇(·, ϑ0))

t
]

ist positiv definit.

Dann ist der MLEϑ̂n(X), wobeiX = (X1, . . . , Xn) mit Werten inΩn, unterPn
ϑ0

asymptotisch

normalverteilt:

√
n(ϑ̂n(X)− ϑ0)

D−→ N (0, I(ϑ0)
−1) unterPn

ϑ0
für n → ∞.

Beweis: Siehe Abschnitt 6.5 in Lehmann and Casella (1998). �

Korollar 3.8

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 istϑ̂n(X) konsistent und asymptotisch Cramér-Rao-

effizient.

Definition 3.9 (Likelihood-Quotienten-Test)

Es sei(Ω,F , (Pϑ)ϑ∈Θ) ein dominiertes statistisches Modell mit Likelihoodfunktionl(ϑ, x). Das

interessierende Testproblem sei gegeben durchH0 = Θ0 gegenH1 = Θ1, Θ0 6= Θ1 6= ∅,

Θ0 +Θ1 = Θ. Wir bezeichnen

Λ : Ω → [1,∞],Λ(·) := supϑ∈Θ l(ϑ, ·)
supϑ̃∈Θ0

l(ϑ̃, ·)

als Likelihood-Ratio-Statistik und jeden Test der Form

ϕ(x) =





1, falls Λ(x) > k

0, falls Λ(x) < k

γ(x), falls Λ(x) = k

für k ≥ 1 undγ(x) ∈ [0, 1] als einenLikelihood-QuotientenTest.

Bemerkung 3.10

Sindϑ̂ bzw.ϑ̂0 Maximum-Likelihood-Schätzer fürϑ, wobeiϑ ∈ Θ bzw.Θ0 variieren darf, so ist

Λ(x) =
l(ϑ̂(x), x)

l(ϑ̂0(x), x)
.

Satz 3.11

Das Produktmodell(Ωn,Fn, (Pn
ϑ)ϑ∈Θ) erfülle die Voraussetzungen von Satz 3.7 über die Asym-

ptotik von Maximum-Likelihood-Schätzern mit eindimensionaler Likelihoodfunktion l(ϑ, x1). Die

HypothesenmengeΘ0 liege in einemr-dimensionalen Unterraum vonΘ ⊆ Rk mit 0 ≤ r < k,

wobeir = 0 dem Testen von PunkthypothesenΘ0 = {ϑ0} entspricht. Dann gilt

2 log(Λn(X)) = 2

[
sup
ϑ∈Θ

n∑

i=1

ln(l(ϑ,Xi))− sup
ϑ̃∈Θ0

n∑

i=1

ln(l(ϑ̃, Xi))

]
D→ χ2

k−r
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unter jedemPϑ0 mit ϑ0 ∈ Θ0 ∩ [Θ \ ∂Θ].

Insbesondere besitzt der Likelihood-Quotienten-Test

ϕ(x) = 1{log(Λn(x))>χ2
(k−r);(1−α)

/2}

mitχ2
(k−r);(1−α) dem(1−α)-Quantil vonχ2

k−r damit auf der MengeΘ0 ∩ [Θ \ ∂Θ] asymptotisch

das Niveauα ∈ (0, 1).

Beispiel 3.12(Multinomialverteilung)

Wir betrachten eine Folge vonn stochastisch unabhängigen, gleichartigen Versuchen mit (jeweils)

k möglichen Ausgängen.

Dabei trete der Ausgangi für 1 ≤ i ≤ k − 1 bei einem einzelnen Versuch mit Wahrscheinlichkeit

pi auf und wir definieren fernerpk := 1−∑k−1
i=1 pi.

SeiNj , 1 ≤ j ≤ k, die Zufallsvariable, die die Anzahl an Versuchen beschreibt, deren Ausgang

gleichj ist. Dann heißtN = (N1, . . . , Nk) multinomialverteilt mit Parameternn, k − 1 undp =

(p1, . . . , pk−1) wobei wirn undk als fest vorgegeben betrachten wollen, so dassdim(Θ) = k− 1

gilt.

Genauer gilt

Θ = {(p1, . . . , pk−1) ∈ [0, 1]k−1 :
k−1∑

j=1

pj ≤ 1}.

Als Likelihoodstatistik erhalten wir

l(p,N) =
n!

∏k
j=1Nj !

k∏

`=1

pN`

`

und als MLE ergibt sich analog zum Binomialmodellp̂j = Nj/n, 1 ≤ j ≤ k − 1.

Betrachten wir nun die PunkthypotheseΘ0 = {π} für einen fest vorgegebenen Vektorπ ∈ Θ, so

ergibt sich als Likelihood-Ratio-Statistik

Λn(N) =
l(p̂, N)

l(π,N)
und log(Λn(N)) = n

k∑

j=1

p̂j log

(
p̂j
πj

)
,

wobei wir wiederπk = 1−∑k−1
i=1 πi setzen, und es gilt2 log(Λn(N))

D−→ χ2
k−1 nach Satz 3.11.

Zur Durchführung des resultierenden asymptotischχ2-Tests kann die folgende Überlegung hilf-

reich sein. Betrachten wir die Funktionh, gegeben durchh(x) = x log(x/x0) für eine fest vorge-

gebene reelle Zahlx0 ∈ (0, 1). Dann ist die Taylor-Entwicklung vonh(x) umx0 gegeben durch

h(x) = (x− x0) +
1

2x0
(x− x0)

2 + o[(x− x0)
2] für x → x0

und damit ist für̂p „nahe bei“ π

2 log(Λn(N)) ≈ Qn mit Qn =

k∑

j=1

(Nj − nπj)
2

nπj
.

28



Die StatistikQn heißt Pearson’sche Chi-Quadrat Statistik. Es gilt präziser

2 log(Λn(N))−Qn → 0 stochastisch

unter der Nullhypothese, so das auchQn asymptotisch eineχ2
k−1-Verteilung unterp = π besitzt.

Bemerkung 3.13

Asymptotischeχ2-Tests lassen sich auf die Situation von(k × `)-Feldertafeln verallgemeinern.

Sind zwei kategorielle ZufallsvariablenX undY gegeben, wobeiX genauk Werte undY genau

` Werte annehmen kann, so kann die HypotheseX ⊥ Y mit einem asymptotischenχ2-Test in der

beobachteten(k × `)-Kontingenztafel getestet werden. Die Anzahl der Freiheitsgrade berechnet

sich dabei zu(k − 1) · (`− 1).

3.3 Multiple lineare Regression (ANCOVA)

Modell 3.14 (Klassische multiple lineare Regression, ANCOVA)

Wir betrachten den Stichprobenraum(Rn,B(Rn)) und modellieren die Beobachtungen(y1, . . . , yn)

als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen (Y1, . . . , Yn)

mit

∀1 ≤ i ≤ n : Yi = f(xi,1, . . . , xi,k) + εi = β0 +
k∑

j=1

βjxi,j + εi. (3.1)

Der Vektorβ = (β0, β1, . . . , βk)
t ist der Parameter von Interesse. Wir setzenp := k + 1, kürzen

ab:

Y := (Y1, . . . , Yn)
t ∈ Rn : Response-Vektor

X :=




1 x1,1 . . . x1,k
...

...
...

1 xn,1 . . . xn,k


 ∈ Rn×p : Design-Matrix

ε := (ε1, . . . , εn)
t ∈ Rn : Vektor der Fehlerterme

β ≡ (β0, β1, . . . , βk)
t ∈ Rp : Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise von(3.1)

Y = Xβ + ε. (3.2)

Ferner machen wir die folgenden Modellannahmen:

(a) Die Designmatrix habe maximalen Rang, so dassXtX ∈ Rp×p positiv definit und inver-

tierbar ist.
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(b) Die Fehlerterme seien iid., wobeiPε1 induziert sei durchF . Es gelteE [ε1] = 0 und

0 < σ2 := Var(ε1) < ∞, also insbesondere Homoskedastizität. Die unbekannte Vertei-

lungsfunktionF sei ein Störparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Optional machen wir an einigen Stellen zusätzlich eine Normalverteilungsannahme an die Fehler-

terme:

(c) ε1 ∼ N (0, σ2).

Bemerkung 3.15

(a) Die gemachten Modellannahmen unter 3.14 implizieren, dass entweder(i) die Designma-

trix aus deterministischen, von der Experimentplanung her fest vorgegebenen „Messstellen“

besteht oder (ii) die gesamte Analyse bedingt auf die (realisierten Werte der) Designmatrix

durchgeführt wird, der eventuell vorhandene Zufall in den Designpunkten also im Modell

nicht berücksichtigt wird. Möchte man stattdessen ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Mo-

dell für die DesignmatrixX mitmodellieren, so spricht man von einem Regressionsmodell

mit zufälligem Designbzw. von einem Korrelationsmodell. Für die Bearbeitung von Kor-

relationsmodellen bedarf es gesonderter Auswertungstechniken. Insbesondere müssen dann

Korrelationen der stochastischen Kovariablen mit den Fehlervariablen indie Auswertungs-

methodik eingerechnet werden. Wir behandeln hier die Fälle (i) und (ii) völlig analog, un-

terdrücken also insbesondere in der Notation häufig das Bedingen auf die Designmatrix, um

die Notation übersichtlich zu halten.

(b) Die Annahme der Unkorreliertheit der Fehlerterme ist durch eine sogenannte „Residual-

analyse“ nachtäglich zu validieren, vgl. Definition 3.17. Ist noch Strukturin den Residuen

(den durch das Modell geschätzten Fehlertermen) zu erkennen, so kann das ein Hinweis

darauf sein, dass weitere Kovariablen zusätzlich in das Modell aufzunehmen sind.

(c) Kategorielle Kovariablen sollten durch eine Menge von sogenannten „Dummy-Indikatoren“

kodiert werden, um nicht implizit eine (inadäquate) Metrisierung auf demdiskreten Wer-

tebereich solcher Kovariablen zu induzieren. Eine kategorielle Kovariable mit ` mögli-

chen Ausprägungen wird dabei durch(` − 1) Indikatoren repräsentiert. Derj-te Dummy-

Indikator kodiert dabei das Ereignis, dass die Kategorie(j + 1) bei der zugehörigen Ko-

variablen vorliegt,j = 1, . . . , (` − 1). Sind also alle(` − 1) Indikatoren gleich Null, so

entspricht dies der (Referenz-)Kategorie1 der zugehörigen kategoriellen Kovariable.

(d) Wechselwirkungen zwischen Kovariablen werden durch Interaktionsterme modelliert. Der

Interaktionsterm für die Wechselwirkung zwischen KovariablenXi undXj wird dabei ge-

bildet alsxi · xj (Multiplikation der jeweiligen Ausprägungen).
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Korollar 3.16

Aus den Modellvoraussetzungen unter 3.14 folgt bereits

∀1 ≤ i ≤ n : E[Yi] = β0 + β1xi,1 + . . .+ βkxi,k,

∀1 ≤ i ≤ n : Var(Yi) = σ2,

∀1 ≤ i 6= j ≤ n : Cov(Yi, Yj) = Cov(εi, εj) = 0.

Nehmen wir zusätzlich normalverteilte Fehlerterme an, so ist

Y ∼ Nn(Xβ, σ2In).

Definition 3.17 (Residuen)

Ist ein Schätzer̂β des Parametervektors verfügbar, so erhalten wir einen (naheliegenden plug-in)

Schätzer für den (bedingten) Erwartungswertvektor vonY durch Ê[Y ] = Xβ̂. Wir definieren die

Komponenten von̂E[Y ] als Ŷi := β̂0 + β̂1xi,1 + . . . + β̂kxi,k, i = 1, . . . , n und die sogenannten

Residuenals beobachtete Abweichungen der tatsächlich beobachteten Werte der Responsevaria-

blen von den Schätzwerten ihrer (bedingten) Erwartungswerte, alsoε̂i = yi − ŷi, 1 ≤ i ≤ n.

Satz 3.18

Unter Modell 3.14 gilt:

(a) Der Kleinste Quadrate (KQ)-Schätzer des Parametervektorsβ ist gegeben durch

β̂ ≡ β̂(Y ) = (XtX)−1XtY

und damit folgt außerdem die Darstellung

β̂ − β = (XtX)−1Xtε.

(b) Durch Einsetzen von̂β in Ŷ = Xβ̂ ergibt sich ferner

Ŷ = X(XtX)−1XtY =: HY

mit der(n×n)-Matrix H = X(XtX)−1Xt. Die MatrixH wird als Prädiktionsmatrix bzw.

hat matrix bezeichnet undX+ = (XtX)−1Xt heißt auch (Moore-Penrose) Pseudoinverse

vonX.

(c) Nehmen wir speziell normalverteilte Fehlerterme an, so stimmt der Maximum-Likelihood-

Schätzer vonβ mit dem angegebenen KQ-Schätzer überein.

(d) Für den Schätzer̂β, gegeben durcĥβ = (XtX)−1XtY gilt

E[β̂] = β und Cov(β̂) = σ2(XtX)−1.
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Beweis: Die Aussage unter (b) folgt sofort, sobald (a) gezeigt ist. Wir führen den Beweis zu (a)

geometrisch bzw. mit Methoden der linearen Algebra. Dazu kürzen wir abx′i := (1, xi,1, . . . , xi,k)

(x′i bezeichnet also diei-te Zeile der Designmatrix) und beachten, dass das kleinste Quadrate-

Kriterium

β̂ = arg min
β∈Rp

{
n∑

i=1

(Yi − x′iβ)
2

}
= arg min

β∈Rp
||Y −Xβ||22

äquivalent dadurch beschrieben werden kann, dassXβ̂ dieL2-Projektion vonY auf den Vektor-

raum{z ∈ Rn : z = Xγ, γ ∈ Rp} darstellt. Somit kann̂β charakterisiert werden durch

∀γ ∈ Rp : 〈Y −Xβ̂,Xγ〉Rn = 0

⇔ ∀γ ∈ Rp : Y tXγ = β̂tXtXγ (Bilinearität von〈·, ·〉Rn)

⇔ Y tX = β̂tXtX.

Multiplikation von rechts mit(XtX)−1 liefert Y tX(XtX)−1 = β̂t und folglich wie gewünscht

β̂ = (XtX)−1XtY , da(XtX)−1 symmetrisch ist. Teile (c) und (d) sind Übungsaufgaben.�

Bemerkung 3.19(Geometrische Eigenschaften vonβ̂)

Seiβ̂ = X+Y wie unter Satz 3.18. Dann gilt

(i) Die geschätzten ((bedingten) Erwartungs-) Werteŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)
t sind orthogonal zu den

Residuen̂ε = (ε̂1, . . . , ε̂n)
t, d. h.ŷt ε̂ = 0.

(ii) Die Spalten vonX sind orthogonal zu den Residuen, d. h.Xt ε̂ = 0.

(iii) Die Residuen sind im Mittel gleich Null, d. h.
∑n

i=1 ε̂i = 0 bzw.¯̂ε = n−1
∑n

i=1 ε̂i = 0.

(iv) Der arithmetische Mittelwert der̂yi ist gleich dem Mittelwert der beobachteten Response-

Werteyi selbst, d. h.̄̂y = n−1
∑n

i=1 ŷi = ȳ = n−1
∑n

i=1 yi.

(v) Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkt derDaten, d. h.

ȳ = β̂0 +
∑k

j=1 β̂j x̄j , wobei∀1 ≤ j ≤ k : x̄j := n−1
∑n

i=1 xi,j .

Lemma 3.20(Zentrierungsoperator)

Sei1 := (1, . . . , 1)t ∈ Rn undC := In − n−1
1 · 1t ∈ Rn×n. Dann gilt

(i) Ist a ∈ Rn ein beliebiger Vektor, so ist

Ca =




a1 − ā
...

an − ā


 .

C ist also der Zentrierungsoperator.
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(ii) C ist symmetrisch und idempotent, d. h.C2 = C.

(iii) atCa =
∑n

i=1(ai − ā)2, a ∈ Rn.

Beweis: Elementare Lineare Algebra, zur Übung. �

Satz und Definition 3.21

Für β̂ = X+Y wie unter Satz 3.18 gilt

(a) Streuungszerlegung:

n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 +
n∑

i=1

ε̂2i

⇐⇒: SST = SSR+ SSE

⇐⇒: s2y = s2ŷ + s2ε̂.

(b) Da nach (a)

1 =
SSR

SST
+

SSE

SST

gilt, gibt

R2 :=
SSR

SST
=

∑n
i=1(ŷi − ȳ)2∑n
i=1(yi − ȳ)2

= 1−
∑n

i=1 ε̂
2
i∑n

i=1(yi − ȳ)2

mit Werten in[0, 1] den Anteil der Gesamtvariation der Responsevariablen in der Stichprobe

an, der durch das Regressionsmodell erklärt werden kann.

Wir nennenR2 Bestimmtheitsmaß(englisch: R-square value / coefficient of determination).

(c) Bezeichnetra,b den empirischen Pearson’schen Produktmomentkorrelationskoeffizienten

zweier Datenvektorena undb, so giltR2 = r2y,ŷ.

Beweis: Zum Beweis von Teil (a) multiplizieren wir die Identitäty = ŷ + ε̂ von links mit der

ZentrierungsmatrixC und erhaltenCy = Cŷ + Cε̂. Da die Residuen bereits zentriert sind (vgl.

Bemerkung 3.19.(iii)) giltCε̂ = ε̂ und folglichCy = Cŷ + ε̂ bzw.ytC = ŷtC + ε̂t. Damit folgt

ytCCy =
(
ŷtC + ε̂t

)
(Cŷ + ε̂)

= ŷtCCŷ + ŷtCε̂+ ε̂tCŷ + ε̂tε̂

= ŷtCŷ + ŷtε̂+ ε̂tŷ + ε̂tε̂

⇐⇒
n∑

i=1

(yi − ȳ)2 =

n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2 +

n∑

i=1

ε̂2i

wegen Bemerkung 3.19.(i).
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Zum Nachweis von (c) beachten wir die Definition des Korrelationskoeffizienten und erhalten

ry,ŷ =

∑n
i=1(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)√∑n

i=1(yi − ȳ)2
∑n

i=1(ŷi − ȳ)2

⇒ r2y,ŷ =
[
∑n

i=1(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)]2

SST · SSR .

Nach Definition vonR2 bleibt zu zeigen, dass[
∑n

i=1(yi − ȳ)(ŷi − ȳ)]2 = (SSR)2 =
[∑n

i=1(ŷi − ȳ)2
]2

. Demnach genügt es zu zeigen, dass

n∑

i=1

(yi − ȳ)(ŷi − ȳ) =
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2

⇐⇒
n∑

i=1

(ε̂i + ŷi − ȳ)(ŷi − ȳ) =
n∑

i=1

(ŷi − ȳ)2.

Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten

n∑

i=1

(ε̂i + ŷi − ȳ)(ŷi − ȳ) =
n∑

i=1

ε̂iŷi − ȳ
n∑

i=1

ε̂i +
n∑

i=1

ŷ2i − 2ȳ
n∑

i=1

ŷi + nȳ2.

Da die Residuen zentriert und zu dem Vektorŷ orthogonal sind, folgt die Behauptung. �

Satz 3.22(Rechenregeln für Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrizen)

SeienZ1 undZ2 Zufallsvektoren mit Werten imRd undA bzw.b geeignet dimensionierte, deter-

ministische Matrix bzw. Vektor sowieE[Z1] =: µ und Cov(Z1) := E[(Z1 − µ)(Z1 − µ)t] =: Σ.

Dann gilt

(i) E[Z1 + Z2] = E[Z1] + E[Z2].

(ii) E[AZ1 + b] = Aµ+ b.

(iii) Cov(Z1) = E[Z1Z
t
1]− µµt.

(iv) Var(btZ1) = btΣb =
∑d

i=1

∑d
j=1 bibjσij .

(v) Cov(AZ1 + b) = AΣAt.

(vi) E[Zt
1AZ1] = sp(AΣ) + µtAµ.

Beweis: Satz B.1 in Fahrmeir et al. (2009). �

Satz 3.23(Satz von Gauß-Markov)

Es werde Modell 3.14 zu Grunde gelegt. Unter allen linearen und erwartungstreuen Schätzern für

β besitztβ̂ = X+Y minimale Varianz, d. h.,

∀ 0 ≤ j ≤ k : Var(β̂j) ≤ Var(β̂L
j ) (3.3)
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für jeden linearen, erwartungstreuen Schätzerβ̂L ≡ β̂L(Y ). Damit ist β̂ BLUE (best linear un-

biased estimator).

Ferner gilt auch für jede Linearkombinationctβ, dass Var(ctβ̂) ≤ Var(ctβ̂L) mit β̂L wie oben.

Beweis: Jeder in den DatenY ∈ Rn×1 lineare Schätzer̂βL für β ∈ Rp×1 ist von der Form

β̂L = AY mit A ∈ Rp×n. Es istE[β̂L] = E[AY ] = AXβ, also muss für Erwartungstreue die

Bedingung

∀β ∈ Rp : AXβ = β ⇐⇒ (AX − Ip)β = 0

⇐⇒ AX = Ip

erfüllt sein. Damit ist insbesondere rang(A) = p und wir könnenA o. B. d. A. in die Form

A = (XtX)−1Xt + B bringen. Setzen wir diese Form inIp = AX ein, so folgtIp = AX =

(XtX)−1XtX +BX = Ip +BX ⇒ BX = 0. Damit ist

Cov(β̂L) = σ2AAt

= σ2
[
(XtX)−1Xt +B

] [
X(XtX)−1 +Bt

]

= σ2
[
(XtX)−1XtX(XtX)−1 + (XtX)−1XtBt +BX(XtX)−1 +BBt

]

= σ2(XtX)−1 + σ2BBt

= Cov(β̂) + σ2BBt.

DaBBt nicht-negativ definit ist, ergibt sich also, dass auch Cov(β̂L) − Cov(β̂) = σ2BBt ≥ 0.

Damit folgt insbesondere fürc ∈ Rp unter Beachtung von

Var(ctβ̂L) = ctCov(β̂L)c und

Var(ctβ̂) = ctCov(β̂)c,

dass Var(ctβ̂L) ≥ Var(ctβ̂). Ungleichung (3.3) folgt schließlich durch Betrachten spezieller Vek-

torenc mit Einträgenci = 1{i=j+1}, i = 1, . . . , p, für alle0 ≤ j ≤ k. �

Um Tests und Konfidenzbereiche für die unbekannten Parameter(βj)0≤j≤k konstruieren zu kön-

nen, bedarf es nach Satz 3.18.(d) noch einer Schätzung der (in aller Regel unbekannten) Fehler-

varianzσ2. Zum Beispiel unter Normalverteilungsannahme 3.14.(c) an die Fehlerterme kann dazu

die Maximum-Likelihood-Methode verwendet werden.

Satz 3.24(Schätzung vonσ2)

(a) Unter Modell 3.14 mit Zusatzannahme 3.14.(c) giltσ̂2
ML = ε̂tε̂/n.
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(b) Auch ohne Normalverteilungsannahme gilt unter Modell 3.14E[ε̂tε̂] = (n − p)σ2, so dass

ein erwartungstreuer (Momenten-) Schätzer fürσ2 gegeben ist durcĥσ2 = ε̂tε̂/(n− p).

Bemerkung 3.25

(i) Der erwartungstreue Schätzer̂σ2 wird in der Praxis bevorzugt, hat jedoch größere Varianz

als σ̂2
ML.

(ii) Der Schätzer̂σ2 ist restringierterMLE unter den Gegebenheiten von Satz 3.24.(a).

Bei der REML-Schätzmethode wird die marginaleLikelihoodfunktion

l(σ2, y) =

∫

Rp

l((β, σ2), y)dβ,

die nach „Ausintegrieren“ des Parametervektors zu Stande kommt, maximiert.

Beweis: Wir beweisen Satz 3.24. Teil (a) ist zur Übung. Zum Beweis von Teil (b) bemerken

wir zunächst, dasŝε = Y − Ŷ = Y − HY = (In − H)Y gilt. Nach Übungsaufgabe ist die

Matrix In − H symmetrisch und idempotent mit rang(In − H) = n − p. Wir erhalten also

E[ε̂tε̂] = E[Y t(In −H)Y ]. Unter Ausnutzung von Rechenregel 3.22.(vi) ergibt sich damit

E[ε̂tε̂] = sp((In −H)σ2In) + βtXt(In −H)Xβ.

Nun ist sp((In−H)σ2In) = σ2[sp(In)−sp(H)] = σ2(n−p), da sp(H) = sp(X(XtX)−1Xt) =

sp(Ip) = p ist. Also folgt

E[ε̂tε̂] = σ2(n− p) + βtXt(In −X(XtX)−1Xt)Xβ

= σ2(n− p) + βtXtXβ − βtXtX(XtX)−1XtXβ

= σ2(n− p) + βtXtXβ − βtXtXβ

= σ2(n− p)

wie gewünscht. �

Korollar 3.26

Ein (plug-in) Schätzer für Cov(β̂) mit β̂ = X+Y ist gegeben durch

Ĉov(β̂) = σ̂2(XtX)−1 =
ε̂tε̂(XtX)−1

n− p
.

Satz 3.27(Statistische Eigenschaften der Residuen)

Wir fassen unter Modell 3.14 die Residuenε̂ ≡ ε̂(Y ) = Y −Ŷ = Y −HY = Y −X(XtX)−1XtY

als Zufallsgrößen auf. Dann gilt

1) E[ε̂] = 0.
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2) Cov(ε̂) = σ2(In − H), also insbesondere Heteroskedastizität, und es herrschen nicht-

triviale Korrelationen.

3) Die standardisiertenResiduen

ri =
ε̂i

σ̂
√
1− hii

, 1 ≤ i ≤ n

sind homoskedastisch verteilt, falls die Modellannahmen unter Modell 3.14 erfüllt sind.

Beweis: E[ε̂] = E[Y ]−X(XtX)−1XtE[Y ] = Xβ −X(XtX)−1XtXβ = 0.

Cov(ε̂) = Cov((In −H)Y ) = (In −H)σ2In(In −H)t = σ2(In −H)t, da die Matrix(In −H)

symmetrisch und idempotent ist, vgl. Beweis von Satz 3.24.(b). �

Satz 3.28(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Wir betrachten Folgen von ANCOVA-Modellen, indiziert mit dem Stichprobenumfangn. Dabei

seien die folgenden beiden Voraussetzungen an die Folge von Designmatrizen(Xn)n≥p erfüllt.

(i) n− 1
2 max
1≤i≤n,1≤j≤p

∣∣xi,j
∣∣ −→ 0 für n → ∞.

(ii) n−1Xt
nXn −→ V für eine positiv-definite, symmetrische MatrixV ∈ Rp×p.

Dann sind die folgenden beiden Aussagen richtig.

(a) Es seiat = (a1, . . . , ap) ein beliebig ausgewählter, aber fest vorgegebener Vektor imRp.

Dann gilt mitρ2 = σ2atV a, dass

L
(
n− 1

2atXt
nε
)

w−−−→
n→∞

N (0, ρ2).

(b) Für β̂(n) = X+
n Yn gilt, dass

L
(√

n {β̂(n)− β}
)

w−−−→
n→∞

Np

(
0, σ2V −1

)
.

Beweis: SeiSn := atXt
nε. Wir beachten, dass

Sn =

p∑

j=1

(
aj

n∑

i=1

xi,jεi

)
=

n∑

i=1

εi




p∑

j=1

ajxi,j


 =:

n∑

i=1

bi εi

eine Summe stochastisch unabhängiger, zentrierter Zufallsvariablen ist. Ferner gilt

Var(Sn) = σ2
n∑

i=1

b2i = σ2
n∑

i=1

p∑

j,`=1

aja`xi,jxi,`

= σ2
p∑

j,`=1

aja`(X
t
nXn)j,`

= σ2at(Xt
nXn)a.
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Damit folgt Var
(
n− 1

2Sn

)
= n−1σ2atXt

nXna −→ ρ2 = σ2atV a für n → ∞.

Überprüfung der Lindeberg-Bedingung unter Verwendung von Annahme (i) komplettiert den Be-

weis von Aussage (a).

Zum Beweis von Aussage (b) beachten wir die unter Satz 3.18.(a) berechnete Darstellung

√
n{β̂(n)− β} =

1√
n
(n−1Xt

nXn)
−1Xt

nε.

Nach Cramér-Wold device (siehe z.B. Shorack and Wellner (1986), Seite862) gilt

L
(

1√
n
Xt

nε

)
w−−−→

n→∞
Np

(
0, σ2V

)
.

Da nach Annahme (ii) ferner(n−1Xt
nXn)

−1 gegenV −1 konvergent ist, gilt insgesamt

L
(

1√
n
(n−1Xt

nXn)
−1Xt

nε

)
w−−−→

n→∞
Np

(
0, σ2V −1

)
.

�

Satz 3.29(Verteilung quadratischer Formen)

1. SeiX ∼ Nn(µ,Σ) mit Σ symmetrisch und positiv definit.

Dann gilt (X − µ)tΣ−1(X − µ) ∼ χ2
n.

2. SeiX ∼ Nn(0, In), R eine symmetrische, idempotente(n × n)-Matrix mit rang(R) = r

undB eine(p× n)-Matrix mit p ≤ n. Dann gilt

(a) XtRX ∼ χ2
r

(b) AusBR = 0 folgt: XtRX ist stochastisch unabhängig vonBX.

3. SeienX ∼ Nn(0, In) undR sowieS symmetrische und idempotente(n× n)-Matrizen mit

rang(R) = r, rang(S) = s undRS = 0. Dann gilt

(a) XtRX undXtSX sind stochastisch unabhängig.

(b) s
r
XtRX
XtSX ∼ Fr,s.

Beweis: Satz B.6 in Fahrmeir et al. (2009).

zu 1. SeiΣ1/2 die symmetrische und positiv definite Matrix mitΣ1/2 · Σ1/2 = Σ und inverser

Matrix Σ−1/2. Dann istZ := Σ−1/2(X − µ) ∼ Nn(0, In). Aus der Definition der Chi-

Quadrat-Verteilung folgtZtZ ∼ χ2
n und damit die Behauptung.
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zu 2. (a) DaR idempotent und symmetrisch ist, existiert eine orthogonale MatrixP mit R =

PDrP
t, wobeiDr =

(
Ir 0

0 0

)
. Weil P orthogonal ist, ist mitX auch auchW := P tX

gemäßNn(0, In) verteilt. Die Aussage ergibt sich nun unter Verwendung von

XtRX = XtR2X = (RX)t(RX) = (PDrW )t(PDrW ) = W tDrP
tPDrW

= W tDrW =
r∑

i=1

W 2
i

und der Definition der Chi-Quadrat-Verteilung.

(b) Es istZ1 := BX ∼ Nn(0, B
tB) undZ2 := RX ∼ Nn(0, R). Aus

Cov(Z1, Z2) = Cov(BX,RX) = B Cov(X)Rt = BR = 0

und der Normalverteilungseigenschaft folgt die stochastische Unabhängigkeit vonZ1 und

Z2. Damit sind aber auchZ1 = BX undZt
2 · Z2 = XtRX stochastisch unabhängig.

zu 3. (a) Hier setzen wirZ1 := SX ∼ Nn(0, S) undZ2 := RX ∼ Nn(0, R). Wir berechnen

wieder

Cov(Z1, Z2) = S Cov(X)R = SR = StRt = (RS)t = 0.

Erneut folgt aufgrund der Normalverteilungseigenschaft aus der Unkorreliertheit die sto-

chastische Unabhängigkeit vonZ1 undZ2 und damit die stochastische Unabhängigkeit von

Zt
1Z1 undZt

2Z2. Die Behauptung ergibt sich nun aus den IdentitätenXtSX = Zt
1Z1 und

XtRX = Zt
2Z2. Teil (b) ist eine einfache Folgerung aus 3.(a) und 1.

�

Definition 3.30 (Lineare Hypothesen)

Unter Modell 3.14 seiK eine deterministische(r × p)-Matrix mit rang(K) = r ≤ p. Wir nen-

nenK Kontrastmatrixund jedes Testproblem der FormH0: Kβ = d versusH1: Kβ 6= d mit

d ∈ Rr×1 fest vorgegeben ein (zweiseitiges) lineares Testproblem. Das bedeutet, dass unter der

linearen HypotheseH0 insgesamtr ≤ p linear unabhängige Bedingungen an die Parameter des

ANCOVA-Modells gestellt sind.

Beispiel 3.31

(i) Test auf signifikanten Zusammenhang einer bestimmten Kovariablemit der Response:

H0 : βj = 0 vs. H1 : βj 6= 0

für ein vorgegebenes1 ≤ j ≤ k.

⇒ K ∈ R1×p mit EinträgenKi = 1{i=j+1}, undd = 0.
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(ii) Test eines Subvektorsβ∗ = (β1, . . . , βr)
t:

⇒ K =




0 1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

. .. 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 1 0 . . . 0




∈ Rr×p (3.4)

mit EinträgenKi` = 1{`=i+1} undd = 0.

(iii) Test auf Gleichheit zweier Regressionskoeffizienten:

H0 : βj1 − βj2 = 0 versus H1 : βj1 − βj2 6= 0, mit 1 ≤ j1 6= j2 ≤ k.

⇒ K ∈ R1×p mit EinträgenKi = 1{i=j1+1} − 1{i=j2+1},

alsoK = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j1+1-te

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
j2+1-te

, 0, . . . , 0) undd = 0.

Satz 3.32

Unter Modell 3.14 gilt:

(a) Zur Berechnung der Teststatistik eines Likelihood-Quotienten-Tests (also der Devianz) zum

Prüfen der lineare HypotheseH0: Kβ = d muss eine Maximierung der (Log-) Like-

lihoodfunktion unter den mittelsK undd kodierten linearen Nebenbedingungen durchge-

führt werden. Dieser rechenintensive Schritt kann vermieden werdendurch Verwendung der

Wald-Statistik

W = (Kβ̂ − d)t(KV̂ Kt)−1(Kβ̂ − d), (3.5)

wobeiβ̂ den MLE im vollen Modell und̂V die geschätzte Kovarianzmatrix von̂β bezeich-

nen. Die StatistikW ist asymptotisch äquivalent zur Devianz2 log Λn(Y ) und es gilt insbe-

sondereL(W )
w−−→
H0

χ2
r für n → ∞.

(b) Treffen wir die Zusatzannahme 3.14.(c), so ist die Devianz eine isotoneTransformation von

F = n−p
r

∆SSE
SSE mit∆SSE = SSEH0−SSE. Ferner istF unterH0 dann exaktF -verteilt:

F ∼
H0

Fr,n−p.

(c) Unter den Gegebenheiten von Teil (b) giltW = rF .

Beweis: Zum Beweis der asymptotischenχ2
r-Verteilung in Teil (a) kehren wir zurück zur Asym-

ptotik des MLE, vgl. Satz 3.7. Es gilt

√
n(ϑ̂n − ϑ0)

D→ N (0, I(ϑ0)
−1) unterPn

ϑ0
für n → ∞

unter den genannten Regularitätsannahmen.

⇒ I(ϑ0)
1/2n1/2(ϑ̂n − ϑ0)

D→ N (0, Ir), wobeir := dim(ϑ0).
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Das Continuous Mapping Theorem liefert damit, dass

(ϑ̂n − ϑ0)
tnI(ϑ0)(ϑ̂n − ϑ0)

D→ χ2
r .

Ist die Fisher-Information stetig und̂I(ϑ̂n) ein konsistenter Schätzer fürI(ϑ0), so gilt auch

(ϑ̂n − ϑ0)
tnÎ(ϑ̂n)(ϑ̂n − ϑ0)

D→ χ2
r . [A]

Beachte:nI(ϑ0) ist Fisher-Information des Produktmodells!

In unserem Fall istH0 : Kβ− d = 0 zu prüfen, also ist der Parameter von Interesseϑ = Kβ− d,

ϑ0 = 0 und ϑ̂n = Kβ̂ − d. Einsetzen dieser Terme in [A] liefertL(W )
w−−→
H0

χ2
r für n → ∞.

Weitere Details siehe Abschnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano (2005).

Für Teil (b) kürzen wir in Anlehnung an Bemerkung 3.10 ab

β̂H0 : MLE im reduzierten Modell (unter den durchK undd kodierten Nebenbedingungen),

σ̂2
H0 : MLE der Fehlervarianz im reduzierten Modell,

l̂(y) := l((β̂, σ̂2
ML), y),

l̂H0(y) := l((β̂H0 , σ̂
2
H0), y)

und berechnen

2 log∆n(y) = 2
[
ln(l̂(y))− ln(l̂H0(y))

]

= 2

[
−n

2
log(2πσ̂2

ML)−
SSE

2σ̂2
ML

+
n

2
log(2πσ̂2

H0) +
SSEH0

2σ̂2
H0

]

= n log(
σ̂2

H0

σ̂2
ML

) = n log(
SSEH0

SSE
) = n log(

∆SSE

SSE
+ 1).

Zur Herleitung derFr,n−p-Verteilung vonF = n−p
r

∆SSE
SSE verwenden wir Satz 3.29.3. Dazu müs-

sen wir noch zeigen:

(i) ∆SSE/σ2 ∼ χ2
r

(ii) ∆SSE undSSE sind stochastisch unabhängig.

(Übungsaufgabe 22.(b) komplettiert die Beweisführung.) Wir zeigen die Eigenschaften (i) und (ii)

sowie die Aussage von Teil (c) als Korollar 3.34. �

Satz 3.33

Unter den Gegebenheiten von Satz 3.32.(b) und (c) gilt:

(i) β̂H0 = β̂ − (XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d).

Diesesβ̂H0 erfüllt Kβ̂H0 = d, da Kβ̂H0 = Kβ̂ − K(XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1·
(Kβ̂− d) = Kβ̂−Kβ̂+ d = d. Ferner istβ̂H0 = β̂, falls β̂ bereits die Nebenbedingungen

erfüllt.
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(ii) Mit der Abkürzung∆H0 = (XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d) gilt

SSEH0 = ε̂tε̂+∆t
H0

XtX∆H0 .

(iii) ∆SSE = (Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d), also eine quadratische Form.

Beweis: Wegen Zusatzannahme 3.14.(c) istβ̂H0 hier sowohl KQ-Schätzer als auch MLE. Für je-

den Kandidaten-Vektorγ ∈ Rp, der die NebenbedingungKγ = d erfüllt, errechnen wir zunächst

||Y −Xγ||22 = (Y −Xγ)t(Y −Xγ) = (Y −Xβ̂ +X(β̂ − γ))t(Y −Xβ̂ +X(β̂ − γ))

= ||Y −Xβ̂||22 + (β̂ − γ)tXtX(β̂ − γ), da

(β̂ − γ)tXt(Y −Xβ̂) = (Y −Xβ̂)tX(β̂ − γ) = (β̂ − γ)t(XtY −XtX(XtX)−1XtY ) = 0.

Ferner gilt:

(β̂ − γ)tXtX(β̂ − γ) = ||X(β̂ − β̂H0)||22 + ||X(β̂H0 − γ)||22,

denn wir errechnen in analoger Weise

||X(β̂ − β̂H0)||22 = (X(β̂ − β̂H0))
tX(β̂ − β̂H0) = (X(β̂ − γ + γ − β̂H0))

tX(β̂ − γ + γ − β̂H0)

=
[
(β̂ − γ)t + (γ − β̂H0)

t
]
XtX

[
(β̂ − γ) + (γ − β̂H0)

]

= (β̂ − γ)tXtX(β̂ − γ) + 2(β̂ − γ)tXtX(γ − β̂H0)

+ (γ − β̂H0)
tXtX(γ − β̂H0)

und mit||X(β̂H0 − γ)||22 = (β̂H0 − γ)tXtX(β̂H0 − γ) ist folglich insgesamt

||X(β̂ − β̂H0)||22 + ||X(β̂H0 − γ)||22

= (β̂ − γ)tXtX(β̂ − γ) + 2(β̂ − γ)tXtX(γ − β̂H0) + 2(γ − β̂H0)
tXtX(γ − β̂H0)

= (β̂ − γ)tXtX(β̂ − γ) + 2(β̂ − β̂H0)
tXtX(γ − β̂H0).

Nun ist aber

2(β̂ − β̂H0)
tXtX(γ − β̂H0) = 2

[
(XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

]t
XtX(γ − β̂H0)

= 2(Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1K(XtX)−1(XtX)(γ − β̂H0)

= 2(Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1K(γ − β̂H0) = 0

und zusammenfassend ergibt sich also∀γ ∈ Rp mit Kγ = d:

||Y −Xγ||22 = ||Y −Xβ̂||22 + ||X(β̂ − β̂H0)||22 + ||X(β̂H0 − γ)||22.
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Da die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite invariant inγ sind undX vollen Rang

hat, erhalten wir, dasŝβH0 die Fehlerquadratsumme unter der linearen Nebenbedingung eindeutig

minimiert. Darüber hinaus zeigt die Rechnung nämlich, dass die Zerlegungsformel

||Y −Xβ̂H0 ||22 = ||Y −Xβ̂||22 + ||X(β̂ − β̂H0)||22,

also die Orthogonalität von(Y −Xβ̂) und(Xβ̂ −Xβ̂H0) gilt (Pythagoras!).

Wir setzen nun̂βH0 = β̂ −∆H0 ein und berechnen

ŷH0 = Xβ̂H0 = X(β̂ −∆H0) = Xβ̂ −X∆H0 = ŷ −X∆H0 ,

ε̂H0 = y − ŷH0 = y − ŷ +X∆H0 = ε̂+X∆H0

und damit

SSEH0 = ε̂tH0
ε̂H0 = (ε̂+X∆H0)

t(ε̂+X∆H0)

= ε̂tε̂+ ε̂tX∆H0 +∆t
H0

Xtε̂+∆t
H0

XtX∆H0

= ε̂tε̂+∆t
H0

XtX∆H0 ,

daXtε̂ = 0 nach Bemerkung 3.19.(ii). Damit ist

∆SSE = ε̂tε̂+∆t
H0

XtX∆H0 − ε̂tε̂ = ∆t
H0

XtX∆H0

=
[
(XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

]t
XtX(XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

= (Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1K(XtX)−1Kt(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

= (Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d).

�

Korollar 3.34

Unter den Gegebenheiten von Satz 3.32.(b) und (c) gilt unter der linearenHypothese

H0 : Kβ = d:

(a) ∆SSE/σ2 ∼ χ2
r

(b) ∆SSE⊥SSE

(c) W = rF = (n− p)∆SSE
SSE

Beweis: Für Teil (a) benutzen wir Satz 3.29.1. Wir definierenZ = Kβ̂. UnterH0 gilt dann

E [Z] = d und Cov(Z) = σ2K(XtX)−1Kt und, daβ̂ normalverteilt ist, gilt sogar

Z ∼ Nr(d, σ
2K(XtX)−1Kt).
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Zum Nachweis von Teil (b) beachten wir, dass∆SSE eine Funktion (alleine) von̂β ist. Da

β̂⊥SSE ist, ist somit auch∆SSE⊥SSE.

Schließlich rechnen wir für den Nachweis von Teil (c), dass

F =
n− p

r

∆SSE

SSE
=

n− p

r

(Kβ̂ − d)t(K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

(n− p)σ̂2

=
(Kβ̂ − d)t(σ̂2K(XtX)−1Kt)−1(Kβ̂ − d)

r

=
(Kβ̂ − d)t(KV̂ Kt)−1(Kβ̂ − d)

r
=

W

r
.

�

Beispiel 3.35(Fortführung von Beispiel 3.31)

Für drei spezielle Testprobleme berechnen wir die konkrete Gestalt derF-Statistik.

(i) Test auf (signifikanten) Einfluss einer bestimmten Kovariable auf die Response:

H0 : βj = 0, H1 : βj 6= 0, 1 ≤ j ≤ k fest vorgegeben.

Wir habenK ∈ R1×p mit EinträgenKi = 1{i=j+1} nach Beispiel 3.31.(i) undd = 0.

Einsetzen liefert

∆SSE =
SSE

n− p

(β̂j)
2

V̂ar(β̂j)
und damit

F = (n− p)
∆SSE

SSE
=

(β̂j)
2

V̂ar(β̂j)
und F ∼

H0

F1,(n−p).

Dieser F-Test ist äquivalent zum zweiseitigen t-Test mit der Teststatistik

T =
|β̂j |

ŜE(β̂j)
mit ŜE(β̂j) :=

√
V̂ar(β̂j).

(ii) Test eines Subvektorsβ∗ = (β1, . . . , βr):

Hier istK ∈ Rr×p mit EinträgenKi` = 1{`=i+1}, d = 0.

Damit ist

∆SSE =
SSE (β̂∗)t[Ĉov(β̂∗)]−1β̂∗

n− p
sowie F =

n− p

r

∆SSE

SSE
=

(β̂∗)t[Ĉov(β̂∗)]−1β̂∗

r

mit der VerteilungseigenschaftF ∼
H0

Fr,(n−p).

(iii) Globaltest:

H0 : βj = 0 ∀1 ≤ j ≤ k versus H1 : ∃j ∈ {1, . . . , k} : βj 6= 0.

Hier ist SSEH0 = SST =
∑n

i=1(Yi − Y )2 und damit nach Streuungszerlegung

∆SSE = SSEH0 − SSE = SST − SSE = SSR =
n∑

i=1

(Ŷi − Y )2
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⇒ F =
n− p

k

∆SSE

SSE
=

n− p

k

SSR

SSE
=

n− p

k

R2

1−R2
und F ∼

H0

Fk,(n−p).

Anmerkung:F-Tests können auch als Hotelling’sT 2-Tests ausgeführt werden. Es gilt nämlich:

Ist F ∼ Fr,s, so ist r(s+r−1)
s F ∼ T 2(r, s+ r − 1) (Hotelling’sT 2-Verteilung, Hotelling (1931)).

Korollar 3.36

Nach dem Korrespondenzsatz erhalten wir als Folgerung von Satz 3.33,Korollar 3.34 und unter

Verwendung von Beispiel 3.35:

1) Für ein fest vorgegebenes1 ≤ j ≤ k ist ein(1−α)-Konfidenzintervall fürβj gegeben durch

[
β̂j − tn−p;1−α/2 · ŜE(β̂j) , β̂j + tn−p;1−α/2 · ŜE(β̂j)

]
.

2) Ein Konfidenzellipsoid für einen Subvektorβ∗ = (β1, . . . , βr)
t zum Konfidenzniveau(1−α)

ist gegeben durch
{
γ ∈ Rr : (β̂∗ − γ)t

[
Ĉov(β̂∗)

]−1
(β̂∗ − γ) ≤ r · Fr,n−p;1−α

}
.

Weitere einfache Folgerungen sind:

3) Für eine zukünftige BeobachtungY0 mit zugehörigem Kovariablenprofil~X0 = ~x0 ist ein

(1− α)-Konfidenzintervall fürµ0 := E
[
Y0 | ~X0 = ~x0

]
gegeben durch

[
~x0β̂ − tn−p;1−α/2 · σ̂

√
~x0(XtX)−1~xt0 , ~x0β̂ + tn−p;1−α/2 · σ̂

√
~x0(XtX)−1~xt0

]
.

4) Unter den Gegebenheiten von Teil 3) ist ein(1 − α)-Prognoseintervall für den wohl zu

beobachtenden Responsewerty0 selbst gegeben durch
[
~x0β̂ − tn−p;1−α/2 · σ̂

√
1 + ~x0(XtX)−1~xt0 , ~x0β̂ + tn−p;1−α/2 · σ̂

√
1 + ~x0(XtX)−1~xt0

]
.

Beachte:Wir haben Kovariablenprofile als Zeilenvektoren definiert!

Bemerkung 3.37

Der multivariate zentrale Grenzwertsatz 3.28 besagt, dass auch ohne die Zusatzannahme 3.14.(c)

zumindest asymptotisch/approximativ gilt

β̂(n) ∼
as

Np(β, σ̂2
n(X

t
nXn)

−1).

Damit bleiben alle Resultate zu Test- und Bereichsschätzproblemen auch ohne die Annahme nor-

malverteilter Fehlerterme für große Stichprobenumfänge zumindest approximativ gültig. Sind die

Stichprobenumfänge indes nur moderat, bieten sich stattdessen Resamplingverfahrenan, wenn

3.14.(c) nicht angenommen werden kann.
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3.4 Varianzanalyse (ANOVA)

Modell 3.38 (Einfaktorieller Versuchsplan, ANOVA1)

Wir beobachten Response-Werte(yij)1≤i≤k,
1≤j≤ni

, die wir als Realisierungen gemeinsam stochastisch

unabhängiger Zufallsvariablen(Yij)1≤i≤k,
1≤j≤ni

modellieren.

Dabei gelte∀1 ≤ i ≤ k : ∀1 ≤ j ≤ ni : Yij ∼ N (µi, σ
2).

Wir bezeichnen die erste Dimension als den Faktorund den Wert von1 ≤ i ≤ k als die Faktorstufe.

Die Zahlen(ni)1≤i≤k geben die Anzahl der unabhängigen Versuchswiederholungen pro Faktor-

stufe an. In Matrixform lässt sich dieses Modell notieren, wenn wir äquivalent schreiben

Yij = µi + εij ∀1 ≤ i ≤ k, ∀1 ≤ j ≤ ni,

wobei die Fehlerterme(εij)1≤i≤k,
1≤j≤ni

iid. sind mitε11 ∼ N (0, σ2).

Damit ist also ein Regressionsmodell mit einer kategoriellen Kovariableder Form




Y11
...

Y1n1

...

Yk1
...

Yknk




=




1 0 . . . 0
...

...
...

1 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 1
...

...
...

0 0 . . . 1




·




µ1

...

µk


+




ε11
...

ε1n1

...

εk1
...

εknk




gegeben, in Matrixform

Y = Xµ+ ε

mitµ = (µ1, . . . , µk)
t als unbekanntem Parametervektor undε ∼ Nn•(0, σ

2In•)mitn• :=
∑n

i=1 ni.

Gilt spezielln1 = . . . = nk =: n, so nennen wir das Modell ANOVA1-Modell mit balanciertem Design.

Beachte:Das Modell hat keinenIntercept! Es gilt rang(X) = k, da diek Spalten vonX linear

unabhängig sind.

Die klassische Fragestellung der Varianzanalyse lautet: Existieren (irgendwelche) Unterschiede in

den Faktorstufen-spezifischen Mittelwertenµi, 1 ≤ i ≤ k, oder nicht?

Interpretation:Hat der Faktor einen Einfluss auf die Response oder nicht?

Mathematische Formulierung als Testproblem:

H0 : µ1 = µ2 = . . . = µk versus H1 : ∃1 ≤ i 6= ` ≤ k : µi 6= µ`.

Darüber hinaus lassen sich viele andere Fragestellungen formulieren, z.B.:

(MCA) Prüfung allerpaarweisen Mittelwertdifferenzen

(MCB) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem (empirisch) „besten“

(größten)
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(MCC) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem einerausgezeichneten Kon-

trollgruppe (control)

Dies sind klassische multiple Testprobleme, die in einer eigenen Spezialvorlesung behandelt wer-

den.

Satz 3.39(Quadratsummenzerlegung)

Wir setzen

∀1 ≤ i ≤ k : Y i· = n−1
i

ni∑

j=1

Yij (Gruppenmittel)

Y ·· = n−1
•

k∑

i=1

ni∑

j=1

Yij (Gesamtmittel)

SSB =
k∑

i=1

ni(Y i· − Y ··)
2 (sum of squares between groups)

SSW =
k∑

i=1

ni∑

j=1

(Yij − Y i·)
2 (sum of squares within groups)

Dann gilt: SST = SSB + SSW.

Beweis:

SST =
k∑

i=1

ni∑

j=1

(Yij − Y ··)
2

=
∑

i

∑

j

(Yij − Y i· + Y i· − Y ··)
2

=
∑

i

∑

j

[
(Yij − Y i·)

2 + 2(Yij − Y i·)(Y i· − Y ··) + (Y i· − Y ··)
2
]
.

Nun ist aber

∑

i

∑

j

(Yij − Y i·)(Y i· − Y ··) =
∑

i

(Y i· − Y ··)
∑

j

(Yij − Y i·)

=
∑

i

(Y i· − Y ··)(niY i· − niY i·) = 0.

�

Offenbar spricht es gegen die Nullhypothese, wenn die Streuung zwischen den Gruppen größer

ist als die Streuung innerhalb der Gruppen. Dies motiviert, das (skalierte)Verhältnis von SSB und

SSW als Teststatistik zum Prüfen vonH0 zu verwenden.
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Satz 3.40

Mit den Bezeichnungen von Satz 3.39 gilt:

(i) SSW/σ2 ∼ χ2
n•−k

(ii) Unter H0 ist SSB/σ2 ∼ χ2
k−1

(iii) SSW ist stochastisch unabhängig vonSSB.

(iv) Für F = SSB/(k−1)
SSW/(n•−k) gilt: F ∼

H0

Fk−1,n•−k.

Insgesamt kannH0 also verworfen werden, falls der Wert der beobachteten F-Statistik den Wert

Fk−1,n•−k;1−α übersteigt.

Beweis: Zur Übung. �

Definition 3.41 (Effektdarstellung)

Definiert manµ0 := E
[
Y ··

]
= n−1

•

∑k
i=1

∑ni

j=1 µi = n−1
•

∑k
i=1 niµi undαi := µi − µ0,

1 ≤ i ≤ k, so hat man einen „Intercept“µ0 in das ANOVA1-Modell eingeführt und die entstehen-

de Darstellung lautet nun

∀1 ≤ i ≤ k : ∀1 ≤ j ≤ ni : Yij = µ0 + αi + εij (3.41.1)

mit homoskedastischen, stochastisch unabhängigen, zentriert normalverteilten Fehlertermen

(εij)1≤i≤k,
1≤j≤ni

.

Wichtig ist dabei, dass die Nebenbedingung
∑k

i=1 niαi = 0 berücksichtigt wird, damit die resul-

tierende Designmatrix vollen Rang besitzt (vgl. Aufgabe 23!). Wir nennen(3.41.1)die Effektdarstellung

des ANOVA1-Modells undαi den Effekt der Faktorstufe i, 1 ≤ i ≤ k.

Konvention:Um die Nebenbedingung
∑k

i=1 niαi = 0 in der Designmatrix zu kodieren, einigen

wir uns darauf,αk := −n−1
k

∑k−1
i=1 niαi vorzugeben.
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Damit lautet die Effektdarstellung in MatrixformY = X (µ0, α1, . . . , αk−1)
t + ε bzw.




Y11
...

Y1n1

Y21
...

Y2n2

...

Yk−1,1

...

Yk−1,nk−1

Yk,1
...

Yk,nk




=




1 1 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

1 1 0 0 . . . 0

1 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

1 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

1 0 0 0 . . . 1
...

...
...

...
...

1 0 0 0 . . . 1

1 −n1
nk

−n2
nk

− n`

nk
. . . −nk−1

nk

...
...

...
...

...

1 −n1
nk

−n2
nk

− n`

nk
. . . −nk−1

nk







µ0

α1

...

αk−1




+




ε11
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...

εk,nk




mit denk unbekannten Parameternµ0, (αi)1≤i≤k−1.

Satz 3.42

(i) Unter den Gegebenheiten von Definition 3.41 sind die KQ-Schätzer (bzw. MLEs) für die

unbekannten Parameter gegeben durch

µ̂0 = Y ·· und α̂i = Y i· − Y ··, 1 ≤ i ≤ k.

(ii) Die F-Statistik zum Prüfen der GlobalhypotheseH0: α1 = α2 = . . . = αk−1 = 0 ist

identisch zu der in Satz 3.40 (iv) angegebenen, alsoF = SSB/(k−1)
SSW/(n•−k) .

Beweis: Zum Beweis von (i) betrachten wir die (überparametrisierte) Designmatrix

X(k+1) =




1 1 0 . . . 0
...

...
...

...

1 1 0 . . . 0

1 0 1 . . . 0
...

...
...

...

1 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

1 0 0 . . . 1
...

...
...

...

1 0 0 . . . 1




∈ {0, 1}n•×(k+1) mit rang(X(k+1)) = k
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und lösen die NormalengleichungenXt
(k+1)X(k+1) (µ0, α1, . . . , αk)

t = Xt
(k+1)Y unter der linea-

ren Restriktion
∑k

i=1 niαi = 0. Wir erhalten

Xt
(k+1)X(k+1) =




n• n1 n2 . . . nk−1 nk

n1 n1 0 . . . . . . 0

n2 0 n2 0 . . . 0
... 0 . . .

. .. . . . 0

nk−1 0 . . . 0 nk−1 0

nk 0 . . . . . . 0 nk




und folglich für die Normalengleichungen

n•µ0 +
k∑

i=1

niαi =
k∑

i=1

ni∑

j=1

Yij sowie

∀1 ≤ i ≤ k : niµ0 + niαi =

ni∑

j=1

Yij .

Einsetzen der linearen Restriktion ergibt

n•µ̂0 =

k∑

i=1

ni∑

j=1

Yij ⇔ µ̂0 = Y ··

und damit

∀1 ≤ i ≤ k : ni

[
Y ·· + α̂i

]
=

ni∑

j=1

Yij ⇔ α̂i = Y i· − Y ··

wie gewünscht.

Zum Nachweis von (ii) beachten wir, dassSSEH0 = SST =
∑k

i=1

∑ni

j=1(Yij − Y ··)
2 und

SSE =

k∑

i=1

ni∑

j=1

(Yij − µ̂0 − α̂i)
2

=
k∑

i=1

ni∑

j=1

[Yij − Y ·· − (Y i· − Y ··)]
2

=
k∑

i=1

ni∑

j=1

(Yij − Y i·)
2 = SSW gilt.

Nach Quadratsummenzerlegung ist damit∆SSE = SSEH0 − SSE = SST − SSW = SSB

und Satz 3.32 (b) aus der allgemeinen ANCOVA-Theorie ergibtF = SSB/(k−1)
SSW/(n•−k) , denn hier ist

r = k − 1 (Anzahl Restriktionen), der Gesamtstichprobenumfang dim(Y ) = n• und die Anzahl

der Spalten der Designmatrix mit vollem Rang ist gleichk. �
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Bemerkung 3.43

Das varianzanalytische Modell in Effektdarstellung, also

∀1 ≤ i ≤ k : ∀1 ≤ j ≤ ni : Yij = µ0 + αi + εij (3.43.1)

ist als Regressionsmodell zunächst einmal ungeeignet, da die Designmatrix nicht vollen Rang

besitzt. Erst durch Berücksichtigung der intrinsischen Nebenbedingung
∑k

i=1 niαi = 0, die aus

der Definition der(αi)1≤i≤k resultiert, haben wir ein Modell erhalten, das den Bedingungen von

3.14 genügt.

Geht man indes direkt von(3.43.1)aus, so lassen sich auch noch andere Nebenbedingungen finden,

die vollen Spaltenrang der Design-Matrix garantieren, etwa
∑k

i=1 ciαi = ctα = 0 mit
∑k

i=1 ci 6=
0. Erzwingt man Orthogonalität der Spalten der Design-Matrix, so nennt man die entstehende

Darstellung Kontrastkodierung. Zusammenfassend haben wir also

1. Dummy-Kodierung:

xji = 1, falls Faktorstufei vorliegt und 0 sonst,1 ≤ j ≤ n•, 1 ≤ i ≤ k.

2. Effekt-Kodierung:

∀1 ≤ j ≤ n• : xj1 = 1 sowiexji =





1, falls Faktorstufei vorliegt,

−1, falls Faktorstufek vorliegt,

0, sonst,

2 ≤ i ≤ k.

3. Kontrast-Kodierung:

Orthogonalisierung der Design-Matrix.

In jedem der drei Fälle ist die entstehende DesignmatrixX = (xji)1≤j≤n•,
1≤i≤k

eine(n• × k)-Matrix.

Wenden wir uns nun zweifaktoriellen Versuchsplänen zu.

Modell 3.44 (Zweifaktorieller Versuchsplan, ANOVA2)

Wir beobachten Response-Werte(yijk)1≤i≤I,
1≤j≤J,
1≤k≤n

(also hier nur balancierteDesigns) und modellieren

sie als Realisierungen von(Yijk) mit Modellannahme

Yijk = µij + εijk , 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J, 1 ≤ k ≤ n.

Der Gesamtstichprobenumfang istn•• := I · J · n. Die ersten beiden Dimensionen heißen erster

bzw. zweiter Faktor mit Faktorstufen1 ≤ i ≤ I bzw.1 ≤ j ≤ J und1 ≤ k ≤ n durchläuft die

Wiederholungen pro Faktorstufenkombination. Ferner nehmen wir an, dass alleεijk iid. sind mit

ε111 ∼ N (0, σ2). Das ANOVA2-Modell entspricht einem multiplen linearen Regressionsmodell mit

zwei kategoriellen Kovariablen. Die Dimensionalität des Parametervektors ist

dim((µ11, µ12, . . . , µ1J , µ21, . . . , µI1, . . . , µIJ)
t) = I · J.
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Beispiel 3.45(Schuchard-Ficher et al. (1980), Seite 30)

Response:Abgesetzte Mengeneinheit einer Margarinen-Marke in verschiedenenSupermärkten

Faktor 1: Preispolitik („Niedrigpreispolitik“, „Normalpreispolitik“, „Hochpreispolitik“ )

Faktor 2: Kommunikationsstrategie („Postwurfsendungen“, „Anzeigenwerbung“)

Versuchsplan:Sechs zufällig ausgewählte Supermärkte, ein Supermarkt pro Faktorstufenkombi-

nation, zehn zufällig ausgewählte Werktage

Damit ergibt sichI = 3 (Preispolitik-Strata),J = 2 (Kommunikationsstrategie-Strata) und

n = 10 (jeweilige Wiederholungen).

Definition und Lemma 3.46(Effektdarstellung)

Wir definieren unter Modell 3.44

µi• := J−1
J∑

j=1

µij , 1 ≤ i ≤ I; (3.46.1)

µ•j := I−1
I∑

i=1

µij , 1 ≤ j ≤ J ; (3.46.2)

µ0 := (IJ)−1
I∑

i=1

J∑

j=1

µij . (3.46.3)

(i) Damit erhalten wir die Zerlegung

µij = µ0 + (µi• − µ0) + (µ•j − µ0) + (µij − µi• − µ•j + µ0)

=: µ0 + αi + βj + (αβ)ij ; 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ j ≤ J.

sowie die Effektdarstellung

Yijk = µ0 + αi + βj + (αβ)ij + εijk. (3.46.4)

Der neue Parametervektor ist

ϑ̃ := (µ0, α1, . . . , αI , β1, . . . , βJ , (αβ)11, . . . , (αβ)IJ)
t ∈ R1+I+J+IJ .

Aus(3.46.1)bis (3.46.3)ist klar, dass(I+J +1) Restriktionen zwischen den Komponenten

vonϑ̃ herrschen. Damit hat die zur Effektdarstellung gehörige, überparametrisierte

[(I · J · n) × (1 + I + J + IJ)]-Designmatrix wie die der Dummy-Darstellung den Rang

(I · J), also nichtvollen Spaltenrang.

(ii) Es gilt
I∑

i=1

αi =

J∑

j=1

βj =

I∑

i=1

(αβ)ij =

J∑

j=1

(αβ)ij = 0.
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Die (αi)1≤i≤I heißen Haupteffekte des ersten Faktors, die (βj)1≤j≤J heißen Haupteffekte

des zweiten Faktorsund die((αβ)ij)1≤i≤I,
1≤j≤J

Interaktions- bzw. Wechselwirkungseffekte.

Es gilt nicht (!!) zwingend (αβ)ij = αiβj .

Beweis: zu (ii):

I∑

i=1

αi =
I∑

i=1

(µi• − µ0)

=
I∑

i=1


J−1

J∑

j=1

µij − (IJ)−1
I∑

i=1

J∑

j=1

µij




=
I∑

i=1

J∑

j=1

µij

J
− I−1

I∑

i=1




I∑

i=1

J∑

j=1

µij

J


 = 0,

da
∑I

i=1

∑J
j=1 µij/J konstant ist. Die anderen Aussagen folgen in analoger Weise. �

Satz 3.47

Sei unter den Gegebenheiten von 3.46

ϑ := (µ0, α1, . . . , αI−1, β1, . . . , βJ−1, (αβ)11, . . . , (αβ)(I−1)(J−1))
t ∈ RIJ .

(a) Dann lässt sich die Modellgleichung des ANOVA2-Modells mit balanciertem Designäqui-

valent schreiben als

Y = Xϑ+ ε mit

Y = (Y111, . . . , YIJn)
t ∈ Rn•• ,

ε = (ε111, . . . , εIJn)
t ∈ Rn••

und der DesignmatrixX ∈ Rn••×(I·J) mit Einträgen(Xrs)1≤r≤n••,
1≤s≤I·J

gegeben durch die

folgende Konstruktion. Wir teilenX in vier TeilmatrizenXµ0 , Xα, Xβ undX(αβ) mit jeweils

n•• Zeilen auf:

[1] Xµ0 ist ein Spaltenvektor, bestehend aus lauter Einsen (Intercept-Spalte).

[2] Xα ist eine(n•• × (I − 1))-Matrix, deren Spalten zu den Haupteffekten des ersten

Faktors korrespondieren. In Spalte1 ≤ i ≤ I − 1 vonXα gilt:

X(k,i)
α = +1, falls Faktorstufei bei Beobachtungseinheitk vorliegt,1 ≤ k ≤ n••,

X(k,i)
α = −1, falls FaktorstufeI vorliegt,

X(k,i)
α = 0, sonst.
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[3] Xβ korrespondiert in analoger Weise zu den Haupteffekten des zweiten Faktors.

[4] X(αβ) korrespondiert zu den(I − 1) · (J − 1) Interaktionseffekten. Für ihre Einträge

gilt in selbsterklärender Notation:X(k,ij)
(αβ) = X

(k,i)
α ·X(k,j)

β , 1 ≤ i ≤ I − 1,

1 ≤ j ≤ J − 1, 1 ≤ k ≤ n••. Demnach hatX folgende Struktur:

X =




µ0 α1 . . . αI−1 β1 . . . βJ−1 (αβ)11 . . . (αβ)(I−1),(J−1)

111 1 1 . . . 0 1 . . . 0 1 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
...

11n 1 1 . . . 0 1 . . . 0 1 . . . 0

...
...

...

1J1 1 1 . . . 0 −1 . . . −1 −1 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
...

1Jn 1 1 . . . 0 −1 . . . −1 −1 . . . 0

...
...

...

IJ1 1 −1 . . . −1 −1 . . . −1 1 . . . 1

...
...

...
...

...
...

...
...

IJn 1 −1 . . . −1 −1 . . . −1 1 . . . 1




︸︷︷︸
Xµ0

︸ ︷︷ ︸
Xα

︸ ︷︷ ︸
Xβ

︸ ︷︷ ︸
X(αβ)

(b) X hat vollen Rang und ist blockorthogonalin dem Sinne, dass Spalten, die aus verschiede-

nen Teilmatrizen{Xµ0 , Xα, Xβ , X(αβ)} stammen, zueinander paarweise orthogonal sind.

Beweis: Nach Lemma 3.46.(ii) istαI = −∑I−1
i=1 αi, βJ = −∑J−1

j=1 βj und∀1 ≤ i ≤ I − 1 :

∀1 ≤ j ≤ J − 1 : (αβ)Ij = −∑I−1
i=1 (αβ)ij , (αβ)iJ = −∑J−1

j=1 (αβ)ij .

Ferner gilt:

0 =
I∑

i=1

J∑

j=1

(αβ)ij

=
I−1∑

i=1

J−1∑

j=1

(αβ)ij +
I∑

i=1

(αβ)iJ +
J∑

j=1

(αβ)Ij − (αβ)IJ

=
I−1∑

i=1

J−1∑

j=1

(αβ)ij − (αβ)IJ ⇔ (αβ)IJ =
I−1∑

i=1

J−1∑

j=1

(αβ)ij .
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Damit lässt sich die unter (a) behauptete Darstellung sofort vermittels Fallunterscheidung bezüg-

lich (i, j) und Verifikation der Übereinstimmung mit (3.46.4) unter Berücksichtigung derobigen

Restriktionen beweisen.

Zum Nachweis von (b) genügt es, Blockorthogonalität zu zeigen.

Wegen balanciertem Design ist in jeder Spalte vonXα bzw.Xβ bzw.X(αβ) die Anzahl der Ein-

träge „+1“ gleich der Anzahl der Einträge „−1“ und damit sind alle diese Spalten orthogonal

zum SpaltenvektorXµ0 . Für eine beliebige Kombination(i, j) von Haupteffekten ist das innere

Spaltenprodukt

[X(i)
α ]tX

(j)
β = n︸︷︷︸

Stratum(i,j)

− n︸︷︷︸
Stratum(i,J)

− n︸︷︷︸
Stratum(I,j)

+ n︸︷︷︸
Stratum(I,J)

= 0.

Analog rechnet man für die Kombination eines Haupteffektes mit einem Interaktionseffekt. �

Unter Ausnutzung der unter Satz 3.47.(b) gezeigten Blockorthogonalitätseigenschaft der ANOVA2-

Designmatrix im Falle balancierter Designs lässt sich die Modellgleichung in diesen Fällen wie

folgt notieren:

Y = (Xµ0 Xα Xβ X(αβ))




µ0

α

β

(αβ)




+ ε

mit selbsterklärenden Vektorenα, β und(αβ). Dies hat günstige Auswirkungen auf die Parame-

terschätzungen:

Satz 3.48(Parameterschätzungen für ANOVA2 unter balanciertem Design)

In ANOVA2-Modellen mit balanciertem Design sind KQ-Schätzer bzw. MLEs für die Parameter

µ0, α = (α1, . . . , αI−1)
t, β = (β1, . . . , βJ−1)

t und(αβ) = (αβij)1≤i≤I−1,
1≤j≤J−1

gegeben durch

µ̂0 = Y ••• =
1

n••

I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

Yijk,

α̂ = (Xt
αXα)

−1Xt
αY = X+

α Y,

β̂ = (Xt
βXβ)

−1Xt
βY = X+

β Y,

(α̂β) = (Xt
(αβ)X(αβ))

−1Xt
(αβ)Y = X+

(αβ)Y.

Beweis: Wir habenX = (Xµ0 Xα Xβ X(αβ)) und damit lassen sich die Normalenglei-

chungenXtX(µ0, α
t, βt, (αβ)t)t = XtY darstellen als




Xt
µ0
Xµ0 Xt

µ0
Xα Xt

µ0
Xβ Xt

µ0
X(αβ)

Xt
αXµ0 Xt

αXα Xt
αXβ Xt

αX(αβ)

Xt
βXµ0 Xt

βXα Xt
βXβ Xt

βX(αβ)

Xt
(αβ)Xµ0 Xt

(αβ)Xα Xt
(αβ)Xβ Xt

(αβ)X(αβ)







µ0

α

β

(αβ)




=




Xt
µ0
Y

Xt
αY

Xt
βY

Xt
(αβ)Y




.
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Wegen Blockorthogonalität reduziert sich dieses System zu

Xt
µ0
Xµ0µ0 = Xt

µ0
Y,

Xt
αXαα = Xt

αY,

Xt
βXββ = Xt

βY,

Xt
(αβ)X(αβ)(αβ) = Xt

(αβ)Y.

Damit entkoppeln sich die Parameterschätzprobleme und die Gestalt vonα̂, β̂ und (α̂β) folgen

sofort, da die entsprechenden Teil-Designmatrizen jeweils vollen Spaltenrang haben.

DaXµ0 ein Spaltenvektor aus lauter Einsen ist, gilt fürµ̂0, dass

n••µ̂0 =
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

Yijk ⇔ µ̂0 = Y ••• gelten muss.

�

Korollar und Definition 3.49

Unter Modell 3.44 definieren wir

(i) Y ••• = n−1
••

∑I
i=1

∑J
j=1

∑n
k=1 Yijk,

(ii) ∀1 ≤ i ≤ I : Y i•• = (Jn)−1
∑J

j=1

∑n
k=1 Yijk,

(iii) ∀1 ≤ j ≤ J : Y •j• = (In)−1
∑I

i=1

∑n
k=1 Yijk,

(iv) ∀1 ≤ i ≤ I : ∀1 ≤ j ≤ J : Y ij• = n−1
∑n

k=1 Yijk.

Dann folgt aus Satz 3.48, dass KQ-Schätzer bzw. MLEs für die ANOVA2-Parameter in Effektdar-

stellung gegeben sind durch

µ̂0 = Y •••

∀1 ≤ i ≤ I − 1 : α̂i = Y i•• − Y •••,

∀1 ≤ j ≤ J − 1 : β̂j = Y •j• − Y •••,

∀1 ≤ i ≤ I − 1 : ∀1 ≤ j ≤ J − 1 : (α̂β)ij = Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••

(vgl. auch die Definition unter 3.46.(i)).

Abschließend behandeln wir noch die Testtheorie im ANOVA2-Modell mit balanciertem Design.

Dabei ist es üblich, zunächst die Interaktionseffekte auf statistische Signifikanz zu prüfen, da sich

die Haupteffekte besser interpretieren lassen, wenn das Modell von den Wechselwirkungstermen

befreit wird.
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Satz 3.50

Unter Modell 3.44 sei die lineare HypotheseH(αβ) : (αβ)ij = 0 ∀1 ≤ i ≤ I − 1,

∀1 ≤ j ≤ J − 1 zu testen. Dann gilt

(a) H(αβ) ist darstellbar alsKϑ = 0 (mit ϑ wie in Satz 3.47) mit Kontrastmatrix

K =




0 . . . 0 1 0 . . . . . . 0

0 . . . 0 0 1 0 . . . 0
...

...
... 0 . . . . . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . 0 1




︸ ︷︷ ︸
I+J−1

︸ ︷︷ ︸
(I−1)(J−1)

mit rang(K) = (I − 1)(J − 1).

(b)

SSEH(αβ)
=

I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Yijk − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2,

∆SSEH(αβ)
= SSEH(αβ)

− SSE

= n
I∑

i=1

J∑

j=1

(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2

(c)

F(αβ) =
∆SSEH(αβ)

/[(I − 1)(J − 1)]

SSE/[IJ(n− 1)]

=
n
∑I

i=1

∑J
j=1(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)

2/[(I − 1)(J − 1)]
∑I

i=1

∑J
j=1

∑n
k=1(Yijk − Y ij•)2/[IJ(n− 1)]

ist unterH(αβ) F(I−1)(J−1),IJ(n−1)-verteilt.

Beweis: Teil (a) ist offensichtlich.

Die Gestalt vonSSEH(αβ)
unter Teil (b) folgt aus Satz 3.48 und Korollar 3.49 (α̂, β̂ und µ̂0 sind

invariant gegenüber der Gültigkeit vonH(αβ)).
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Zum Nachweis der Gestalt von∆SSEH(αβ)
beachten wir, dass nach Korollar 3.49 gilt

SSE =
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Yijk − µ̂0 − α̂i − β̂j − (α̂β)ij)
2

=
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

{Yijk − Y ••• − (Y i•• − Y •••)− (Y •j• − Y •••)

−(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)}2

=
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Yijk − Y ij•)
2.

Offenbar hatSSE alsoIJ(n− 1) Freiheitsgrade. Damit errechnen wir weiter

SSEH(αβ)
− SSE =

I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

{(Yijk − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2 − (Yijk − Y ij•)

2}

=
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2

+ 2
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Yijk − Y ij•)(Y ••• − Y i•• − Y •j• + Y ij•)

= n
I∑

i=1

J∑

j=1

(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2

wie gewünscht.

Damit folgt Teil (c) aus der allgemeinen Theorie der multiplen linearen Regression

(r =̂ (I − 1)(J − 1), p =̂ IJ, n•• − p =̂ IJ(n− 1)). �

Bemerkung 3.51

In analoger Weise erhält man die folgenden Resultate zum Testen der Haupteffekte.

(a) Für die lineare HypotheseHα : αi = 0 ∀1 ≤ i ≤ I − 1 ist

SSEHα =
I∑

i=1

J∑

j=1

n∑

k=1

(Yijk − Y ij•)
2 + Jn

I∑

i=1

(Y i•• − Y •••)
2

und damit

Fα =
Jn
∑I

i=1(Y i•• − Y •••)
2/(I − 1)

SSE/[IJ(n− 1)]
∼
Hα

FI−1,IJ(n−1).

(b) FürHβ : βj = 0 ∀1 ≤ j ≤ J − 1 ist

SSEHβ
= SSE + In

J∑

j=1

(Y •j• − Y •••)
2
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und damit

Fβ =
In
∑J

j=1(Y •j• − Y •••)
2/(J − 1)

SSE/[IJ(n− 1)]
∼
Hβ

FJ−1,IJ(n−1).

Insgesamt erhalten wir folgende tabellarische Situation für Modell 3.44:

Balanciertes

ANOVA2
Fehlerquadratsummenterm

Freiheitsgrade F-Statistik

Haupteffekte

des 1. Faktors ∆SSEHα =

Jn
∑I

i=1(Y i•• − Y •••)
2

I − 1 ∆SSEHα/(I − 1)

SSE/[IJ(n− 1)]

Haupteffekte

des 2. Faktors ∆SSEHβ
=

In
∑J

j=1(Y •j• − Y •••)
2

J − 1 ∆SSEHβ
/(J − 1)

SSE/[IJ(n− 1)]

Interaktions-

effekte ∆SSEH(αβ)
= n

∑I
i=1

∑J
j=1

(Y ij• − Y i•• − Y •j• + Y •••)
2

(I − 1)(J − 1) ∆SSEH(αβ)
/[(I−1)(J−1)]

SSE/[IJ(n−1)]

Residual-

streuung SSE =
∑I

i=1

∑J
j=1

∑n
k=1

(Yijk − Y ij•)
2

IJ(n− 1)

Tabelle 3.2: Tabelle der ANOVA2 mit balanciertem Design

Beispiel 3.52

Margarine-Datensatz von Schuchard-Ficher et al. (1980), Fortführung von Beispiel 3.45 (siehe

Präsentation mit R).

Bemerkung 3.53(Versuchspläne mit Messwiederholungen)

Es gibt andere varianzanalytische Versuchspläne als das Design mit iid.Fehlertermen.

Beispielsweise könnte die Response jeder Beobachtungseinheit unter verschiedenen experimentel-

len Bedingungen (wiederholt) gemessen werden.

Im einfaktoriellen Fall führt dies auf eine Modellgleichung der Form

Yij = µi + εij , 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n
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mit balanciertem Design, wobei die Fehlerterme(εij)1≤i≤k,
1≤j≤n

nun indes nicht mehr stochastisch

unabhängig sind, da in jeder Faktorstufe die selbenn Versuchsobjekte bemessen werden.

Wir müssen die Annahme an die Verteilung der Fehlerterme also modifizieren:

∀1 ≤ j ≤ n : εj := (ε1j , . . . , εkj)
t ∼ N (0,Σ),

∀1 ≤ j1 6= j2 ≤ n : εj1⊥εj2 .

Wir testen die Globalhypothese („kein Treatment-Effekt“)

H0 :µ1 = µ2 = . . . = µk bzw. äquivalenterweise

H0 :µi − µi+1 = 0 ∀1 ≤ i ≤ k − 1.

Seien dazu

∆ij := Yij − Yi+1,j , 1 ≤ i ≤ I − 1, 1 ≤ j ≤ n

die Differenzen aufeinanderfolgender Messwerte des Versuchsobjektsj. Dann gilt offenbar

∆ := (∆1•, . . . ,∆k−1,•)
t = (Y 1• − Y 2•, . . . , Y k−1,• − Y k•)

t.

Mit der (k − 1) × (k − 1)-Stichproben-KovarianzmatrixS∆ der Differenzwerte∆ij folgt dann,

dass

T 2
∆ = n∆

t
S−1
∆ ∆

unterH0 T 2(k − 1, n− 1)-verteilt ist.

In ähnlicher Weise können andere Versuchspläne bearbeitet werden.

3.5 Poisson-Regression

Als erstes verallgemeinerteslineares Regressionsmodell betrachten wir das Modell der Poisson-

Regression für Zähldaten. Vorbereitend dazu studieren wir noch allgemeine Charakteristika von

verallgemeinerten linearen Modellen (englisch: generalized linear models, GLMs).

Definition 3.54 (Verallgemeinertes lineares Modell, GLM)

Sei(Ωn,Fn,
⊗n

i=1 Pϑi
) mit unbekanntemϑi ∈ Θ ⊆ R ∀1 ≤ i ≤ n ein Produktexperiment , in-

duziert von stochastisch unabhängigen, beobachtbaren ResponsevariablenY1, . . . , Yn mit Werten

(jeweils) inΩ ⊆ R. Dann heißt(Ωn,Fn,
⊗n

i=1 Pϑi
) verallgemeinertes lineares Modell (GLM),

falls gilt:

1) Für jedes1 ≤ i ≤ n ist Pϑi
ein Element einer natürlichen Exponentialfamilie, d.h. es

existiert eine Dichte (Likelihoodfunktion) bezüglich eines dominierenden Maßes und sie hat

die Form

l(ϑi, yi) = a(ϑi)b(yi) exp(yi · T (ϑi)).

Der TermT (ϑ) heißt natürlicher Parameterder Exponentialfamilie,ϑ ∈ Θ.
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2) Für jede Beobachtungseinheit1 ≤ i ≤ n sind die Werte vonp Kovariablen (unabhängigen

Variablen) gegeben, insgesamt also eine DesignmatrixX ∈ Rn×p. Ein Intercept wird dabei

durch eine Quasi-Kovariable, die konstant den Wert 1 annimmt, kodiert.

Die systematische Komponentedes GLM ist dann gegeben durch einen Vektor

η = (η1, . . . , ηn)
t mit

∀1 ≤ i ≤ n : ηi =

p∑

j=1

βjxij

für (unbekannte) Regressionskoeffizientenβ1, . . . , βp. Der Termηi heißt linearer Prädiktor

von Beobachtungseinheit1 ≤ i ≤ n. Insgesamt ist alsoη = Xβ, β = (β1, . . . , βp)
t.

3) Seiµi := E[Yi| ~Xi = ~xi] der (bedingte) Erwartungswert deri-ten Responsevariable. Es

existiert eine Link-Funktion g, die die systematische Komponente und die durchµi beschrie-

bene stochastische Komponente der Verteilung vonYi koppelt:

∀1 ≤ i ≤ n : ηi = g(µi) ⇔ g(µi) =

p∑

j=1

βjxij .

Die kanonische Link-Funktion (der kanonische Link)transformiert den (bedingten) Erwar-

tungswert vonYi auf den natürlichen Parameter, erfüllt also die Beziehung

g(µi) = T (ϑi) ⇔ T (ϑi) =

p∑

j=1

βjxij .

Beispiel 3.55(ANCOVA mit normalverteilten Fehlertermen)

SeiY = (Y1, . . . , Yn) mit Y ∼ Nn(Xβ, σ2In) wie unter Modell 3.14 mit Zusatzanname 3.14 (c).

Dann gilt nach Korollar 3.16, dassµi =
∑p

j=1 βjxij ∀1 ≤ i ≤ n gilt, d.h.g = id. (identity link).

Die Formulierung von GLMs erlaubt eine einheitliche Behandlung von Produktmodellen, denen

natürliche Exponentialfamilien zu Grunde liegen, mit Hilfe der inferentiellen Likelihoodtheorie.

Ziel der statistischen Inferenz für GLMs sind wieder die Regressionskoeffizienten(βj)1≤j≤p.

Lemma 3.56

Die Familie der Poissonverteilungen mit Intensitätsparameterϑ > 0 bildet eine natürliche Expo-

nentialfamilie im natürlichen ParameterT (ϑ) = log(ϑ).

Beweis: Die Familie ist dominiert vom Zählmaß mit

l(ϑ, k) =
ϑk

k!
exp(−ϑ)

= exp(−ϑ)
( 1
k!

)
exp(k · log(ϑ))

= a(ϑ) · b(k) · exp(k · T (ϑ)), k ∈ N0.

�
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Die Poisson-Regression modelliert stochastisch unabhängige Beobachtungseinheiten, die Zähldaten-

Struktur haben und als jeweils Poisson-verteilt mit Kovariablen-abhängigen Intensitätsparametern

angenommen werden, als GLM. Nach Definition 3.54 und Lemma 3.56 ist der kanonische Link

dabei durch den natürlichen Logarithmus gegeben.

Modell 3.57 (Poisson-Regression mit Intercept)

Seik = p − 1 und ~X = (X1, . . . , Xk) der Vektor der interessierenden Kovariablen. Der Stich-

probenraum für die ResponseY = (Y1, . . . , Yn)
t ist (Nn

0 , 2
Nn
0 ). Für jedes1 ≤ i ≤ n legen

wir einen Zählrahmen(englisch: size)si zugrunde und machen die Modellannahme, dassYi

Poisson(λ(~xi) · si) verteilt ist,1 ≤ i ≤ n. Dabei gelte die Strukturannahme

log(λ(~xi)) = β0 +
k∑

j=1

βjxij bzw.

E[Yi| ~Xi = ~xi; si] = λ(~xi) · si

= exp(β0 +
k∑

j=1

βjxij + ln(si)), 1 ≤ i ≤ n.

Für das Gesamtexperiment ergibt sich als (Log-)Likelihoodfunktion mitβ = (β1, . . . , βk)
t

l(β, y) =
n∏

i=1

[λ(~xi)si]
yi

yi!
exp(−λ(~xi)si)

=
n∏

i=1

[exp(β0 +
∑k

j=1 βjxij + ln(si))]
yi

yi!
· exp(− exp(β0 +

k∑

j=1

βjxij + ln(si)))

sowie

ln(l(β, y)) =
n∑

i=1

{yi(β0 +
k∑

j=1

βjxij + ln(si))− exp(β0 +
k∑

j=1

βjxij + ln(si))− ln(yi!)}.

Bemerkung 3.58

(i) Der Term ln(si) wird als Offset bezeichnet, da er jeder Beobachtungseinheit einen indivi-

duellen Intercept zuweist.

(ii) Der kanonische Linkg = log transformiert den ursprünglichen Wertebereich(0,∞) von

λ(~xi) auf ganzR, den natürlichen Parameterraum der Familie.

(iii) Die Poisson-Regression ist ein multiplikatives Modell. Für den Quotienten zweier Inzidenz-

raten (in der Epidemiologie: relatives Risiko, RR) bei zwei Kovariablenprofilen~xA und~xB,
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die sich in genau einer Ausprägung einer bestimmten Kovariablej unterscheiden, gilt näm-

lich

RR =
λ(~xA)

λ(~xB)
= exp(log(λ(~xA))− log(λ(~xB)))

= exp(βj(xA,j − xB,j)).

Speziell für dichotome Kovariablej: RR = exp(βj)

Dieses Konstanthalten aller anderen Kovariablen nennt man auch „Adjustieren“.

(iv) Die Parameterschätzung der Regressionskoeffizienten erfolgt vermittels des Maximum-

Likelihood-Prinzips. Zwar existiert keine geschlossene Lösung, aberdie Existenz eines ein-

deutig bestimmten Minimums der negativen Log-Likelihoodfunktion ist garantiert, da

− ln(l(β, y)) eine konvexe Funktion des Parametervektorsβ ist. Es können also numerische

Routinen aus der konvexen Optimierung angewendet werden.

(v) Geschachtelte Modelle können mit einem Likelihood-Quotienten-Test verglichen werden.

Beispiel 3.59

Le (2003) berichtet eine Studie, in der Daten vonn = 44 NotfallärztInnen in einem großen Kran-

kenhaus erhoben worden sind. Die zu analysierende abhängige (Response-) Variable ist die Anzahl

an Beschwerden für die jeweiligen ÄrztInnen. Der Zählrahmen pro Arzt/Ärztin ist die Anzahl an

Patientenbesuchen, die vier zu berücksichtigenden Kovariablen sind Vergütung (in Dollar/Stunde)

und Erfahrung (in Stunden) sowie Geschlecht und Facharztausbildung(ja/nein).

(siehe Präsentation mit R und Handout.)

Satz 3.60(Multivariater Zentraler Grenzversatz)

Sei β̂(n) der MLE des Parametervektorsβ = (β1, . . . , βp)
t eines GLMs mit kanonischem Link

zum Stichprobenumfangn. Falls allep Kovariablen einen kompakten Wertebereich haben und für

die Folge(Xn)n≥p von Designmatrizen gilt, dass(X>
n Xn)

−1 −→
n→∞

0, so gilt:

β̂(n) ∼
as.

Np(β, F
−1
n (β)) mit Fn(β) = X>

n Covn(Y )Xn.

Dieses asymptotische Ergebnis bleibt richtig, fallsFn(β) durchFn(β̂(n)) ersetzt wird.

Beweis: Satz 2.2 in Kapitel 7 von Fahrmeir and Hamerle (1984), siehe auch Übungsaufgabe 37.

�

Bemerkung 3.61

(a) Covn(Y ) = diag

([
Var
(
Yi| ~Xi = ~xi

)]
1≤i≤n

)
. Dabei hängt Var

(
Yi| ~Xi = ~xi

)
vonβ ab.
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(b) Im Falle der Poisson-Regression ist

∀1 ≤ i ≤ n : Var
(
Yi| ~Xi = ~xi, si

)
= µi = λ(~xi)si

= exp(ηi + ln(si))

= exp


β0 +

k∑

j=1

βjxij + ln(si)


 .

Definition 3.62 (Saturiertes Modell)

Für ein gegebenes GLM basierend auf ResponsevariablenY = (Y1, . . . , Yn)
t und zugehörigen

Beobachtungeny = (y1, . . . , yn)
t drücken wir die (gemeinsame) Likelihoodfunktion durchµ =

(µ1, . . . , µn)
t aus und schreiben für siel(µ, y).

Damit ist ln(l(µ̂, y)) der (maximale) Wert der Loglikelihoodfunktion für das gegebene GLM.

Betrachten wir diesen Wert für alle in Frage kommenden Modelle, so existiert ein maximal er-

reichbarer Wert, der der optimalen Anpassungsgüte entspricht und durch ln(l(y, y)) gegeben ist.

Das zugehörige „Modell“, das jeder Beobachtung einen eigenen Parameter zuweist, heißtsatu-

riertesModell.

Bemerkung 3.63

(a) Das saturierte Modell ist kein Modell im eigentlichen Sinne, es kodiert die in der Stichprobe

enthaltene Information lediglich um. Es ist auch nicht von eigenständigem Interesse, son-

dern ein Hilfsmittel, um zu einer verallgemeinerten Definition des Bestimmtheitsmaßes zu

kommen.

(b) Für die Poisson-Regression gilt in der Nomenklatur von Definition 3.62:

l(µ, y) =
n∏

i=1

µyi
i

yi!
exp(−µi) und

ln(l(y, y)) =
∑

i:yi>0

{yi ln(yi)− ln(yi!)− yi}

(c) Das saturierte Modell kann auch anders kodiert sein (siehe Übung).

Definition 3.64 (Bestimmtheitsmaß eines GLM)

Sei unter der Nomenklatur von Definition 3.62ln(l(y, y)) der Loglikelihood-Wert des saturierten

Modells,ln(l(µ̂, y)) der eines fest vorgegebenen Modells (mit DesignmatrixX ∈ Rn×p mitp < n)

undln(l(β̂0, y)) der des Null-Modells (das nur den Intercept enthält). Definiere

D(µ̂) = 2 [ln(l(y, y))− ln(l(µ̂, y))] ,

D(β̂0) = 2
[
ln(l(y, y))− ln(l(β̂0, y))

]
.
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Dann ist das Bestimmtheitsmaß des Modells, welchesµ̂ generiert hat, gegeben durch

R2 = 1− D(µ̂)

D(β̂0)
.

Beschreibt das „̂µ-Modell“ die erhobenen Daten perfekt, so istD(µ̂) = 0 ⇒ R2 = 1.

Ist die Anpassungsgüte des „µ̂-Modell“ genau gleich der Anpassungsgüte des Null-Modells, so ist

D(µ̂) = D(β̂0) ⇒ R2 = 0.

Bemerkung 3.65(Überdispersion)

Die Poissonverteilung ist einparametrisch mitE [Poisson (λ)] = Var(Poisson (λ)) = λ.

Daraus resultiert oftmals in der Praxis ein Problem für die Poisson-Regression, nämlich das der

Überdispersion, d.h., dass Var(Yi) > λ(~xi)si ist.

Das ist insbesondere für das Prüfen der Regressionskoeffizienten auf statistische Signifikanz ein

Problem, da unterschätzte Standardabweichungen zu große Teststatistiken (Z-scores) zur Folge

haben.

Unter der Annahme, dass ein Skalierungsparameterφ existiert, so dass∀1 ≤ i ≤ n : Var(Yi) =

φλ(~xi)si gilt, kann diesem Problem wir folgt begegnet werden:

Wir wissen aus der inferentiellen Likelihoodtheorie, dass (mit den Bezeichnungen von Definition

3.64)D(µ̂) ∼
as.

χ2
n−p gilt. Daraus folgt nach Pearson (vgl. Beispiel 3.12), dass

D(µ̂) ∼
as.

n∑

i=1

(Yi − µ̂i)
2

µ̂i
=
∑ (O − E)2

E
=: Q(Y ).

Nehmen wir an, dasŝµi ≈ µi ist, so folgt, dass

E

[
Q(Y )

φ

]
≈ n− p,

dennQ(Y )/φ verhält sich dann wie die Summe von Quadraten vonn standardisierten Zufallsva-

riablen beip geschätzten Modellparametern, undE
[
χ2
ν

]
= ν, also haben wirE

[
Q(Y )
n−p

]
≈ φ.

Aus dieser (heuristischen) Überlegung leiten sich zwei Schätzmethodenfür den Überdispersions-

parameterφ ab:

(a) Nehmeφ als zusätzlichen Parameter in die (gemeinsame) Likelihoodfunktion auf und op-

timiere die (Log-)Likelihoodfunktion unter der NebenbedingungD(µ̂) = (n − p) (Quasi-

Likelihood-Verfahren).

(b) Schätzeφ durchφ̂ = Q(y)/(n− p).

In beiden Fällen bleiben die Punktschätzungen der Regressionskoeffizienten unverändert, ihre ge-

schätzten Standardabweichungen werden indes mit
√
φ̂ multipliziert.
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3.6 Logistische Regression

Als zweites Beispiel für ein GLM betrachten wir die logistische Regression für Binärdaten als

Response. Zur Einbettung in die allgemeine GLM-Theorie zunächst ein vorbereitendes Resultat.

Lemma 3.66

Die Familie der Bernoulliverteilungen mit Erfolgsparameterp ∈ (0, 1) bildet eine natürliche

Exponentialfamilie im natürlichen ParameterT (p) = log( p
1−p) =: logit(p).

Beweis: Für jedesp ∈ (0, 1) existiert eine Zähldichte (Likelihoodfunktion) der Form

l(p, y) = py(1− p)1−y

= (1− p)

[
p

1− p

]y

= (1− p) exp(y logit(p)), y ∈ {0, 1}.

Unter den Bezeichnungen von Definition 3.54 kann alsoa(p) = 1 − p, b(y) ≡ 1, undT (p) =

log( p
1−p) = logit(p) gewählt werden. �

Modell 3.67 (Logistische Regression mit Intercept)

Wir betrachten den Stichprobenraum(Ω,F) = ({0, 1}n, 2{0,1}n) und modellieren die Verteilung

der stochastisch unabhängigen ResponsevariablenY = (Y1, . . . , Yn)
t ∈ Ω als

∀1 ≤ i ≤ n : Yi ∼ Bernoulli (p(~xi)) ,

wobei für die Kovariablen-abhängige Trefferwahrscheinlichkeitp(~xi) die strukturelle Annahme

logit(p(~xi)) = ln

(
p(~xi)

1− p(~xi)

)
= ηi = β0 +

k∑

j=1

βjxij

getroffen wird. Dabei istβ0 ein Intercept und~xi = (xi1, . . . , xik) das Kovariablenprofil von Be-

obachtungseinheit1 ≤ i ≤ n.

Bemerkung 3.68

(a) Nach Lemma 3.66 ist das logistische Regressionsmodell ein GLM mit kanonischem Link.

(b) Für die (bedingten) Momente vonYi gilt unter Modell 3.67

Eβ

[
Yi| ~Xi = ~xi

]
= p(~xi) = Pβ

(
Yi = 1| ~Xi = ~xi

)
,

Varβ
(
Yi| ~Xi = ~xi

)
= p(~xi) [1− p(~xi)] .
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(c) Für p ∈ (0, 1) ist

g(p) = logit(p) = z ∈ R ⇐⇒ p = g−1(z) =
1

1 + exp(−z)
.

Damit lässt sich die unter Modell 3.67 gemachte Strukturannahme auch schreiben als

∀1 ≤ i ≤ n : p(~xi) = Eβ

[
Yi| ~Xi = ~xi

]

=
1

1 + exp(−ηi)

=
1

1 + exp(−β0 −
∑k

j=1 βjxij)
.

Die (Umkehr-)Funktiong−1 : R → (0, 1), z 7→ [1 + exp(−z)]−1 heißt die

logistische Funktion.

(d) Das logistische Regressionsmodell ist ein multiplikatives Modell. Betrachten wir zwei Kova-

riablenprofile~xA und~xB, die sich nur in den Ausprägungen einer festgelegten Kovariable

1 ≤ j ≤ k unterscheiden. Dann ist

p(~xA)

1− p(~xA)
= exp (logit(p(~xA)))

die (bedingte) Chance (englisch: odds) für das Eintreten des Zielereignisses unter Kovaria-

blenprofil~xA. Folglich gilt für das logarithmische Chancenverhältnis (englisch: odds ratio,

OR), dass

log(OR) = logit (p(~xA))− logit (p(~xB))

= βj(xA,j − xB,j)

und folglich

OR = exp(βj(xA,j − xB,j))

=
exp(βjxA,j)

exp(βjxB,j)
= [exp(βj)]

xA,j−xB,j .

Ist die Kovariablej eine dichotome Größe, so gilt insbesondereOR = exp(βj).

(e) Für die (Log-)Likelihoodfunktion des Gesamtexperimentes gilt unter Modell 3.67

l(β, y) =

n∏

i=1

p(~xi)
yi(1− p(~xi))

1−yi =

n∏

i=1

[exp(ηi)]
yi

1 + exp(ηi)

=

n∏

i=1

[
exp

(
β0 +

∑k
j=1 βjxij

)]yi

1 + exp
(
β0 +

∑k
j=1 βjxij

) ,
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da für jede Beobachtungseinheit∀1 ≤ i ≤ n gilt

l(β, yi) =




p(~xi) = [1 + exp(−ηi)]

−1, falls yi = 1

1− p(~xi) = [1 + exp(+ηi)]
−1, falls yi = 0

und

ln(l(β, y)) =
n∑

i=1

{yi log(p(~xi)) + (1− yi) log(1− p(~xi))},

wobei

p(~xi) =


1 + exp


−β0 −

k∑

j=1

βjxij





−1

gilt, was den Einfluss vonβ = (β1, . . . , βk)
t beschreibt.

Anwendung 3.69(Fall-Kontroll-Studien)

Die logistische Regression ist (zunächst) ein Modell, umprospektiv die bedingte Wahrscheinlich-

keit für das Auftreten des Zielereignisses bei einer Beobachtungseinheitmit gegebenem Kovaria-

blenprofil zu schätzen. Dazu dienen (prospektive) Kohortenstudien oder Querschnittsstudien. In

der Epidemiologie werden indes auch(retrospektive)Fall-Kontroll -Studien durchgeführt, bei de-

nen der (Krankheits-) StatusYi = yi der Response für alle Beobachtungseinheiten1 ≤ i ≤ n

schon zu Studienbeginn feststeht undretrospektiv das jeweilige Kovariablenprofil~Xi = ~xi ermit-

telt wird. Unter einem solchen Studiendesign lässt sich an sich also nurPβ

[
~Xi = ~xi|Yi = yi

]
,

1 ≤ i ≤ n, schätzen.

Durch Anwendung des Satzes von Bayes lässt sich indes auch in Fall-Kontroll-Studien ein logis-

tisches Regressionsmodell aufstellen. Einziger Unterschied ist dabei, dass die Interpretierbarkeit

des Intercepts verloren geht.

Notation:

Zi : Indikator für „Einschluss in die Fall-Kontroll-Studie“ (nein / ja),1 ≤ i ≤ n.

π1 := P(Zi = 1|Yi = 1) Einschlusswahrscheinlichkeit für Fälle, unabhängig von1 ≤ i ≤ n.

π0 := P(Zi = 1|Yi = 0) analog für Kontrollen

Annahmen:

(1) Sampling-Wahrscheinlichkeiten hängen nur vom Wert des Response, nicht vom Kovaria-

blenprofil ab, d.h.,P(Zi = 1|Yi = `, ~Xi = ~xi) = π`, ` ∈ {0, 1}.

(2) Logistisches Modell für die (bedingte) Verteilung der Responsevariablen:

Pβ(Yi = 1| ~Xi = ~xi) =
exp

(
β0 +

∑k
j=1 βjxij

)

1 + exp
(
β0 +

∑k
j=1 βjxij

)
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Dann gilt nach dem Satz von Bayes

Pβ(Yi = 1|Zi = 1, ~Xi = ~xi) =
π1Pβ(Yi = 1| ~Xi = ~xi)∑1
`=0 π`Pβ(Yi = `| ~Xi = ~xi)

=
exp

(
β∗
0 +

∑k
j=1 βjxij

)

1 + exp
(
β∗
0 +

∑k
j=1 βjxij

) , 1 ≤ i ≤ n,

mitβ∗
0 := β0+log(π1/π0). Den Responsestatus-spezifischen Inklusionswahrscheinlichkeiten kann

also durch geeignete Umdefinierung des Intercepts Rechnung getragen werden.

Um den Zusammenhangp(~xi) zu analysieren, kann also ein logistisches Regressionsmodell in

Analogie zur Situation im Falle einer prospektiven Studie angepasst werden, wobei lediglich der

Intercept seine (ursprüngliche) Interpretation verliert.

Können keine verlässlichen Angaben zuπ0 undπ1 gemacht werden, geht die Interpretationsfä-

higkeit des Intercepts völlig verloren;p(~xi) kann indes trotzdem noch mit den üblichen Verfahren

inferiert werden.

Anwendung 3.70(Receiver Operating Characteristic Kurve, englisch: ROC)

Hat man ein logistisches Regressionsmodell angepasst, so liegt es nahe, die geschätzten Regressi-

onskoeffizienten und die daraus resultierenden geschätzten (bedingten) Wahrscheinlichkeiten für

den Responsewert0 zur Klassifizierung neuer Beobachtungseinheiten, von denen nur das Ko-

variablenprofil bekannt ist, zu verwenden (medizinisch: Diagnose). Dazu muss man also einen

Schwellenwertp∗ für p̂(~xneu) festlegen, ab welchem̂yneu = 1 diagnostiziert wird. Da die Schät-

zung der Regressionskoeffizienten stochastischen Schwankungen unterlegen ist, ist eine perfekte

Diagnosefähigkeit des gefitteten Modells nicht zu erwarten.

Zur Festlegung vonp∗ kann eine sogenannte ROC-Analyse dienen. Dazu ordnen wir die aus der

Stichprobe((y1, ~x1), . . . , (yn, ~xn)) geschätzten Werte(q̂(~xi))1≤i≤n mit

∀1 ≤ i ≤ n : q̂(~xi) := 1− p̂(~xi) = Pβ̂(Yi = 0| ~Xi = ~xi)

der Größe nach an und erhalten̂q1:n ≤ q̂2:n ≤ . . . ≤ q̂n:n. Wir bezeichnen zudemn0 := |{1 ≤
i ≤ n : yi = 0}| undn1 := n− n0 = |{1 ≤ i ≤ n : yi = 1}|.
Die ROC-Kurve ist nun der Graph einer zufälligen Irrfahrt mitn Schritten im Einheitsquadrat,

startend in(0, 0) und endend in(1, 1). Die Irrfahrt wird dabei im Schritt1 ≤ ` ≤ n um einen

Sprung der Breite1/n0 nach rechts weitergeführt, fallŝq`:n zu y`:n = 0 gehört, und um einen

Sprung der Höhe1/n1 nach oben weitergeführt, fallŝq`:n zu y`:n = 1 gehört, wobei wir die

Responsewerte gemäß der Ordnung der(q̂(~xi))1≤i≤n permutieren. Es lässt sich leicht nachweisen,

dass die Irrfahrt mit dieser Regel nach demn-ten Schritt den Koordinatenpunkt(1, 1) erreicht hat.

Beispiel:

Angenommen, es sindn0 = 2 Indikatorenyi = 0 undn1 = 3 Indikatorenyi = 1 beobachtet

worden undn = n0 + n1 = 5. Wir nehmen an, dassy1:5 = y2:5 = y4:5 = 1 undy3:5 = y5:5 = 0.
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1− Spezifität≡ Falsch-Positiv-Rate
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Abbildung 3.1: Beispiel für eine ROC-Kurve

Es wird nun der Schwellenwertp∗ ∈ {1 − q̂1:n, . . . , 1 − q̂n:n} gewählt, der zu dem Schritt`∗ der

Irrfahrt gehört, in welchem die Irrfahrt dem Koordinatenpunkt(0, 1) am nächsten ist. Dieses Vor-

gehen minimiert die geschätzte (bzw. empirische) gewichtete Missklassifikationswahrscheinlich-

keit. Im Beispiel würdep∗ = 1− q̂2:5 gewählt werden. Damit würden (empirisch in der erhobenen

Stichprobe) zwei Drittel der „Fälle“ und alle „Kontrollen“ korrekt klassifiziert, denn

p̂1:5 = 1− q̂1:5 > p∗ ⇒ ŷ1:5 = 1 = y1:5,

p̂2:5 = 1− q̂2:5 = p∗ ⇒ ŷ2:5 = 1 = y2:5,

p̂3:5 = 1− q̂3:5 < p∗ ⇒ ŷ3:5 = 0 = y3:5,

p̂4:5 = 1− q̂4:5 < p∗ ⇒ ŷ4:5 = 0 6= y4:5 = 1,

p̂5:5 = 1− q̂5:5 < p∗ ⇒ ŷ5:5 = 0 = y5:5.

70



In der Epidemiologie (Theorie diagnostischer Tests) wird für binäres Y

PTestverfahren(Ŷ = 1|Y = 1) als Sensitivität,PTestverfahren(Ŷ = 0|Y = 0) alsSpezifizität und

PTestverfahren(Ŷ = 1|Y = 0) = 1− Spezifität alsFalsch-Positiv-Rate,

PTestverfahren(Ŷ = 0|Y = 1) = 1− Sensitivität alsFalsch-Negativ-Rate bezeichnet.

Damit wird also in der ROC-Analyse die geschätzte(1 − Spezifizität) bzw. Falsch-Positiv-Rate

gegen die geschätzte Sensitivität (englisch auch: true positive rate) aufgetragen.

Im Beispiel erhalten wir im optimalen Punkt eine geschätzte Falsch-Positiv-Rate von0 (alle „Kon-

trollen“ in der Stichprobe korrekt klassifiziert) und eine geschätzte Sensitivität von2/3 (zwei Drit-

tel aller „Fälle“ in der Stichprobe korrekt diagnostiziert).

Die Fläche unter der ROC-Kurve (englisch: area under the curve, ROC-AUC) ist ein zusammen-

fassendes Maß für die diagnostische Güte des Klassifikationsverfahrens.Als Vergleichswert kann

AUCRaten = 1/2 herangezogen werden, was einer zufälligen (gleichverteilten) Zuordnung der

geschätzten Response auf ein gegebenes Kovariablenprofil entspricht (Diagonale im Einheitsqua-

drat).

Bemerkung 3.71(Probit-Modell)

Obschong = logit der kanonische Link der logistischen Regression ist, existieren auch Alter-

nativen zu dieser Link-Funktion. Zur Motivation beachten wir, dassGµ,τ : R → (0, 1) gegeben

durch

Gµ,τ (x) =
exp ((x− µ)/τ)

1 + exp ((x− µ)/τ)
, µ ∈ R, τ > 0

die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung mit Mittelwertsparameterµ und Streuungspa-

rameterτ > 0 ist.

Damit ist die logistische Funktion

x 7→ [1 + exp(−x)]−1 =
exp(x)

1 + exp(x)

also die Verteilungsfunktion einer standardisierten logistischen Verteilung mitµ = 0 undτ = 1

und folglich ist die strukturelle Annahme der logistischen Regression gegeben durch

p(~xi) = E

[
Yi| ~Xi = ~xi

]
=

1

1 + exp(−ηi)
= G0,1(ηi), 1 ≤ i ≤ n.

Viele andere Familien von Verteilungen haben ebenfalls Lokations- und Skalenparameter und ihre

Verteilungsfunktionen können demnach in analoger Weise als inverse Link-Funktionen zum Ein-

satz kommen. Wird speziell die Verteilungsfunktion einer Gauß’schen Normalverteilung benutzt,

spricht man auch von einemProbit-Modell.

3.7 Cox-Regression, Überlebenszeitanalysen

Als letzte noch zu behandelnde Datenstruktur (der Response) beschäftigen wir uns in diesem Ab-

schnitt mitÜberlebenszeitdaten (Zeitspannen bis zum Eintritt eines festgelegten Zielereignisses).
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Zunächst einige vorbereitende Begriffsbildungen aus der Überlebenszeitanalyse (englisch:Survi-

val Analysis).

Definition 3.72 (Grundbegriffe der Survival Analysis)

SeiT eine nicht-negative, reellwertige Zufallsvariable über einem Wahrscheinlichkeitsraum mit

WahrscheinlichkeitsverteilungP und mit VerteilungsfunktionF : [0,∞) → [0, 1], so dassF (t) =

P(T ≤ t), t ∈ [0,∞). Wir denken unsT als (zufällige) Zeitspanne bis zum Eintreten eines

festgelegten Zielereignisses. Dann heißt

a) S : [0,∞) → [0, 1], gegeben durchS(t) = P(T > t) = 1− F (t), SurvivalfunktionvonT.

b) Λ : [0,∞) → [0,∞], gegeben durch

Λ(t) =

∫ t

0

F (ds)

S(s−)
,

kumulativeHazardfunktionvonT.

Nach Gill and Johansen (1990) existiert eine Folge von Unterteilungen(t
(n)
i )1≤i≤k(n) des

Intervalls(0, t], so dass mitt(n)0 ≡ 0 :

Λ(t) = lim
n→∞

k(n)∑

i=1

[
1− S(t

(n)
i )

S(t
(n)
i−1)

]

= lim
n→∞

k(n)∑

i=1

P
(
T ≤ t

(n)
i |T > t

(n)
i−1

)
.

c) Ist die Verteilung vonT stetig mit Lebesguedichtef undt 7→ S(t) differenzierbar, so heißt

λ(t) :=
dΛ(t)

dt
=

f(t)

1− F (t)
=

f(t)

S(t)

HazardfunktionoderInzidenzdichtevonT. Offenbar gilt dann fürt > 0:

λ(t) = lim
∆t→0

P(t < T ≤ t+∆t |T > t)

∆t
.

Man nenntλ(t) daher auch dieinstantaneAusfallrate oderinstantanesRisiko.

d) Für zwei unterschiedliche GrundgesamtheitenA undB mit zugehörigen Inzidenzdichten

λA undλB heißt die durch

RR(t) :=
λA(t)

λB(t)

gegebene FunktionrelativesRisiko.

Bemerkung 3.73
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(i) Unter den Gegebenheiten von Definition 3.72.c) gilt

Λ(t) =

∫ t

0
λ(s)ds =

∫ t

0

f(s)

1− F (s)
ds

=
u:=F (s)

∫ F (t)

0

du

1− u
= − ln(1− u)

∣∣∣
F (t)

0
= − ln(S(t))

⇐⇒ S(t) = exp(−Λ(t)) ⇐⇒ F (t) = 1− exp(−Λ(t)).

(ii) Ferner ist unter Definition 3.72.c) für∆t > 0 „klein“

R(t,∆t ) := P(t < T ≤ t+∆t |T > t)

=
F (t+∆t )− F (t)

1− F (t)
=

S(t)− S(t+∆t )

S(t)

≈ Λ(t+∆t )− Λ(t) (*)

das Risiko, dass das Zielereignis in der Zeitspanne(t, t + ∆t ] eintritt, gegeben, dass der

Zeitpunktt zielereignisfrei gewesen ist. Dabei gilt (*), denn

S(t)− S(t+∆t )

S(t)
= 1− exp(Λ(t)− Λ(t+∆t ))

und1− exp(−x) ≈ x für „kleines“ x > 0.

(iii) Ist T exponentialverteilt mit Intensitätsparameterϑ > 0, so ist

λ(t) =
ϑ exp(−ϑt)

exp(−ϑt)
= ϑ

diezeitlich konstante Inzidenzrate vonT .

Eine erste Hauptaufgabe der Survival Analysis besteht in der Schätzung der Survivalfunktion. In

der Praxis tritt dabei häufig das Problemzensierter Daten auf, d.h., dass nicht bei allen ursprüng-

lich in die Studie eingeschlossenen Beobachtungseinheiten bis zum Ablauf der Studie entschieden

werden kann, ob das Zielereignis eingetreten ist oder nicht. Dies verzerrt den zunächst nahelie-

genden, auf der empirischen Verteilungsfunktion basierenden Schätzer.

Ursachenfür Zensierungen:

• Loss to follow-up (PatientIn zieht weg, etc.)

• Dropout (z.B.: unerwartete Nebenwirkungen treten bei einer Therapieauf)

• Studienende (z.B.: Finanzierung läuft aus)

• PatietIn stirbt durch eine Ursache, die nicht im Zusammenhang mit dem Zielereignis von

Interesse steht.

Eine verfeinerte Schätzmethodik unter Einbeziehung von Zensierungen stellt derKaplan-Meier-

Schätzer (englisch auch: product-limit estimator) dar.
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Definition 3.74 (Kaplan-Meier-Schätzer)

Gegeben sei eine iid. Stichprobe mitn Beobachtungseinheiten aus einer (homogenen) Grundge-

samtheit mit (unbekannter) SurvivalfunktionS bezüglich eines festgelegten Zielereignisses.

Seient1 < t1 < . . . < tk mit k ≤ n die geordneten,unterschiedlichenBeobachtungszeitpunkte

in der Stichprobe unddi, 1 ≤ i ≤ k, die Anzahl an beobachteten Zielereignissen zum Zeitpunkt

ti. Dabei wird ti in Bezug auf die Einschlusszeitpunkte der Beobachtungseinheiten in die Stich-

probe ausgedrückt. Bezeichne fernerni, 1 ≤ i ≤ k, die Anzahl an Beobachtungseinheiten in der

Stichprobe, die unmittelbar vor dem Zeitpunktti noch unter Risiko gestanden haben. Dann istŜ,

gegeben durch

Ŝ(t) =
∏

i:ti≤t

(
1− di

ni

)
, t ≥ 0,

derKaplan-Meier-Schätzer fürS basierend auf der Stichprobe vom Umfangn.

Bemerkung 3.75

(i) Treten in der Stichprobe keinerlei Zensierungen auf, so gilt∀t ≥ 0 : Ŝ(t) = 1−F̂n(t) = 1−
n−1

∑n
i=1 1[0,t](ti), wobeiF̂n die empirische Verteilungsfunktion dern Ereigniszeitpunkte

bezeichnet.

(ii) Eine erste heuristische Begründung fürŜ liefert der Multiplikationssatz für (bedingt) sto-

chastisch unabhängige Ereignisse.

Beispiel 3.76

In der folgenden Liste sind die Überlebenszeiten (in Wochen) von zehn Patienten mit einem super-

fizialen Harnblasenkarzinom nach Beginn einer (jeweiligen) Chemotherapie festgehalten. Dabei

sind die zensierten Beobachtungen mit einem Kreuz („+“) gekennzeichnet:

63, 59, 57+, 37, 33, 21+, 11, 57, 44+, 37.
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ti di ni Faktor= ni−di
ni

Ŝ(ti)

0 - 10 — 1.000

11 1 10 0.900 0.900

21 0 9 1.000 0.900

33 1 8 0.875 0.788

37 2 7 0.714 0.563

44 0 5 1.000 0.563

57 1 4 0.750 0.422

59 1 2 0.500 0.211

63 1 1 0.000 0.000

Tabelle 3.3: Tabelle zur Berechnung des Kaplan-Meier-Schätzers

Zeit nach Therapiebeginn (Wochen)
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Abbildung 3.2: Beispielhafter Graph eines Kaplan-Meier-Schätzers

Definition 3.77 (Nichtparametrische Likelihoodfunktion)

SeienX1, . . . , Xn reellwertige iid. Zufallsvariablen,x = (x1, . . . , xn) eine Realisierung von

(X1, . . . , Xn) undM die Menge aller Verteilungsfunktionen aufR.
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Dann heißtL : M× Rn → [0, 1]

(F, x) 7→ L(F, x) :=
n∏

i=1

[F (xi)− F (xi−)]

=
n∏

i=1

PF ({xi})

dienichtparametrischeLikelihoodfunktion zux.

Anmerkung: Offenbar kommen zur Maximierung der nichtparametrischen Likelihoodfunktion nur

diskrete Verteilungen in Betracht, die ihre gesamte Masse auf die Punkte(xi)1≤i≤n verteilen.

Satz 3.78(Statistische Eigenschaften von̂S)

SeienT1, . . . , Tn nicht-negative, reellwertige Zufallsvariablen mit∀1 ≤ i ≤ n : Ti ∼ T mit

unbekannter VerteilungsfunktionF und zugehöriger SurvivalfunktionS.

Sei fernerC = (C1, . . . , Cn)
t ein Vektor ebenfalls nicht-negativer, reellwertiger Zufallsvariablen

mit (gemeinsamer) VerteilungLC , die nicht vonF abhängt.

Wir nehmen an, dass, gegebenC, die (Ti)1≤i≤n bedingt stochastisch unabhängig sind und dass

wir Y = (Y1, . . . , Yn)
t beobachten können mit∀1 ≤ i ≤ n : Yi = min(Ti, Ci).

Ferner liege Zensierungsinformation vor durch Indikatorenδi := 1{Ti≤Ci}, 1 ≤ i ≤ n.

Danngilt:

(a) Mit den unter Definition 3.74 getroffenen Bezeichnungen istŜ nichtparametrischer Maximum-

Likelihood-Schätzer (NPMLE) vonS.

(b) Ŝ ist gleichmäßig konsistent auf Intervallen[0, t] mit S(t) > 0.

Für alle Punktet ≥ 0 mit S(t) > 0 gilt:

(c) Sind die(Ci)1≤i≤n iid. mit VerteilungsfunktionG vonC1, so ist

0 ≤ E

[
Ŝ(t)

]
− S(t) ≤ (1− S(t)) {1− S(t)(1−G(t))}n .

Insbesondere strebt der Bias von̂S(t) für wachsenden Stichprobenumfang gegen Null. Es

existieren weitere Bias-Abschätzungen und sogar exakte Formeln (siehe Stute (1994)).

(d) Es gilt ein zentraler Grenzwertsatz fürŜ(t) ≡ Ŝ(n, t) und die Varianz von̂S(t) kann approxi-

miert werden durch dieGreenwood-Formel:

V̂ar(Ŝ(t)) =
[
Ŝ(t)

]2 ∑

i:ti≤t

di
ni(ni − di)

.

Beweis: Sei~t := (t1, . . . , tn)
t und~c := (c1, . . . , cn)

t. Zum Beweis von (a) beachten wir, dass

L(S,Lc,~t,~c) = L(S,Lc,~c) · L(S,~t |C = ~c)
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geschrieben werden kann. Dabei istL(S,Lc,~c) = LC({~c}) und damit ohne Information über die

interessierende SurvivalfunktionS. Es genügt also, die bedingte nichtparametrische Likelihood-

funktionL(S,~t |C = ~c) zu optimieren. Wir erhalten

L(S,~t |C = ~c) =
∏

i:δi=1

PT ({ti})
∏

i:δi=0

S(ci)

=
n∏

i=1

[
PT ({yi})

]δi
[S(yi)]

1−δi

=
k∏

j=1

λ
dj
j (1− λj)

nj−dj

nach Übungsaufgabe 42, wobeik ≤ n wie in Definition 3.74 und

λj = P
(
T = tj:k|T ≥ tj:k

)
, 1 ≤ j ≤ k.

Einfache Algebra ergibt, dass folglicĥλj = dj/nj , 1 ≤ j ≤ k, geschätzt wird und es ergibt sich

insgesamt

ŜNPMLE(t) =
∏

j:tj≤t

nj − dj
nj

wie gewünscht, da nach Übungsaufgabe 42

∀0 ≤ t ≤ tk:k : S(t) =
∏

j:tj:k≤t

(1− λj) gilt.

Die Aussage unter Teil (b) findet sich als Theorem IV.3.1 in dem Buch vonAndersen et al. (1993).

Die asymptotische Normalität von̂S(t) unter Teil (d) ist eine Konsequenz aus Theorem IV.3.2

in Andersen et al. (1993) und die Greenwood-Formel folgt mit Hilfe der Delta-Methode (siehe

Übungsaufgabe). �

Sir David Cox hat ein Modell entwickelt, um Survival Analysis auch für heterogene Grundge-

samtheiten (unter Einbeziehung von Kovariablen) betreiben zu können.

Modell 3.79 (Cox’ proportional hazards-Modell)

Wir betrachten beobachtbare, stochastisch unabhängige ResponsevariablenY1, . . . , Yn mit

∀1 ≤ i ≤ n : Yi = min(Ti, Ci) wie in Satz 3.78.

Die Verteilung derinteressierendenEreigniszeiten(Ti)1≤i≤n wird Kovariablen-abhängig model-

liert und wir machen dabei die folgende Strukturannahme:

∀1 ≤ i ≤ n : λ(t| ~Xi = ~xi) = λ0(t) exp(ηi) (3.79.1)

mit dem linearen Prädiktorηi =
∑k

j=1 βjxij , 1 ≤ i ≤ n, wobei~xi = (xi1, . . . , xik) wie zuvor.

Insbesondere gilt im Vergleich zur Baseline (~xBaseline ≡ ~0), dassRR(t| ~Xi = ~xi)) ≡ RR(~xi) =

exp(ηi). Die Funktionλ0 wird unspezifiziert gelassen undBaseline-Hazard genannt.

Ziel der statistischen Inferenz sind (vornehmlich) die Regressionskoeffizientenβ = (β1, . . . , βk)
t.
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Bemerkung 3.80

(a) Dasproportional hazards-Modell nach Cox (1972) ist einsemiparametrisches,multiplika-

tives Modell.

(b) Die Abbildungt 7→ log(λ0(t)) kann als „Intercept-Funktion“ angesehen werden. Damit

~xBaseline = ~0 sinnvoll zu interpretieren ist, sollten alle Kovariablen zunächst an ihren em-

pirischen Mittelwerten zentriert werden („Standardisierung“).

(c) Kann eine plausible Annahme zuλ0 gemacht werden (z.B. Weibull oder Gompertz), so kann

Modell 3.79 zu einem parametrischen Modell modifiziert werden, auf welches dann die in-

ferentielle Likelihood-Theorie angewendet werden kann.

(d) Die in (3.79.1) gemachteProportionali tätsannahme kann und sollte durch Untersuchung

der (nach Kaplan-Meier) geschätzten Survivalfunktionen überprüft werden (siehe 3.81). Be-

merkenswerterweise ist Modell 3.79 in der Praxis oft ein akzeptables Modell.

(e) Die Schätzung der Regressionskoeffizienten im Falle einer unspezifizierten Baseline-Hazard

erfolgt durch Maximierung der partiellen Likelihoodfunktion der Stichprobe, wobeiauf die

beobachtetenEreigniszeitpunkte bedingt wird.

Nehmen wir dazu der Einfachheit halber an, dassgenaum Zielereignisse zuunterschiedli -

chen Zeitpunktent1:m < t2:m < . . . < tm:m beobachtet worden sind.

Nach Bemerkung 3.73.(ii) ist dann∀1 ≤ i ≤ m

R(ti:m,∆t | ~Xi = ~xi) = ∆t λ(ti:m| ~Xi = ~xi)

= ∆t λ0(ti:m) exp(ηi:m)

für infinitesimal kleines∆t . Ist fernerRi die Menge aller Beobachtungseinheiten, die un-

mittelbar vor dem Zeitpunktti:m unter Risiko stehen (bzw. gestanden haben), so ist für

1 ≤ i ≤ m ∑

`∈Ri

∆t λ0(ti:m) exp(η`) = ∆t λ0(ti:m)
∑

`∈Ri

exp(η`)

die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass fürirgendeine Beobachtungseinheit ausRi das

Zielereignis innerhalb der Zeitspanne(ti:m, ti:m + ∆t ] eintritt. Als partielle Likelihood-

funktion wird dann das Produkt der auf die beobachteten Ereigniszeitpunkte bedingten Be-

obachtungswahrscheinlichkeiten aller Zielereignisse verwendet, also

Lpartiell(β, y) =
m∏

i=1

exp(ηi:m)∑
`∈Ri

exp(η`)
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mit zugehöriger partieller Log-Likelihoodfunktion

ln(Lpartiell(β, y)) =
m∑

i=1

ηi:m − ln


∑

`∈Ri

exp(η`)


 .

Mit Hilfe offensichtlicher (kombinatorischer) Modifikationen können auch Fälle behandelt

werden, in denen Bindungen zwischen den(ti:m)1≤i≤m auftreten.

Anwendung 3.81(Tests auf proportionale Hazards)

Modellgleichung (3.79.1), zusammen mit der BeziehungS(t) = exp(−Λ(t)) aus Bemerkung

3.73.(i) ergibt, dass unter den Gegebenheiten von Definition 3.72.(c) für eingegebenes Kova-

riablenprofil~xA gilt:

SA(t) = exp(−ΛA(t)) = exp

(
−
∫ t

0
λA(s)ds

)

= exp

(
−
∫ t

0
λ0(s)ds exp(ηA)

)
= [S0(t)]

exp(ηA).

Damit ist

log(− log(SA(t))) = ηA + log(− log(S0(t)))

und für zwei unterschiedliche Kovariablenprofile~xA und~xB gilt folglich

log(− log(SA(t)))− log(− log(SB(t))) = ηA − ηB.

Für zwei unterschiedliche Strata von Kovariablenprofilen kann also eine visuelle Inspektion der

log-minus log-transformierten geschätzten Survivalfunktionen als Modelldiagnosetechnik zum Ein-

satz kommen. Ein formaler Test auf proportionale Hazards kann konstruiert werden mit Hilfe der

skalierten Schoenfeld-Residuen (siehe z.B. Grambsch and Therneau (1994)).

Beispiel 3.82

Häftlingkeitsdaten aus Rossi et al. (1980), siehe Präsentation mit R.

Definition 3.83 (Pseudo-Bestimmtheitsmaß bei partieller Likelihood)

Da zur Modellanpassung unter Bemerkung 3.80.(e) die partielle Likelihoodfunktion verwendet

worden ist, ist die Schätzung der durch das Modell erklärten Streuung der Response hier kompli-

zierter als im Falle der ANCOVA oder der GLMs. Eine Approximation liefert dieeinfacheFormel

vonMaddala (Maddala, 1983, Seite 39). Bezeichne dazu in Anlehnung an Definition 3.64

D(β̂) = 2
[
log(Lpartiell(β̂, y))− log(Lpartiell(β̂0, y))

]
,

wobeiβ̂0 dem Null-Modell (nur Intercept) entspricht. Dann ist einPseudo-Bestimmtheitsmaß ge-

geben durch

R̃2
Maddala := 1− exp

(
−D(β̂)

n

)
.
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Es existieren viele weitere Vorschläge in der Literatur, wobei manche wie imFalle der GLMs (siehe

Definition 3.64) auch einen Vergleich mit dem saturierten Modell beinhalten.

Anwendung 3.84(Zeitabhängige Kovariablen)

Neben statischen Kovariablen (wie zum Beispiel Geschlecht oder ethnische Zugehörigkeit) tre-

ten in der Survival Analysis oftmals auch dynamische Kovariablen auf, deren Ausprägungen sich

selbst im Zeitverlauf ändern (können), z.B. kumulative Schadstoffexposition oder Therapieindi-

kator (bei Crossover-Studien). Zur statistischen Analyse des Einflusses solcherzeitabhängigen

Kovariablen müssen im Likelihood-Ansatz zu jedem Ereigniszeitpunktti:m für alle Beobachtungs-

einheiten unter Risiko (` ∈ Ri) dieZeit-aktuellenWerte der Kovariablen zur Verfügung stehen.

Eine modifizierte Form der partiellen Likelihoodfunktion ist dann unter den in Bemerkung 3.80.(e)

getroffenen Annahmen gegeben durch

Lpartiell(β, y) =

m∏

i=1

exp(ηi:m,i)∑
`∈Ri

exp(η`,i)
,

wobeiη`,i =
∑k

j=1 βjx`j,i den (zeitabhängigen) Wert des linearen Prädiktors von Beobachtungs-

einheit` zum Zeitpunktti:m bezeichnet undηi:m,i zu der Beobachtungseinheit gehört, bei der das

Zielereignis zum Zeitpunktti:m eintritt (mit analogen Verallgemeinerungen bezüglich Bindungen

wie unter Bemerkung 3.80.(e)). Da dieses Vorgehen unter Umständen zu einem erheblichen Be-

rechnungsmehraufwand führen kann, ist ein vorgeschalteter Test auf Zeitabhängigkeit für solche

Kovariablen empfehlenswert, für die Dynamik vermutet wird.

SeiX1 eine solche Kovariable. Das ursprüngliche proportional hazards-Modell (der Einfachheit

halber nur mit dieser einen Kovariablen) macht die Annahme

λ(t|Xi1 = xi1) = λ0(t) exp(β1xi1), 1 ≤ i ≤ n.

Um nun eine Zeitabhängigkeit des Einflusses vonX1 auf die Response zu überprüfen, nehmen

wir eine abgeleitete Variable mit DynamikX2 hinzu, etwaX2 = X1t oderX2 = X1 log(t), und

betrachten das erweiterte Modell, das den Zusammenhang

λ(t|Xi1 = xi1) = λ0(t) exp(β1xi1 + β2xi2), 1 ≤ i ≤ n,

annimmt. Durch Prüfen der HypotheseH0 : β2 = 0, welches mit Standardmethodik (Wald-Test,

t-Test) möglich ist, lässt sich nun beurteilen, ob der Einfluss der interessierenden KovariableX1

eine Zeitabhängigkeit hat.

Beispiel 3.85(Leukämie-Daten, Example 11.6 in Le (2003))

Im Rahmen einer kontrollierten Wirksamkeitsstudie für ein Medikament gegen Leukämie mitn =

42 PatientInnen wurde jede(r) Versuchsteilnehmende zufällig dem Therapiearm (xi1 = 1) oder

dem Placeboarm (xi1 = 0) zugeordnet.
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Das Zielereignis (Response) war die Remissionszeit bzw. Zensierung,falls bei Studienende noch

kein Rückfall eingetreten war.

Es sollen die folgenden beiden Fragestellungen geprüft werden:

(1) Hat das Medikament eine Wirkung darauf, die Remissionszeit zu verlängern (ja/nein)?

(2) Hat das Medikament ein (zeitlich) kumulative Wirkung, d.h., spielt die Behandlungsdauer

eine wichtige Rolle?

 siehe Präsentation mit R und Handouts.

3.8 Bayesianische Behandlung linearer Modelle

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Einblick in die Bayesianische Behandlung von (mul-

tiplen) linearen Regressionsmodellen und GLMs.

Wir beginnen mit dem klassischen ANCOVA-Modell aus 3.14, alsoY = Xβ + ε mit allen ge-

machten Zusatzannahmen. In Bayesianischer Notation haben wir:

Y |β̃ = β, σ̃2 = σ2 ∼ Nn(Xβ, σ2In),

wobeiβ̃ undσ̃ Zufallsgrößen sind.

Besonders einfach wird Bayesianische Inferenz bei Vorliegen vonkonjugierten Verteilungsklas-

sen.

Definition 3.86 (Inverse Gamma-Verteilung)

Ist Z1 eine nicht-negative Zufallsvariable mitZ1 ∼ Gamma(α, r), so heißtZ2 := 1/Z1 invers

gammaverteilt, in ZeichenZ2 ∼ IG(α, r). Die Lebesguedichte vonZ2 ist gegeben durch

fZ2(z) =
αr

Γ(r)
z−(r+1) exp(−α/z)1(0,∞)(z) und es gilt

E [Z2] =
α

r − 1
und Var(Z2) =

α2

(r − 1)2(r − 2)
, falls r > 2.

Definition 3.87 (Normal-inverse Gammaverteilung)

Seiβ̃|σ̃2 = σ2 ∼ Np

(
m,σ2M

)
für Hyperparameterm undM , und sei zusätzlich̃σ2 ∼ IG(α, r)

mit Hyperparameternα undr. Dann heißt die gemeinsame Verteilung vonβ̃ und σ̃2 Normal-in-

verseGammaverteilung mit Parameternm, M , α undr. Als gemeinsame Dichte ergibt sich:

f(β̃,σ̃2)(β, σ
2) = fβ̃|σ̃2=σ2(β) fσ̃2(σ2)

=
[
(2π)

p
2σp|M | 12

]−1
exp

(
− 1

2σ2
(β −m)tM−1(β −m)

)
×

αr

Γ(r)
(σ2)−(r+1) exp

(
− α

σ2

)
, β ∈ Rp, σ2 > 0.
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Wir schreiben(β̃, σ̃2) ∼ NIG(m,M,α, r).

Lassen wir Faktoren in der gemeinsamen Dichte fort, die weder vonβ noch vonσ2 abhängen, so

erhalten wir

f(β̃,σ̃2)(β, σ
2) ∝ σ−p exp

(
− 1

2σ2
(β −m)tM−1(β −m)

)
(σ2)−(r+1) exp

(
− α

σ2

)

= (σ2)−
p
2
−r−1 exp

(
1

σ2

[
−1

2
(β −m)tM−1(β −m)− α

])
. (3.87.1)

Korollar 3.88

Nehmen wir(β̃, σ̃2) ∼ NIG(m,M,α, r) an, so gilt offenbar

E
[
β̃|σ̃2 = σ2

]
= m, Cov

(
β̃|σ̃2 = σ2

)
= σ2M,

E
[
σ̃2
]
=

α

r − 1
falls r > 1 und

Var
(
σ̃2
)
=

α2

(r − 1)2(r − 2)
falls r > 2.

Ferner gilt unbedingt fürr > 1:

E
[
β̃
]

= E

[
E
[
β̃|σ̃2

]]
= m und

Cov
(
β̃
)

= E
[
Cov

(
β̃|σ̃2

)]
+ Cov

(
E
[
β̃|σ̃2

])

= E
[
σ̃
]
M =

α

r − 1
M

nach Kovarianzzerlegungsformel, siehe z.B. (Ross, 2002, Seite 392).

Da fernerfσ̃2|β̃=β(σ
2) ∝ f(β̃,σ̃2)(β, σ

2) gilt, ist

σ̃2|β̃ = β ∼ IG

(
α+

1

2
(β −m)tM−1(β −m), r +

p

2

)
.

Schließlich nutzen wir zur Berechnung der unbedingten (Rand-)Verteilung vonβ̃ aus, dass wegen

der Normierungsbedingung derIG
(
α+ 1

2(β −m)tM−1(β −m), r + p
2

)
-Verteilung gilt:

∫ ∞

0
(σ2)−

p
2
−r−1 exp

(
1

σ2

[
−1

2
(β −m)tM−1(β −m)− α

])
dσ2

= Γ(r +
p

2
)

{
α+

1

2
(β −m)tM−1(β −m)

}−r− p
2

.

Damit folgt aus [3.87.1] (gemeinsame Dichte bezüglichσ2 ausintegriert), dass

fβ̃(β) ∝ Γ(r +
p

2
)

{
α+

1

2
(β −m)tM−1(β −m)

}−r− p
2

∝
{
1 +

1

2r
(β −m)t

[α
r
M
]−1

(β −m)

}−r− p
2

.

Dies entspricht derλp-Dichte einer multivariaten t-Verteilung mit2r Freiheitsgraden, Lokations-

parameterm und DispersionsparameterαM/r, alsoβ̃ ∼ t(2r,m, α/r ·M).
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Anmerkung:

Die Varianz-Kovarianz-Matrix einer multivariaten t-Vereilung mit DispersionsparameterΣ undν

Freiheitsgraden ist gegeben durchνν−2Σ, falls ν > 2.

Satz 3.89

Die Familie der Normal-inversen Gammaverteilungen für die Parameter(β̃, σ̃2) ist konjugiert

zur Familie der Normalverteilungen für die Likelihood der ResponseY im klassischen ANCOVA-

Modell 3.14.

Genauer gilt:

Falls Y |β̃ = β, σ̃2 = σ2 ∼ Nn

(
Xβ, σ2In

)
und(β̃, σ̃2) ∼ NIG(m,M,α, r), so ist

(β̃, σ̃2)|Y = y ∼ NIG(m∗,M∗, α∗, r∗) mit

M∗ = (XtX +M−1)−1, m∗ = M∗(M−1m+Xty),

r∗ = r +
n

2
, α∗ = α+

1

2

(
yty +mtM−1m− (m∗)t(M∗)−1m∗

)
.

Beweis:

f(β̃,σ̃2)|Y=y(β, σ
2) ∝ f(β̃,σ̃2)(β, σ

2) l
(
(β, σ2), y

)

∝ (σ2)−
p
2
−r−1 exp

(
1

σ2

[
−1

2
(β −m)tM−1(β −m)− α

])
×

σ−n exp

(
− 1

2σ2
(y −Xβ)t(y −Xβ)

)
.

Dieser Ausdruck kann durch algebraische Manipulationen in die gewünschte Form gebracht wer-

den (siehe Übungsaufgabe). �

Korollar 3.90

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.89 gilt:

(i) β̃|σ̃2 = σ2, Y = y ∼ Np (µβ ,Σβ) mit

Σβ =

(
1

σ2
XtX +

1

σ2
M−1

)−1

und

µβ = Σβ

(
1

σ2
Xty +

1

σ2
M−1m

)
.

(ii) σ̃2|β̃ = β, Y = y ∼ IG(α′, r′) mit

α′ = α+
1

2
(y −Xβ)t(y −Xβ) +

1

2
(β −m)tM−1(β −m) und

r′ = r +
n+ p

2
.
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Beweis: Aus Satz 3.89 ist bekannt, dass(β̃, σ̃2)|Y = y ∼ NIG(m∗,M∗, α∗, r∗). Aus Definition

3.87 und Korollar 3.88 haben wir zudem die folgenden Charakterisierungen vonNIG(m∗,M∗, α∗, r∗)

gewonnen:

(a) β̃|σ̃2 = σ2, Y = y ∼ Np

(
m∗, σ2M∗

)

(b) σ̃2|β̃ = β, Y = y ∼ IG
(
α∗ + 1

2(β −m∗)t(M∗)−1(β −m∗), r∗ + p/2
)

Esbleibt,dieParameter zu identifizieren:

(i)

σ2M∗ = σ2
(
XtX +M−1

)−1
=

(
σ−2XtX + σ−2M−1

)−1
= Σβ .

m∗ = M∗
(
M−1m+Xty

)
= σ−2Σβ

(
M−1m+Xty

)

= Σβ

(
σ−2M−1m+ σ−2Xty

)
= µβ .

(ii) Leicht errechnen wirr∗ + p/2 = r + n/2 + p/2 = r + n+p
2 = r′. Ferner ergibt sich

α∗ + (β −m∗)t(M∗)−1(β −m∗)/2 = α+
(
yty +mtM−1m− (m∗)t(M∗)−1m∗

)
/2

+
1

2
(β −m∗)t(M∗)−1(β −m∗) =: α′′.

Wir vergleichen:

2(α′′ − α′) = yty +mtM−1m− (m∗)t(M∗)−1m∗ + (β −m∗)t(M∗)−1(β −m∗)

−(y −Xβ)t(y −Xβ)− (β −m)tM−1(β −m) = 0.

Beachtezu letzter Gleichheit:

(M∗)−1m∗ = M−1m+Xty,

(m∗)t(M∗)−1 =
(
M−1m+Xty

)t
,

da(M∗)−1 symmetrisch ist. �

Bemerkung 3.91

Aus Korollar 1.9 ist bekannt, dass unterquadratischemVerlust die bedingte ErwartungE
[
β̃|Y

]

Bayes-optimaler (Punkt-)Schätzer fürβ ist. Wir erhalten

β̂Bayes = E
[
β̃|Y

]
= (XtX +M−1)−1(M−1m+XtY ).

Definieren wir die MatrixA durchA :=
(
XtX +M−1

)−1
XtX, so gilt damit

β̂Bayes= (Ip −A)m+Aβ̂, wobeiβ̂ = (XtX)−1XtY der Kleinste Quadrate Schätzer fürβ ist.

Die erarbeiteten Ansätze zur Bayesianischen Inferenz im klassischen ANCOVA-Modell lassen sich

konzeptionell auch auf verallgemeinerte lineare Modelle übertragen.
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Definition 3.92

Seil(β, y) =
∏n

i=1 l(β, yi) die (gemeinsame) Likelihoodfunktion eines verallgemeinerten linea-

ren Modells, wobei wir die Abhängigkeit von den Kovariablen zur notationellen Vereinfachung

unterdrücken. Sei fernerfβ̃ eine a priori-Dichte bezüglich des Lebesguemaßesλp aufRp.

Dann heißt

(i) fβ̃|Y=y, gegeben durch

fβ̃|Y=y(β) =
fβ̃(β)l(β, y)∫

Rp fβ̃(β)l(β, y)dβ
∝ fβ̃(β)l(β, y)

a posteriori -Dichtevonβ̃ (bezüglichλp) gegeben die beobachteten DatenY = y.

(ii) E
[
β̃|Y = y

]
=
∫
Rp βfβ̃|Y=y(β)dβ a posteriori -Erwartungswert vonβ̃.

(iii) Cov
(
β̃|Y = y

)
=
∫
Rp

(
β − E

[
β̃|Y = y

])(
β − E

[
β̃|Y = y

])t
fβ̃|Y=y(β)dβ a posteriori -

Kovarianzmatrix vonβ̃ (gegebenY = y).

(iv) β̂post. := argmax
β∈Rp

fβ̃|Y=y(β) = argmax
β∈Rp

{
ln(fβ̃(β)) + ln(l(β, y))

}
a posteriori -Modus-

Schätzer bzw.maximuma posteriori (MAP)-Schätzer fürβ.

Anmerkung:

In der Praxis ist die Berechnung des a posteriori-ErwartungswertesE
[
β̃|Y = y

]
sowie der a

posteriori-Kovarianzmatrix Cov
(
β̃|Y = y

)
nur in wenigen Spezialfällen analytisch möglich. Nu-

merische Integrationen imRp sind nur für kleine oder moderate Dimensionenp verlässlich bzw.

stabil. Gerne zieht man sich daher auf MAP-Schätzer zurück.

Satz und Definition 3.93(Ridge-Schätzer)

Wählen wir unter den Gegebenheiten von Definition 3.92 eine a priori-Normalverteilung, d.h.,

β̃ ∼ Np (m,M), so erhalten wir

(a)

β̂post. = argmax
β∈Rp

{
ln(l(β, y))− 1

2
(β −m)tM−1(β −m)

}

=: argmax
β∈Rp

ln(lpost.(β, y)).

Damit kann die logarithmische a posteriori-Dichteln(lpost.(·, y)) auch alspenalisierte Lo-

glikelihoodfunktion aufgefasst werden. Der Strafterm(β − m)tM−1(β − m) penalisiert

dabei Abweichungen vom a priori-Erwartungswertm.

(b) Wählen wir speziellm = 0 undM = τ2Ip, so erhalten wirβ̂post. als den sogenannten

Ridge-Schätzermit Shrinkage-(Schrumpfungs-)Parameter λ := [2τ2]−1 und der Strafterm

vereinfacht sich zu

λ · (βtβ) = λ‖β‖22.
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(c) Mit der penalisierten Fisher-InformationsmatrixFpost.(β), gegeben durch

(Fpost.(β))i,j = −E

[
∂2 ln(lpost.(β, y))

∂βi∂βj

]
, 1 ≤ i, j ≤ p,

gilt für n → ∞:

β̂post.(n) ∼
as.

Np

(
β, F−1

post.(β̂post.)
)
,

wobeiFpost. (vermittelsl(β, y)) ebenfalls vom Stichprobenumfangn abhängt.

Beweis: Abschnitt 4.6 in Fahrmeir et al. (2009). �

Bemerkung 3.94

(i) Das Konzept der penalisierten Likelihood-Inferenz kann bedeutendverallgemeinert werden

und stellt einen Schwerpunkt moderner Forschung im Bereich der mathematischen Statistik

dar.

(ii) Ein allgemeiner Zugang zur Bayesianischen Inferenz in komplizierten Modellen ist gegeben

durch sogenannte Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren, die Algorithmen liefern,

um Pseudo-Stichproben aus den entsprechenden a posteriori-Verteilungen am Computer zu

generieren.

Anwendung 3.95(Markoffketten und Markov Chain Monte Carlo-Verfahren)

Siehe auch die entsprechende Präsentation (mit R-Beispielen).

NotizenzumThema„Mar koffkettenaufendlichenZustandsräumen“

Sei(Ω, 2Ω) ein Zustandsraum mit|Ω| = m. Der ÜbergangskernK(x, ·) ist Wahrscheinlichkeits-

maß aufF = 2Ω, d.h. K(x, ·) : F → [0, 1]. Falls (Xn) zeithomogen ist, istK(x, ·) bereits

vollständig spezifiziert durch Angabe allerK(x, y), x, y ∈ Ω. Also kannK beschrieben werden

durch eine(m×m)-Matrix P mit P (x, y) = P
(
X1 = y|X0 = y

)
.

Beispiel:m = 4 und P =




0 1 0 0
1
3 0 2

3 0

0 2
3 0 1

3

0 0 1 0




a) Ist P rekurrent?Ist P ir reduzibel?

(1, 1) : (1)− (2)− (1)
√

(1, 2) : (1)− (2)
√

(1, 3) : (1)− (2)− (3)
√

(1, 4) : (1)− (2)− (3)− (4)
√
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(2, 1) :
√

(2, 2) : (2)− (3)− (2)
√

(2, 3) :
√

(2, 4) : (2)− (3)− (4)
√

(3, 1) : (3)− (2)− (1)
√

(3, 2) :
√

(3, 3) : (3)− (4)− (3)
√

(3, 4) :
√

(4, 1) : (4)− (3)− (2)− (1)
√

(4, 2) : (4)− (3)− (2)
√

(4, 3) :
√

(4, 4) : (4)− (3)− (4)
√

b) InvariantesMaß(Startverteilung)

µ
!
= µP⇐⇒ (µ1, µ2, µ3, µ4) = (µ1, µ2, µ3, µ4) ·




0 1 0 0
1
3 0 2

3 0

0 2
3 0 1

3

0 0 1 0




.

Dies ist äquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

µ1 =
µ2

3
[1]

µ2 = µ1 +
2µ3

3
[2]

µ3 =
2µ2

3
+ µ4 [3]

µ4 =
µ3

3
. [4]

[1] in [2]: µ2 =
µ2

3
+

2µ3

3
⇐⇒ µ2 = µ3. [5]

[5] und[4] und[1] =⇒ µ1 = µ4 =
µ2

3 .

4∑

i=1

µi ≡ 1 =⇒ 2µ2 +
2

3
µ2 = 1

⇐⇒ 8

3
µ2 = 1 ⇐⇒ µ2 =

3

8

=⇒ (µ1, µ2, µ3, µ4) =

(
1

8
,
3

8
,
3

8
,
1

8

)
.
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Probe:

(
1

8
,
3

8
,
3

8
,
1

8

)




0 1 0 0
1
3 0 2

3 0

0 2
3 0 1

3

0 0 1 0




=

(
1

8
,
3

8
,
3

8
,
1

8

) √

Aber: Diese Kette ist periodisch (mit Periode 2). Daher findet Konvergenz gegen das invariante

Maß nicht für jedesµ(0) statt! Es ist dies eineEhrenfest-Kette mitN = 3, allgemein gegeben

durch

P (x, y) =
x− 1

N
, y = x− 1,

P (x, y) =
N − x+ 1

N
, y = x+ 1,

P (x, y) = 0, sonst.

NeueKette (m = 3):

P =




4
10

4
10

2
10

3
10

4
10

3
10

2
10

4
10

4
10




P rekurrent und irreduzibel (
√

), P ist aperiodisch (
√

).

µ∗ =

(
3

10
,
4

10
,
3

10

)
, denn

(
3

10
,
4

10
,
3

10

)



4
10

4
10

2
10

3
10

4
10

3
10

2
10

4
10

4
10


 =

(
3

10
,
4

10
,
3

10

)
.
√

Definition 3.96 (Doppelexponentialverteilung)

Die Doppelexponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) mit Skalenparameterλ > 0 ist eine

stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung aufR mit Lebesguedichtefλ, gegeben durch

fλ(t) =
λ

2
exp(−λ|t|), t ∈ R.

Satz 3.97

Wählen wir unter den Gegebenheiten von Definition 3.92 die a priori-Dichte alsfβ̃(β) =
∏p

j=1 fλ(βj),

nehmen wir also a priori stochastisch unabhängige, identisch Laplace(λ)-verteilte Regressionsko-

effizienten an, so ist der resultierende MAP-Schätzer fürβ einL1-Norm penalisierter Maximum-

Likelihood-Schätzer.
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Beweis: Für die a posteriori-Dichte voñβ gilt

fβ̃|Y=y(β) ∝ l(β, y) ·
p∏

j=1

exp(−λ|βj |).

Damit ist β̂post. = arg max
β∈Rp

fβ̃|Y=y(β)

= arg max
β∈Rp

{ln (l(β, y))− λ

p∑

j=1

|βj |}

= arg max
β∈Rp

{ln (l(β, y))− λ · ‖β‖1}.

�

Bemerkung 3.98

(a) Es gilt äquivalent

β̂post. = arg min
β∈Rp

{− ln (l(β, y)) + λ ‖β‖1}.

Im Falle normalverteilter Responsevariablen ist− ln (l(β, y)) isotone Transformation der

Fehlerquadratsumme.

(b) Im klassischen ANCOVA-Modell mit unbekannter Fehlervarianzσ2 bietet es sich wiederum

an, die bedingtea priori-VerteilungL(β̃|σ̃2 = σ2) als [Laplace(λ/σ)]p zu wählen, da dann

für jede a priori-inverse Gammaverteilung vonσ̃2 sichergestellt ist, dass die a posteriori-

Dichte unimodal ist (siehe Park and Casella (2008)).

(c) Der Skalierungs- bzw. Regularisierungsparameterλ kann entweder (z.B. durch Kreuzva-

lidierung oder marginale Likelihoodmaximierung) explizit gewählt werdenoder es wird

eine zusätzliche Hierarchiestufe in die Bayesianische Modellierung eingeführt, indem ei-

ne Hyper-a priori-Verteilung für̃λ gewählt wird. Park and Casella (2008) empfehlen eine

Gammaverteilung für̃λ2.

(d) Unter den Gegebenheiten von (b), also klassischer ANCOVA, entspricht β̂post. aus Satz 3.97

dem lasso (least absolute shrinkage and selection operator)-Schätzeraus Tibshirani (1996).

(e) L1-Regularisierung führt im Gegensatz zurL2-Regularisierung oft implizit zu einer Varia-

blenselektion. Dazu schreiben wir die Zielkriterien der beiden Verfahren um:

β̂lasso = argminM1{− ln (l(β, y))}, M1 := {β ∈ Rp : ‖β‖1 ≤ C1}

β̂Ridge = argminM2{− ln (l(β, y))}, M2 := {β ∈ Rp : ‖β‖22 ≤ C2},

wobeiC1 ≡ C1(λ) undC2 ≡ C2(λ) Transformationen des jeweiligen Regularisierungspa-

rameters sind.
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Im ANCOVA-Falle ist− ln (l(β, y)) äquivalent zur Fehlerquadratsumme
∑n

i=1(yi−
∑p

j=1 βjxij)
2,

deren Konturlinien fürp = 2 bezüglichβ ∈ R2 Ellipsen sind.

Wir erhalten die folgenden beiden Schaubilder (adaptiert nach Tibshirani(1996)).

β1

β2

β̂KQ

β̂lasso

M1

β1

β2

β̂Ridge

β̂KQM2
β

(f) Es existieren eine Reihe verallgemeinerter Regularisierungstechniken, so zum Beispiel Bridge-

Regression (Lq-Norm Regularisierung mit allgemeinemq ≥ 0) oder „elastic net“ (Straf-

term ist gewichtetes Mittel ausL1- undL2-Norm Regularisierungstermen). Die Herleitung

von (asymptotischen) Verteilungsaussagen für penalisierte ML- bzw. KQ-Schätzer ist Ge-

genstand aktueller Forschung.
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Kapitel 4

Das Statistik-Softwaresystem R

Siehe Präsentationen aus der ersten Übungswoche.
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