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Vorbemerkungen

Das Material zu diesem Skript habe ich zum Teil im Rahmen meiner Vertretungsprofessur an der
Technischen Universitdt Clausthal im Sommersemester 2011 zusammengestellt. Weitere wichtige
Quellen waren das Skript iiber inferentielle Likelihoodtheorie von Prof. Guido Giani (Deutsches
Diabetes-Zentrum Diisseldorf) und das Skript tiber Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik von
Dr. Wolfgang Meyer, Forschungszentrum Jiilich, sowie die Arbeiten im GALA-Projekt, die auch
Niederschlag in meiner Diplomarbeit an der Fachhochschule Aachen, Abteilung Jiilich gefunden
haben. Allen Lehrenden, die mich in Jiilich und Diisseldorf begleitet haben, mochte ich herzlich

danken.
Fiir die Manuskripterstellung danke ich Mareile Grole Ruse und Konstantin Schildknecht.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Verfiigung.

Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehorigen Stellen.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Entscheiden unter Unsicherheit, statistische Modelle

Beim Ubergang von der Wahrscheinlichkeitstheorie zur mathematischen Statistik sind zwei wich-

tige Anderungen zu ,,verkraften*:

(1) Die Modellbildung erfolgt typischerweise auf dem ,,Ausgaberaum® (Wertebereich) von Zu-

fallsgroB3en, nicht auf deren Definitionsbereich (,,Grundraum®).

(2) Statt eine einzige ,richtige” Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die ZufallsgroBe X aus dem
Grundraum (€2, F,P) herzuleiten, wird eine Familie von indizierten Wahrscheinlichkeits-
maBen (Py)yeco betrachtet und es wird zu ermitteln versucht, fiir welches 9 das MaB Py die
(unbekannte oder nur teilweise bekannte) Verteilung von X gemil} gewisser Kriterien am
besten / hinreichend gut beschreibt oder fiir welche ¢ die Verteilung Py ,.kompatibel* mit

Realisierungen = von X (Beobachtungen, Stichproben) ist.

Wir werden etwas konkreter: In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist das grundlegende Objekt der
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P). Zufallsvariablen sind messbare Abbildungen X : Q — .
Typischerweise berechnet man £(X) = PX¥ = P o X!, ein WahrscheinlichkeitsmaB auf €',
genannt die ,,Verteilung von X

Veranschaulichen wir uns dies durch ein elementares Beispiel, das des doppelten Wiirfelwurfs.
Hierist Q = {1,...,6}%, F = 2% und P = (UNI{1,...,6})%. Sei X : Q@ — {2,...,12} = O

die Augensumme. Dann ist fiir j € €/
PX({7}) = P(X=))
= P{we2: X(w)=j}),

2.B.PX({T}) = B(X = 7) = P{(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, 1)}) = 6/36 = 1/6.
In der Statistik lautet die Aufgabe nun indes, Riickschliisse (Inferenz) auf P bzw. P~ nur aufgrund

von Beobachtungen X = x zu machen. Zum Beispiel konnte man sich die Frage stellen, ob die



beiden Wiirfel tatséchlich ,fair* sind und dazu das obige Experiment oft wiederholen und die
Ausginge in einer Strichliste festhalten.

Bezeichne daher formal X eine ZufallsgroBe, die den moglichen Ausgang eines Experimentes
beschreibt Da man die statistischen Schliisse iiber ¢ nur vermittels der Stichprobe X = x zieht,
liegt es nahe, den Bildraum von X nunmehr zum grundlegenden Objekt zu machen. Sei also von
nun an {2 der zu X gehorige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller moglichen Realisierungen
von X und F C 2% eine o-Algebra iiber §2. Die Elemente von F heiflen messbare Teilmengen
von 2 oder Ereignisse.

Bezeichne P die Verteilung von X. Es gelte PX € P = {Py : ¥ € ©}. Der Wert ¥ kann als der

unbekannte und unbeobachtbare Zustand der Natur interpretiert werden.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (Q, F,P) mit Q # () eine nichtleere Menge, F C 2 eine o-Algebra iiber Q und P =
{Py : 9 € O} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf F heifit statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls © C R* k € N, so heiit (0, F,P) parametrisches statistisches Modell, 9 € © Parameter

und © Parameterraum.

Appell: Obschon der eigentliche ,,Grundraum® (der Definitionsbereich von X, die ,,Zielpopulati-
on“) in der zentralen Definition [L.IInicht mehr explizit auftaucht und auch nur an einigen wenigen
Stellen im Skript fiir mathematische Zwecke gebraucht (und dann mit Q! bezeichnet) wird, so
sollte man sich insbesondere in der Praxis doch stets und stindig auch iiber Q! im Klaren sein

(,,Reprisentativitit*) !
Beispiel 1.2

a) In einem groflen industriellen Produktionsprozess interessiert der Ausschussanteil, d.h., der
Anteil fehlerhafter Produktionstiicke. Es wird zu diesem Zweck eine Stichprobe vom Umfang
n zufillig aus den gefertigen Produktionsstiicken entnommen. Die Zahl n € N ist von der
Geschdiftsfithrung vorgegeben worden. Ihr wird nach Beendigung dieser Qualitdtspriifung mit-

geteilt, wie viele der n gepriiften Teile sich als Ausschuss erwiesen haben.

2,{0,...,n}, F = f2 (Potenzmenge), (Py)yco = (Bin(n,p))o<p<1,© = [0,1] 5 p = 9.

b) Man nehme an, das Merkmal “Intelligenzquotient” sei in einer Zielpopulation (z.B der Bevol-
kerung Frankreichs) normalverteilt. Man ist aus demoskopischen Griinden an Erwartungswert
und Varianz dieser Normalverteilung interessiert. Dazu fiihren n zufdllig ausgewdhlite Ein-
wohnerlnnen Frankreichs einen Intelligenztest unabhdngig voneinander unter standardisier-

ten, kontrollierten Bedingungen durch. Fiir jede(n) Teilnehmerin ergibt sich daraus ein Wert

Witting (1983): ,,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einer ,,Beobachtung® = zusammengefasst.“



ihres/seines Intelligenzquotienten.
Q=R",F =B(R"),0 =R xRx0,9 = (1,067), (Py)oco = (N (1, 0%))") (n.02)c0-

Kritikpunkte: Der IQ kann weder negativ noch unendlich grof3 werden, noch kann jeder Wert
aus einem Intervall angenommen werden, da die Berechnungsformel nur auf rationalen Zahlen

basiert.

Hier ist das statistische Modell also nur eine niherungsweise Beschreibung des tatscdchlichen

Vorgangs in der Natur! Allgemein ist jedes Modell (nur) eine Abstraktion der Wirklichkeit.

¢) In einem landwirtschaftlichen Forschungsinstitut werden k unterschiedliche Weizensorten auf
Jjeweils n Feldstiicken angebaut. Man ist an Unterschieden im mittleren Ertrag der Sorten inter-
essiert. Dazu nimmt man an, alle (k mal n) Ertragsmessungen seien stochastisch unabhdngig
und jeweils normalverteilt mit einem Sorten-spezifischen Mittelwert p;,1 < i < k. Die Va-
riabilitit der Messungen sei rein technisch bedingt und daher bei allen (k mal n) Messungen
identisch sowie bekannt. Ein etwaiger “Feldeffekt” auf den Ertrag existiere nicht bzw. sein von

vernachldssigbarer Groflenordnung.

Q=R"" F=BR"), 0=RF9=(u1,..., )" =: [

n
(Py)veco = ®./\/k(ﬁ, . Ik),UQ > 0 bekannt
i=1
i
= Nnk aO-QIn-k
i

Die Messwerte werden hier typischerweise in Matrixform vorliegen.

Statistische Inferenz beschiftigt sich damit, Aussagen iiber die wahre Verteilung PX bzw. den

wahren Parameter ) zu gewinnen. Speziell formalisieren wir dies durch Entscheidungsprobleme.

Definition 1.3

Es sei (Q, F, (Py)yeco) ein statistisches Modell. Eine Entscheidungsregel ist eine messbare Abbil-
dung § : Q@ — (A, A). Der Messraum (A, A) heifit Aktionsraum. Jede Funktion L : ©@ x A — R>,
die messbar im zweiten Argument ist, heif3t eine Verlustfunktion. Das Tupel (0, F, (Py)yco, A, A, L)

heifit ein statistisches Entscheidungsproblem.

Das Risiko einer Entscheidungsregel d bei Vorliegen des Parameters v ist der (unter ) erwartete

Verlust von 9, also

R(9,6) = Ey[L(0,5)] = /Q L(9, 5(2))Py(d).



Beispiel 1.4

(a) Punktschiitzung:
Sei (Q7f7 (Pﬁ)ﬁe@) = (Rn7 B(Rn)7 ((N(ﬁv 1))n)79€@=R)‘
Unsere Aufgabe sei, einen rellen Wert 0= @(m) anzugeben, der den unbekannten Parameter
Y aus der Realisierung x = (x1,...,x,) “moglichst prizise schdtzt.”

Wir formalisieren dies als statistisches Entscheidungsproblem, indem wir zu (2, F, (Py)yco)
den Aktionsraum (A, A) = (R, B(R)) sowie den quadratischen Verlust L(¥,a) = (U —

a)?,a € A = R, hinzufiigen. Betrachten wir nun speziell V(z) = T, = n~! D j=1Tj, 5O

errechnen wir
R(,9) = Ey[(¥ - X,)?]

= Ey[9* - 29X, + X7]

= 192—2192+(192+l)=l,
n’ n
daBy[X2] = (BEy[X,])? + Vary (X,,) ist und Varg (X,,) = n™? > iy Vary (X;) = 1/n

gilt.

(b) Hypothesentest:
Unter dem Modell aus (a) méchten wir entscheiden, ob ) in einem vorgebenen Teilbereich ©g C R
liegt oder in ©1 := R\ ©¢ (sowohl Oq als auch O seien nicht-leer).
Der Aktionsraum besteht hier nur aus zwei Elementen, A = {ag, a1}. O.B.d.A. kann also (A, A) =

({0, 1}, 21913 gewiihlt werden. Eine sinnvolle Verlustfunktion ist gegeben durch:
L(¥,a) = €1 1141 9eoo) + l2 1{a=09c0:}
fiir nicht-negative reelle Konstanten {1 und (.

€1P§(5(X) = 1), falls ¥ € Oy,
52]?19(5()() = 0), falls 9 € 0.

= R(¥,0) =

Die sogenannte “Typl-Fehlerwahrscheinlichkeit” wird also mit {1 und die sogenannte “Typll-
Fehlerwahrscheinlichkeit” mit {y gewichtet. Es ist auch méglich, {1 = £1(9) und ly = l3(V)
vom Wert des Parameters abhingig zu machen, um “schwere” Fehlentscheidungen stirker zu
“bestrafen”.

Um eine Entscheidungsregel auszuwdhlen bedarf es nun Vergleichskriterien zwischen konkurrie-
renden Entscheidungsregeln. Da das Risiko vom unbekannten Parameter abhdngt, kann eine lokal
(auf ©* C ©) “gute” Entscheidungsregel in Bereichen auf3erhalb von ©* durchaus sehr schlechte
Eigenschaften haben.



Definition 1.5
Es sei (0, F, (Py)yco, A, A, L) ein statistisches Entscheidungsproblem. Ferner sei M eine Men-

ge (konkurrierender) Entscheidungsregeln, also eine Menge von Abbildungen von Q2 nach (A, A).

a) Die Entscheidungsregel 5, heifst besser als die Entscheidungsregel 0o, falls V9 € ©: R(19,51) <
R(0,02) gilt und falls ein ¥y € © existiert mit R(J¢,01) < R(Vo, 2). Eine Entscheidungsre-
gel 6% € M heifit zuldssig in M, wenn es in M keine bessere Entscheidungsregel gibt.

b) 0" € M heifst gleichmdifsig beste Entscheidungsregel in M, falls

V9 €O :V5 € M: R(9,8) > R(¥,5).

¢) Eine Entscheidungsregel §* heifst minimax in M, falls

sup R(9,6") = inf sup R(9,9).
EC) deEMyeo

d) Der Parameterraum O trage die o-Algebra Fo, die Verlustfunktion L sei produktmessbar und
Y — Py(B) sei messbar fiir alle B € F.

Sei 7 ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (©, Fg), dass die Unsicherheit iiber den Parameter vor
Experimentbeginn ausdriickt (a priori-Verteilung von ). Das mit w assoziierte Bayesrisiko von

0 € M ist gegeben durch
R:(6) = Er[R(6,9)]
= /R(ﬁ,é)ﬂ'(dt?)
S
= //L(z?,é(x))l%(dm)w(dz?)
0 JQ

0* € M heifst Bayesregel oder Bayes-optimal in M (beziiglich ), falls

R;(0") = inf R.(0).
(") = inf Re(0)

Bemerkung 1.6

(1) Das Bayesrisiko kann auch als insgesamt zu erwartender Verlust interpretiert werden. Be-
trachte dazu den Messraum (0 x ©,F @ Fo) und das Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (Q x
0,F @ Fo), definiert durch P(dx, d9) = Py(dx)n(dd) (die gemeinsame Verteilung von Be-

obachtung und Parameter).

Bezeichnen wir mit X und 0 die Koordinatenprojektionen von ) x © auf €} bzw. ©, so gilt
damit

R () = Es[L(6,0(X))].



(2)

3)

Ist VY € O das Mafs Py absolutstetig beziiglich ;1 und 7 absolutstetig beziiglich v mit Dichten
Ix|9=9 bzw. fo und ist ferner fxj9 : & x © — Rxq (F ® Fo)-messbar, so definieren wir
die a posteriori-Verteilung des Parameters (in Zeichen: P?'X=%) vermittels der folgenden v-

Dichte:

_ fo(9) - fX\@:zz(l“) ~
f@ fX|9:7§(1')f9(19)1/(d19)

f6|X:J1 (79)
(Bayesformel fiir Dichten).

Erhalten wir bei Wahl einer parametrischen Klasse von a priori-Verteilungen fiir ein statisti-
sches Modell dieselbe Klasse (nur mit “upgedateten” Parametern) als a posteriori-Verteilungen

zuriick, so nennt man die entsprechenden Verteilungsklassen konjugiert.

Fiir komplexere Modelle ohne konjugierte Verteilungsklassen ist die Berechnung von a posteriori-
Verteilungen in der Regel nur numerisch moglich, es kommen dabei sogenannte Markov Chain
Monte Carlo (MCMC)-Algorithmen zum Einsatz. In der Praxis sind Bayesianische Methoden
sehr beliebt.

Beispiel 1.7

(a)

(b)

Unter dem statistischen Modell aus Beispiel[[.4(a) (Normalverteilungen mit unbekanntem Er-
wartungswert 9 und bekannter Varianz 0 = 1, n-faches Produktexperiment) greifen wir das
statistische Entscheidungsproblem (R™, B(R™), (N (¢,1))™)ger, R, B(R), L) der Punktschiit-

zung mit L(¥9,a) = (9 — a)? wieder auf und betrachten die drei Entscheidungsregeln
n
791(.%') = n_lzxi = Tn,
i=1

Yo(x) = Tp+1/2 und

Wegen R(0,01) = 1/n < 1/n+1/4 = R(9, ) ist V1 besser als 0 und Uy damit unzulssig.
Allerdings ist weder U1 besser als U3 noch umgekehrt. Vs ist zuldissig, da R(9, 793) = 0 fiir
¥ = 17 und L nicht-negativ ist.

Unter den generellen Gegebenheiten von Beispiel [L.4(b) (Hypothesentest) seien sowohl © als
auch ©1 jeweils einelementig (“einfach”), also © = {99, v1}. Damit ist eine jede a priori-
Verteilung T durch die Angabe von mo := w({Uo}) und m1 := w({V1}) festgelegt. Die Wahr-
scheinlichkeitsmafle Py, und Py, mégen Dichten fx|g—g, =: po und fx|9—9, =: p1 beziiglich
eines Mapes p (z.B. i = Py + P1) besitzen.  besitzt offensichtlich eine Zihldichte.

Nach der Bayesformel ist die a posteriori-Verteilung festgelegt durch
mip;(2)

,j=0,1 (P* — fast iiberall).
Z%:O mepe(T)

PO =9;|X =) =



Erinnerung: Absolutstetigkeit
(Q, F) ein Messraum, Py und p zwei MaBe auf (€2, F).

Py ist absolutstetig beziiglich i :< u(B) = 0 = Py(B) = 0.
Also:
PPy absolutstetig beziiglich 1 < {N : N Nullmenge bzgl. Py} D {N : N Nullmenge bzgl. ;i}.

Satz von Radon-Nikodym:

Py absolutstetig beziiglich y < Py besitzt eine p-Dichte.

Beweis von “<=” durch Widerspruch:

Falls Py nicht absolutstetig beziiglich w ist, so INeF: N Nullmenge von p, aber nicht Null-

menge von Py =
[ sau=02po)
N

fiir alle als Dichte in Frage kommenden Funktionen f = [Py besitzt keine u-Dichte.

Satz 1.8 (Kriterium fiir Bayes-Optimalitét)

Eine Regel §* ist Bayes-optimal, falls 6*(X) = argmin Eg [L(H, a)|X} P— f.s. dh
acA

Es[L(0,6"(x))|X = 2] <Ez[L(0,a)|X = z|Va € A und fiir P~ fast alle z € Q.
Beweis: Sei ¢ eine beliebige Entscheidungsregel. Dann ist

R (0) = E5[Es[L(6,6(X))|X]] > Es[Ez[L(8,6*(X))|X]] = Ra(5%).

Korollar 1.9
Sei das statistische Entscheidungsproblem (Schiitzproblem) (0, F, (Py)gcocr, R, B(R), L) gege-

ben.

(a) Fiir L(9,a) = (9—a)? ist die bedingte Erwartung E[0|X| (also der a posteriori-Mittelwert)

Bayes- optimaler Schdtzer von 9 beziiglich der a priori-Verteilung .

(b) Fiir L(9,a) = |9 — a| ist jeder a posteriori-Median, d.h. jedes U mit P(0 < | X) > L und
P(g > 1§7T|X ) > % Bayes-optimaler Schiitzer (falls die a posteriori-Verteilung existiert).

Beweis: Lo-Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung, L;-Minimierungseigenschaft des
(eines) Medians. |



Beispiel 1.10 (Fortsetzung von [L.7Z(b))
Nach Satz[L8 muss die Minimalstelle von Eg[L (0, a)| X = x| bestimmt werden, um die optimale

Entscheidungsregel zu finden. Der Parameterraum © = {9,V } ist diskret, also ist

1
Es[L(0,0)|X =2] = ZL(ﬁj,a)m = 9,|X = 1z)

7=0
= L(Wo,a)-P(0 =0 X =z) + L(01,a) - PO = 1| X = 2)

b - a-mopo(x) + Lo(1 — a)mipi ()
Topo () + T1p1(z)

Der Nenner ist offenbar unabhdingig von a. Die Minimierung des Ziihlers beziiglich a € {0,1}
erfolgt durch a = 0, falls {ymopo(x) > lomipi(x) ist und durch a = 1, falls laymipr(z) >
Oimopo(x) ist. Also folgt:

O, falls glﬂopo(.%') > @27‘(’1]91(1‘)
6" () =41, falls Lymipi(x) > Limopo()

beliebig,  falls lomip1(x) = L1mopo(x)

ist Bayes-Klassifikator (Bayestest) fiir das Problem[LZ(b).
Ist speziell {1 = {3 gewdhlt, so heifst das V;, fiir das wir uns entscheiden, ,,maximum a posteriori

(MAP)“-Schidtzer.

1.2 Grundlagen der Schitztheorie

Definition 1.11

Es sei (0, F, (Py)geco) ein statistisches Modell, p € N, o(9) mit o : © — RP ein (abgeleiteter)
Parameter und L eine Verlustfunktion.

Das statistische Entscheidungsproblem (2, F, (Py)yco, RP, B(RP), L) heiflt Schitzproblem fiir
o(?).

Eine Entscheidungsregel ¢ : Q0 — RP heifst Scheitzvorschrift, die Zufallsgrofie 6(X) heifst Schiitzer
fiir o(9) und der Wert o(x) € RP heifst Schitzwert fiir o(V) gegeben die Beobachtung X = x.
b(0,9) :=Ey [@} — 0(9) heift Verzerrung (englisch: bias) von ¢ bzw. 9(X).

Der Schiitzer 9(X) heifst erwartungstreu bzw. unverzerrt, falls V9 € © : b(9,19) = 0.

Lemma 1.12 (Bias-Varianz-Zerlegung)

Unter den Gegebenheiten von Definition[[ 11l sei p = 1 und L der quadratische Verlust, d.h.

L(9,a) = (o(¥) —a)?, a € ACRL



(a) Das quadratische Risiko eines Schiitzers 0(X ) mit endlicher Varianz ldsst sich zerlegen in
Ey[L(9:9)] = Ejlo— e(9)] + Vary (9)

= b2(@,19) + Vary (0) .

(b) Das quadratische Risiko eines erwartungstreuen, quadratintegrierbaren, reellwertigen Schiit-

zers ist seine Varianz.

Beweis: Teil (b) ist eine unmittelbare Konsequenz aus Teil (a). Zum Beweis von (a) rechnen wir

Es[L(9,0)] = Ep[(0— o(9))’]

= Vary (3) + {E3[d] — 20(0)Ey[0] + (o(9))?}

= Vary () + E3[6 — o(9)], da Vary (8) = Eg[(0)*] — E5[a].

Definition 1.13 (Wiinschenswerte Eigenschaften von Schitzern)
Sei (U, F, (Py)yeco, R, B(R), L) ein Schitzproblem, o(¥) der interessierende (abgeleitete) Para-

meter und ¢ eine Schdtzvorschrift.
(a) Der Schditzer 9(X) heifst erwartungstreu, falls Ey [@} = o(¥) V¥ € O gilt.

(b) Falls 9*(X) erwartungstreu ist, so heifst 0*(X) effizient (bzw. UMVU), falls (V¥ € O):

Varyg (0%) = inf Vary (0) .

0:0(X) erwartungstreu

(c) Ist n € N ein Stichprobenumfang und Q0 C R", so heifpit 9(X) = 0,,(X) konsistent bzw. stark

konsistent, falls 6(X ) — o(9) fiir n — oo Py-stochastisch bzw. Py-fast sicher.

(d) Der Schiitzer 6(X) heif3t asymptotisch normalverteilt, falls 0 < Ey[(6)?] < oo und

L <M> 4 N(0,1) unter Py.

Vary (é) n—00

Definition 1.14

Ein statistisches Modell (Q, F, (Py)yco) heifpt dominiert (vom Maf3 1), falls es ein o-endliches
Mapf3 v auf F gibt, so dass fiir alle 9 € © das Wahrscheinlichkeitsmaf3 Py absolutstetig beziiglich
W ist (in Zeichen: Y9 € © : Py << u). Die durch ¥ parametrisierte Radon-Nikodym-Dichte

P
19, 2) = Cil—/j(m),ﬁ €0,z€Q



heifst Likelihoodfunktion, wobei sie meistens fiir festgehaltenes (beobachtetes) x € ) als Funktion

von ¥ € © aufgefasst wird.

Anmerkung: Die Familie aller stetigen Verteilungen auf (R", B(R"™)) ist dominiert von \". Jedes

statistische Modell auf einem abzédhlbaren Stichprobenraum (2 ist dominiert vom Zahlma0.

Definition 1.15

Es sei (Q,F, (Py)gco) mit © C RF ein von y dominiertes statistisches Modell mit Likelihood-
funktion 1(9, x).

Falls ¥ — In(l(9, x)) fiir p-fast alle x in Yy differenzierbar ist, nennen wir

2o 20,0 losy = (- 00)  Score-Funktion

wobei 0/(00) den Gradient-Operator (Vektor der partiellen Ableitungen) bezeichnet.
Die (k x k)-Matrix
I(00) := By, [i(-, 90)(I(-, 90)) ']

heifit Fisher-Information im Punkte V.

Beispiel 1.16
Wir betrachten das Normalverteilungsmodell (R, B(R), (N (1, 0%))(.02)erxR~,)- Die A-Dichte
von N (11, 0?) ist gegeben durch

exp(— =By _ 19,2, 0 = (1, 02)1.

1
f,u,,a2 (:C) = \/ﬂ()’

Wir berechnen die Fisher-Information im Punkte (i, 0(2]) =: Yo und erhalten

T — )2
W((,2) = (o)~ T

V2o 202

Oln(l(¥,z))  x—p
o - o2
om(iW,a)  (—pP-o® (@-p? 1
0o N 204 201 202
(z—p10)” (z—po)® _ (z—p)
7 7 t o 20 20
= 1@ 00)0@00)) = | @ pp” @) leom?-odl
208 2(761 408
00_2 0
= 1(790) = 1
0 a1
Lemma 1.17
Es seien X1, ..., X, Zufallsgrofien, die stochastisch unabhdngige Experimente mit ein und der-

selben Parametermenge © C RF induzieren. Existiert fiir alle 1 < j < n die jeweilige Fisher-
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Information I auf ganz ©, so existiert die gemeinsame, von X = (X1, ..., X,,) erzeugte Fisher-

Information I und es gilt fiir alle ¥ € © :

n
9) = L)
j=1
Beweis: Die gemeinsame Log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch
. n
Z In(l;(0¥,z;)) beziglich ® pu;.
j=1
Nach Voraussetzung ist In(I(¢, 2)) zudem fast iiberall differenzierbar mit Score-Funktion
n .
EDIICR
j=1

Nach Ubungsaufgabe gilt zudem Ey [ij (X, 19)] =0 V1 < j < n.Damit errechnen wir:

n

By [I(X,0)(I(X,9)T] = By [ D 1(X;,9) Zn:ij(Xjaﬂ)T
j=1 j=1

= 33 By [l(X ) U (Xm, D)7

k=1m=1

= ZEﬁ (X;,9)(1;(X;,9)) ]

Satz 1.18 (Cramér-Rao-Schranke)

Seien (Q, F, (Py)yco) mit © C R k € N ein statistisches Modell, o : © — R differenzierbar
indg € ©\ 90 und 9(X) ein erwartungstreuer Schditzer fiir o(9). Fiir alle 9 in einer Umgebung
von Yy gelte Py << Py,.

Ferner sei die Likelihoodfunktion (0, x) Lo(Py, )-differenzierbar in ¥y, d.h.

Eg, [[1(9,-) — (09, )— < g(g, ), 9 — I > |?
Hg:@XQ—ﬂkait lim 190“( 7) (07) g( 05 )7 0 ’]
9=V |9 — 92

Falls die Fisher-Information I(¥g) im Punkte ¢ endlich und strikt positiv definit ist, so gilt:

Es, [(6 — 0(00))?] = Varg, (6) > < I(90) " 6(d0), 6(do) >

Beweis: Satz 2.124 in|Witting (1985). |

=0.

Beispiel 1.19

Sei X = (X1,...,Xy) nach (N'(u,c?))" verteilt. Dabei sei i € R der Parameter von Interesse
und o* > 0 bekannt.

Sei i(X) = X,, = n~ 'Y | X;. Dann ist i(X) erwartungstreu und es gilt Var,, (i) = "—: und
I(w) = 2% nach Beispiel [[16lmit LemmalL. 17 Also ist ji Cramér-Rao effizient, denn ¢ = id.

11



1.3 Grundlagen der Testtheorie

1.3.1 Allgemeine Testtheorie

Wir greifen Beispiel [L4l(b) noch einmal auf und studieren Testprobleme als binire statistische
Entscheidungsprobleme: Gegeben zwei disjunkte, nicht-leere Teilmengen Py, P; von P = (Py)yco
mit Py U P; = P ist eine Entscheidung dariiber gesucht, ob PX zu Py oder P; gehort. Falls P
durch ¥ eineindeutig identifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittels ¢ und Teil-
mengen O und ©; von © mit Oy N O = P und Og U O = O formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9€0©y versus Hp:9€0©; oder

Hy:PX ePy, versus H;:PXep;.

Die H;,i = 1,2 nennt man Hypothesen. Hj heifit Nullhypothese, H; Alternativhypothese / Alter-
native. Oft interpretiert man Hy und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums, d.
h., HyU H; = © und Hy N Hy = (). Zwischen Hy und H; ist nun aufgrund von x € § eine Ent-

scheidung zu treffen. Die dazu benétigte Entscheidungsregel nennt man einen statistischen Test.

Definition 1.20 (Statistischer Test)

Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung
o (,F) = ({0,1},2001).
Konvention:

o(z) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fiir Hy,

o(z) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q: p(x) = 1} heifst Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) von o, kurz: {¢ = 1}.
{x € Q: ¢(x) =0} heift Annahmebereich von o, kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mogliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (a-Fehler, type I error): Entscheidung fiir H;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art (3-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung von H, obwohl H; wahr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art gleichzeitig
zu minimieren. Daher findet in der frequentistischen Statistik eine asymmetrische Betrachtungs-

weise von Testproblemen statt.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eine vorgegebene obere Schranke «

(Signifikanzniveau, englisch: level),

12



(i) Unter der Maligabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art = ,,optimaler
Test.

Eine (zum Niveau «) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von

H, getroffen werden = Merkregel: ,,Was nachzuweisen ist stets als Alternative H; formulieren!*.

Bezeichnungen 1.21

(i) Bp(9) =Eg o] =Py(p(X) =1) = [, ¢dPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tests @ in Abhdingigkeit von ) € ©. Fiir) € ©1 heift 3, (V) Giitefunktion
von @ an der Stelle V. Fiir ¥ € ©q ergibt 3,(0) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit von ¢
unter ¥ € Q.

Fiir a € (0, 1) vorgegeben heifst

(ii) ein Test o mit 3,() < « fiir alle 9 € Hy Test zum Niveau o,

(iii) ein Test @ zum Niveau o unverfilscht, falls $,(0) > « fiir alle ¥ € Hy.

(iv) ein Test o1 zum Niveau o besser als ein zweiter Niveau-o Test o, falls B, (V) > By, (V)
fiir alle ¥ € Hy und 39* € Hy mit B, (%) > By, (07).

Wir betrachten in der Folge in aller Regel die Menge M der Niveau o-Tests mit der Risikofunk-
tion R(¥,p) = 1 — (), ¥ € O1. Unter diesen Primissen ist das Testproblem dann bereits
vollstiindig spezifiziert durch (Q, F, (Py)yeco, Ho).

Beispiel 1.22 (Einseitiger Binomialtest)

Von den 13 Todesfillen unter 55- bis 64-jdhrigen Arbeitern eines Kernkraftwerkes in Jahre 1995
waren 5 auf einen Tumor zuriickzufiihren.

Die Todesursachenstatistik 1995 weist aus, dass Tumore bei etwa 1/5 aller Todesfiille die Todes-
ursache in der betreffenden Altersklasse (in der Gesamtbevolkerung) darstellen. Ist die beobach-
tete Hiufung von tumorbedingten Todesfillen unter den Arbeitern im Kernkraftwerk signifikant
auffiillig zum Niveau o« = 5% oder noch “kompatibel” mit den Gegebenheiten in der Gesamtpo-
pulation?

Bezeichne dazu die Zufallsvariable X die Anzahl der Tumortoten unter n = 13 Todesfillen
von AKW-MitarbeiterInnen. Wir modellieren Q = {0,...,n = 13}, F = 29 (Py)yco =
(Bin(13,p))pe(o,1) und haben Ho = {p < 1/5} zu testen.

Betrachten wir speziell nicht-randomisierte Tests @ der Form o(x) = 1 < x > ¢, mit kritischen
Bereichen T', = (cq,00). Um die Einhaltung des Signifikanzniveaus o = 5% sicherzustellen,
muss  sup Pp(X > cq) < a bzw. dquivalent dazu . inf P,(X <¢q)>1— agelten.

0<p<1/5 <p<1/5
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Fiir festes k € ) ist

k
n _ n n—
=0
Eine einfache Kurvendiskussion zeigt, dass Vk € Q : F(p, k) fallend auf ©¢ = [0,1/5] ist.
Damit ist fiir alle k € Q O<irif1/5]P’p(X < k) =Py 5(X < k) und co, wird so bestimmt, dass
<p<

. A 4.,
Co =min{k € Q: ;;<£>(g)é(g) £>1-al,

damit die Typ 1I-Fehlerwahrscheinlichkeit moglichst klein wird.

Wir erhalten:

4 5
13 léél?)fﬁw 13 léél?ﬁé,v
Z<g><5)(5> ~0,901und;; ;)G () ~ 09700,

£=0

Damit wird c,, = b gewdhlt und Hy kann bei der tatsdichlich beobachteten Datenlage x = 5 nicht

verworfen werden.

Definition 1.23 (p-Wert)

Sei (U, F, (Py)yco) ein statistisches Modell und sei o ein Test fiir das Hypothesenpaar () #
Hy C © versus Hy = © \ Hy, der auf einer Priifgriffe T : Q2 — R basiert. ¢ sei charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichen I',, C R fiir jedes Signifikanzniveau o € (0, 1), so dass
o(r) =1 <= T(x) € Ty, fiirx € Q gilt. Dann ist der p-Wert einer Realisierung x € Q) beziiglich
@ definiert als

po(x) = inf  PYT(X)eT,),
oa) = inf  PT(X) € Ta)

wobei das Wahrscheinlichkeitsmafs P* so gewdhlt ist, dass

PY(T(X) eTa) = sup Py(T'(X) € T'a)

gilt, falls Hy eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 1.24

(i) Falls Hy einelementig (, einfach*) und Py, = Py, ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist,
so gilt (in aller Regel)
po(x) = inf{a: T'(z) € Ty}

(ii) p-Werte werden héufig auch als ,,beobachtete Signifikanzniveaus‘ bezeichnet.
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(iii) Sei Q=1 der Urbildraum von X. Die Abbildung p,(X) : Q71 — [0,1],w +— py(X(w)),
ldsst sich als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch iiblicherweise mit Klein-
buchstabe bezeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahrscheinlichkeitsmaflen vor-
zubeugen. Es muss also hdufig aus dem Kontext heraus interpretiert werden, ob p, = p

einen realisierten Wert aus [0, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 1.25
Unter den Voraussetzungen von Definition [[.23] sei die Teststatistik T'(X) derart, dass die Mono-

toniebedingung
Vg € Hy: VU1 € Hy : Ve e R: Py, (T(X) > ¢) <Py, (T(X) > ¢) (1.1)

gilt. Dann heifit @ ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls fiir alle o € (0, 1)

eine Konstante c,, existiert, so dass

Bemerkung 1.26

(a) Die Monotoniebedingung (1) wird héiufig so umschrieben, dass , die Teststatistik unter

Alternativen zu grofieren Werten neigt .

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehorigen Ablehnbereiche sind gegeben

als Ty, = (cq,y 00).

(c) Die Konstanten c,, werden in der Praxis bestimmt iiber c,, = inf{c € R : P*(T'(X) > ¢) <
o'} mit P* wie in Definition [L.23](,,am Rande der Nullhypothese ). Ist H, einelementig und
Py, stetig, so gilt c, = F'(1 — ), wobei Fr die Verteilungsfunktion von T(X ) unter H

bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: Unter (leicht verschdrftem)
ist ein Test vom N-P Typ gleichmdifig (iiber alle 91 € H1) bester Test fiir Hy versus
H;.

Lemma 1.27
Sei ¢ ein Test vom N-P Typ und P* unabhdingig von a. Dann gilt fiir die Berechnung des p-Wertes

einer Realisierung x € () beziiglich o, dass
po(x) =P (T(X) > t*) mit t* :=T(z).

Beweis: Die Ablehnbereiche I', = (c,,00) sind geschachtelt. Demnach wird inf{a : T'(x) €
I'y} offensichtlich in [t*, c0) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt
ferner P*(T'(X) € [t*,00)) = P*(T'(X) > t*). [ |
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Anmerkung: Ist H einelementig, Py, stetig und ¢ vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen
aus Bemerkung [1.26lund Lemma [[.27/fiir alle = € ©, dass p,(z) = 1 — Fp(t*).

Satz 1.28 (Testen mit dem p-Wert)
Sei o € (0,1) ein fest vorgegebenes Signifikanzniveau und P* stetig.Dann gilt die Dualitcit

p() =1 & py(z) < o

Beweis: Wir beweisen das Resultat hier nur fiir Tests vom N-P Typ. Da die Funktion ¢ +—
P*(T'(X) > t) monoton fallend in ¢ ist und aufgrund der Konstruktion von ¢, (siehe [[.26lc)
P(T(X) > ca) < asowie fiiralle R 3 ¢ < ¢o : P*(T'(X) > ¢) > « gelten muss, ist py,(z) < «
gleichbedeutend mit t* > c,. Das fiihrt bei einem Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung
von Hy. |

Bemerkung 1.29

(i) Der Vorteil von p-Werten fiir das Testen ist, dass sie unabhdngig von einem a priori festge-
setzten Signifikanzniveau o ausgerechnet werden konnen. Dies ist der Grund, warum alle
gdngigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests iiber die Berechnung von
p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Probleme, da man mit
dieser Art des Testens tricksen kann. Hdlt man aich ndmlich nicht an die gute statistische
Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschlieflich des Signifikanzniveaus!)
vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchung erliegen, o erst a poste-
riori (nach Durchfiihrung des Experimentes und Anschauen des resultierenden p-Wertes) zu
setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommen. Deswegen lehnen viele

Statistiker die in satz|[.28| gezeigte Art des Testens strikt ab.

(ii) Die Interpretation des p-Wertes ist zu bedenken. Der p-Wert gibt eine Antwort auf die Frage:
., Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass die Nullhypothese stimmt?*
und nicht auf die Frage ,, Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese wahr ist, gegeben
die gemessenen Daten?*, obschon letztere Frage manchmal interessanter erscheinen mag

und Praktiker ab und an dazu tendieren, den p-Wert dahingehend umzudeuten.

1.3.2 Tests fiir Parameter der Normalverteilung

Satz 1.30 (Multivariate Normalverteilung)

Seien X1, ..., Xy iid. standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann heifit X = (X1,...,Xy)!
standardnormalverteilt im R<.

Ist ferner ¥ = QQ' € R™™ mit Q € R™*? eine positiv definite, symmetrische Matrix und
Y =QX+pu, p € R™ soheiftY = (Yq,...,Yy)! allgemein normalverteilt im R™, in Zeichen:
Y ~ Np(p, X). Es gilt:
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a) Y hat die \™-Dichte
s (y) = (2m) 7| det 2|71/ exp(—%(y —1)'S7Hy — )
b)
Vi<j<m: EY;]=p; V1<i,j<m:Cov(Y;Y;)=2%;
Beweis: Siehe Kapitel 3.1 in|[Fahrmeir and Hamerle (1984). |

Satz 1.31 (Affine Transformationen)
SeiY ~ Ny(i1, %), k <m, A€ RF™ eine Matrix mit maximalem Rang und b € R*. Dann hat
der Zufallsvektor Z = AY + b die k-dimensionale Normalverteilung Ny, (Ap + b, AL AY).

Beweis: Satz 9.5 in|Georgii (2007). |

Lemma 1.32

Ist X standardnormalverteilt auf R, so hat X? die Gamma-Verteilung T'1 1
2

1
29

Beweis: Ubung [ |

Korollar 1.33
Seien X1, ..., Xy, iid. auf R* mit £L(X1) = N(0,1). Dann ist

n

> X7 ~T,
27

=1

Beweis: Nach Lemmal[l.32]ist X; ~ I'1 1. Faltungsstabilitit der Familie der Gammaverteilungen
272

= 2.

w3

beziiglich des zweiten Parameters (siche Aufgabe 4.6) liefert die Aussage. |

Anmerkung: Die Verteilung von ) ", XZ2 wurde erstmals 1863 in der Dissertation von Ernst

Abbe (spiter Carl Zeiss Jena) hergeleitet.

Lemma 1.34
Seien o, r,5 > 0 und X,Y stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen mit X ~ I'y, und Y ~

I'ns. Dann sind S = X +Y und R = Xfy stochastisch unabhdngig mit S ~ T’y 4 und
R ~ Beta(r, s).

Beweis: Ubung [ |

Satz und Definition 1.35
Seien X1,...,Xm, Y1,...,Y,, iid. standardnormalverteilt auf R'. Dann hat der Quotient

m n
Fpi=m™' Y XF [ (7)Y
i=1 j=1
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die folgende Verteilungsdichte beziiglich \:

mm/an/2 wm/271 ) ( )
B(m/27n/2) (n + mx)(m—i—n)/Q (0,00)\T)-

fmn(@) =
Beweis: Ubung [ |
Die Verteilung von F},, ,, heilt Fisher’sche ['-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden (nach Sir R.
A. Fisher, 1890-1962).

Korollar und Definition 1.36
Seien X,Y1, ..., Y, iid. auf R mit X ~ N(0,1). Dann hat

X 2 .
T— die \-Dichte t — o(t) = (1 + =) "5 {B(1/2,n/2)v/n} .
n

Y o Y,

Die Verteilung von T' heifst Studentische t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

Beweis: Nach Satz ist T? ~ Fy,. Nach Transformationssatz hat daher |T'| = VT? die
Dichtefunktion ¢ — f1,(t?) - 2¢, t > 0. Wegen der Symmetrie von N(0,1) ist aber auch T
symmetrisch um 0 verteilt, d.h., T"und —7" haben die gleiche Verteilung. Also hat T" die Vertei-
lungsdichte ¢ — f1.,(t2) - [t| = T (t). [

Satz 1.37 (Student (1908))
Im Gaufimodell (R", B(R™), (N, 52)" ) 9=(,02)c0:=Rx (0,00) &ilt fiir alle J € O:

(a)

X,=n""! ZXj und S* = (n —1)7! Z(XZ — X,)?
j=1 i=1

sind stochastisch unabhdingig.
(b) Xn ~N(p,02/n) und "5 5% ~ x2_,.

(c)
T, = Y2 T By

Anmerkung: W. S. Gosset publizierte 1908 unter dem Pseudonym “Student”, da sein Arbeitge-
ber, die Guinness-Brauerei, ihren Mitarbeitern die Veroffentlichung wissenschaftlicher Arbeiten
verbot.

Damit folgen die auf dem Handout (Seiten 200-204 aus Witting (1985)) wiedergegebenen Stan-

dardtests fiir die Parameter der Normalverteilung allesamt aus der allgemeinen Testtheorie.
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1.3.3 Bereichsschitzungen und der Korrespondenzsatz

Es gibt Dualitdten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)Schétzproblemen / Konfidenz-

intervallen.

Definition 1.38

Gegeben sei ein statistisches Modell (Q, F,P = {Py : ¥ € O}). Dann heifstC = (C(x) : x € Q)
mit C(z) C OVx € Q eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « fiir
VeB@ <=VIecO:Py({zx: C(z)39})>1—a.

Satz 1.39 (Korrespondenzsatz, siehe z.B.|[Lehmann and Romano (2005) oder [Witting, [1985)

(a) Liegt fiir jedes 9 € © ein Test oy zum Niveau o vor und wird o = (g, ¥ € O) gesetzt, so ist
C(p), definiert iiber C(x) = {9 € © : py(x) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen

zum Konfidenzniveau 1 — a.

(b) Ist C eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — o und definiert man
¢ = (py, U € O)iiber py(x) = 1 — 1c(5)(V), so ist p ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveau «, d. h., zum Niveau « fiir jedes ¥ € ©.

Beweis:
Sowohl in (a) als auch in (b) erhdlt man V¥ € © : Vo € Q: py(z) =0 <= ¢ € C(x). Also ist

 ein Test zum allgemeinen lokalen Niveau a genau dann, wenn
Vie®: Py({py=0})>1-a
& Voeo: Py({zx: Cx)a9})>1-«

< (C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — «.

Bemerkung 1.40

(a) Die Dualitit py(z) =0 < 9 € C(x) lisst sich schon grafisch veranschaulichen, falls

und © eindimensional sind.

(b) Ein einzelner Test p zum Niveau « fiir eine Hypothese H kann interpretiert werden als

(1 — a)-Konfidenzbereich. Setze dazu

o, falls o(x)
K=06\H, falls ¢(x)

0,
C(x) =
1.
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Pgx ()=0

Abbildung 1.1: Dualitidt py(z) =0 & ¥ € C(x)

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzbereich C(x) einen Test zum Niveau « fiir eine Hypothese
H C ©. Setze hierzu ¢(x) = 15 (C(x)), wobei

1, falls AC B,

15(A) =
0, sonst.

fiir beliebige Mengen A und B.

Beispiel 1.41

Im Gaufmodell (R™, B(R™), (N (u, 0%))™) yer=0) mit bekannter Varianz o> > 0 sei ein mog-
lichst kleiner (beziiglich des Lebesguemafles) Teilbereich der reellen Achse gesucht, der den un-
bekannten Erwartungswert p mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 — «) iiberdeckt und der nur von
x € R" abhdngen darf.

Losung: Die Statistik X,, ist suffizient fiir pi, beinhaltet also simtliche Information, die X iiber
w liefert. Die Verteilung von \/n(X,, — p)/o ist N'(0,1). Damit ist X,, unter y symmetrisch um
W verteilt mit exponentiell abfallender Verteilungsmasse zu beiden Seiten. Also ist ein optimaler

Konfidenzbereich von der Form

C(x) = [ = k(x), i+ k(z)] mit o = fi(x) = Tn.



Wir miissen zur Berechnung von k(x) das Konfidenzniveau (1 — «) garantieren:

Pu([Xn —k, Xn +K 2 p) =10

E_ X, —u k
P - > >—/n-)=1-—
<~ “(\/ﬁa_ o/vyn — \/ﬁa) @
k k .
& Pu(—vn—<Z<yn=)=1-a, wobei Z ~ N(0,1)
o o
k k
& (Vo) —d(—v/ns)=1—a
o o
k
& 20(Vn-)—1=1-a
o
k « k
Ang q’(\/ﬁ;)_l—g<:>\/55221—a/2<:>k:%21—a/2

Bemerkung 1.42

a) Ist 0> > 0 unbekannt, so liefert der Korrespondenzsatz [[.39 angewendet auf den t-Test (Seite

152 b), Test Nr. 2) in Verbindung mit dem Kommentar iiber zweiseitige Tests auf Seite 152 e),
dass ein optimaler (1 — «)-Konfidenzbereich fiir u gegeben ist durch

o(x) o(x)

C(z) = |Tn — %tnfl,lfa/% Tn+ thfl,lfaﬂ .

b) Die Rechnung unter Beispiel [L41] hiingt nicht von der konkreten Bauart von X, sondern
lediglich von der Tatsache ab, dass \/n(X,, — j1)/o standardnormalverteilt ist. Sie kann also

analog fiir andere Modelle mit normalverteilten suffizienten Statistiken durchgefiihrt werden.

In Definition haben wir asymptotische Normalitét als eine wiinschenswerte Eigenschaft von
Punktschitzern kennengelernt. In Ankniipfung an Beispiel [L41] in Verbindung mit Bemerkung
[1.42b) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 1.43

Sei (7, F", (Pg)ycocre) ein Produktmodell mit Regularititseigenschaften und Un(X) ein asym-
ptotisch normalverteilter Punktschitzer fiir 9 € R¥ in dem Sinne, dass \/ﬁ(ﬁn(X ) — o) LA
N(0,I71(90)) unter 9g. Sei o : © — R eine stetig differenzierbare Abbildung mit Gradient

5(0) # 0.
Dann gilt:

Vit { e (X)) = o(v0) | B N (0,03,) unter By, mit o3, = 6(0o)I ™" (90)é(to)'.
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Ist die Fisher-Information stetig, so ist ein Konfidenzintervall fiir o(¥o) mit asymptotischer Uber-

deckungswahrscheinlichkeit (1 — o) gegeben durch

O(x) = |o(n(@)) £ 21-a/2 5]

62 i= 60017 Du(e) [ 6D ())]

Beweis: Abschnitt 12.4.2 in|Lehmann and Romano (2005). |
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Kapitel 2

Deskriptive Statistik

2.1 Univariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Prisentation.

2.2 Multivariate Merkmale

Siehe entsprechende Beamer-Prisentation.
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Kapitel 3

Lineare Modelle und inferentielle
Likelihoodtheorie

3.1 Einfithrung und Beispiele

Die Regressionsrechnung beschiftigt sich mit der Analyse von (systematischen) Zusammenhin-
gen einer (univariaten) Zielgroe (Response-Variable) Y und einer Menge von k erklirenden Va-
riablen (Kovariablen, Regressoren) X1, ..., X}. Anders als z. B. in der Physik, die deterministi-
sche GesetzmiBigkeiten der Form y = f(z1,...,2x) mitz = (x1,..., ) als ,,Eingabe” und y
als ,,Ausgabe‘“ zum Gegenstand hat, legt die Statistik zufillige ,,Storungen* zu Grunde (Messfeh-
ler / -ungenauigkeiten etc.). Damit ist die Ausgabe / Response Y also eine Zufallsvariable, deren
Verteilung von den Kovariablen abhéngt.

Ziel der Regressionsanalyse ist die Untersuchung des Einflusses der erkldarenden Variablen auf

den Mittelwert der ZielgréBe. Wir modellieren also
E[Y’Xl =T1,.-- ,Xk = .%'k] = f(l‘l, e ,.%'k).

Die Variablen Y7, . ..,Y,, die eine Stichprobe der Zielgrofle beschreiben, lassen sich dann stets in

eine systematische und eine stochastische Komponente zerlegen:

Vi =EYi|Xi1 =21, , Xip = @] + & = f(wi1,. . zip) + & mit E[g;] =0, 1 < <.

Der Vektor Z; = (z;1,...,%;) heiit ,, Kovariablenprofil“ bei der i-ten Messung und &; heifit

Fehlerterm bei der i-ten Messung. Die (verallgemeinerten) linearen Regressionsmodelle wihlen

speziell f als eine lineare Funktion in den Werten (Realisierungen) der Kovariablen.

Definition 3.1 ((Verallgemeinertes) Lineares Modell)
Seien X := (X1,...,Xp), T := (x1,...,23) und 1 := g(E[Y|X = ).
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Modellannahme: n = [y + Z;?:l Bjxj. Dabei heifit g die Link-Funktion, 3y der Intercept,
(B1,...,B) der Vektor der Regressionskoeffizienten (die Parameter des Modells!) und

X1, ..., Xy werden auch als unabhingige Variablen und'Y als die abhingige Variable bezeichnet.

Schema 3.2 (Ubersicht iiber GLMs)

GLM steht fiir ,, generalized linear model* bzw. verallgemeinertes lineares Modell.

Modell Skalenniveau von Y Link-Funktion g
ANCOVA (MLR) stetig id. (X hat stetige Komponenten)
ANOVA stetig id. ()2 rein kategoriell)
log-linear Y € (0,00) n = Ellog(Y)|X = ]
Poisson YeN log
logistisch dichotom logit(z) = In(xz/(1 — x))
Cox Zeitspanne n = In(h(t)),
(proportional hazards) h(t) Hazardfunktion

Tabelle 3.1: Ubersicht iiber verallgemeinerte lineare Regressionsmodelle

Beispiel 3.3 (Realdaten)
Mietspiegeldaten, siehe R-Skript.

3.2 Inferentielle Likelihoodtheorie

Definition 3.4 (Maximum Likelihood-Schitzer)

Es sei (0, F, (Py)yco) ein von u dominiertes Modell mit Likelihoodfunktion 1(¥,x). Der Para-
meterraum © trage die o-Algebra Fe. Eine Statistik 0(X) mit 9 : (Q,F) — (0, Fe) heift
Maximum-Likelihood-Schdtzer (MLE) von 19, falls

1(9(), 2) = sup U(F, z)
e)
fiir Py-fast alle x € Q und alle 9 € © gilt.

Bemerkung 3.5

(a) Weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLE sind ohne weitere Modellannahmen sicherge-

stellt.

(b) Bei einer Re-Parametrisierung 9 — o(V) ist natiirlich $(X) := o(9(X)) der MLE fiir o(?),
falls der MLE 0(X) existiert.
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Beispiel 3.6

(a) X1,...,X, iid mit X1 ~ Poisson(\), X := (X1, ..., X,,) mit Werten in N}. Der Parameter
A > 0 sei unbekannt.

Hexp N

= In(i(\z)) = Zn: A+ z;In(A\) — In(z;!) = —nA 4+ In(N) Zn:xl — Zn:ln(xi!)
i—1 i=1 i=1

d
= a1n(Z(A,gc))_Z(;cA —n+ A" le

A n-1
= sz, da Wln I(A\,z)) <O.

(b) Allgemeines Regressionsmodell

SeiY = (Y1,...,Yy). Fiir jedes 1 < i < n gelte Y; = gy(x;) + €;. Dabei sind die (x)1<j<n
deterministische, fest vorgegeben “Messstellen”, gy eine deterministische, vom interessieren-
den Parameter 9 € © C R* k € N, parametrisierte Funktion und die (ej)1<j<n zufillige
iid. “Messfehler”, fiir die ¢ ~ N(0,0?) mit 0% > 0 gelte.

Damit giltV1 < i <n:Y; ~ N(gy(x;),0?) und Y; L Y; V1 <i#j<n.

Ubungsaufgabe = 9(Y) = argmln {38 (Vi — go(24))?}, also gleich dem Parameter, der

die Fehlerquadratsumme mlmmlert

Satz 3.7 (Asymptotik des MLE)

Es sei (Q", F", (P4)yco )n>1 mit © C R* eine Folge dominierter (von ™) Produktexperimente
mit eindimensionaler Loglikelihoodfunktion In(l(9,z)) = ln(dc%(x)).

Es gelte:

(a) O ist kompakt und ¥q liegt im Inneren von ©.
(b) VU # Vo : Py # Py, (Identifizierbarkeit)

(c) ¥ — In(l(V,x)) ist stetig auf © und zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung U von
Yo fiir alle x € Q.

(d) Es gibt Hy, Hy € L1(Py,) und Hy € Lo(Py,) mit
%

sup | In({(9, z))| < Ho(x) sowie sup 55

Y€O del

(l(vﬂ,x))‘ < Hi(z), i=1,2,Vz € Q.
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(e) Die Fisher-Information zu einer Beobachtung, also
1(190) = Eﬁo [l(’ ﬁO)(l(’ ﬁO))t]
ist positiv definit.

Dann ist der MLE 0,,(X), wobei X = (X1,...,X,) mit Werten in Q", unter Py, asymptotisch

normalverteilt:

Vi, (X) = 90) 2 N(0, 1(99)~") unter P, fiir n — oo.
Beweis: Siehe Abschnitt 6.5 in|Lehmann and Casella (1998). |
Korollar 3.8

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 ist 1§n(X ) konsistent und asymptotisch Cramér-Rao-

effizient.

Definition 3.9 (Likelihood-Quotienten-Test)

Es sei (2, F,(Py)geco) ein dominiertes statistisches Modell mit Likelihoodfunktion (¥, x). Das
interessierende Testproblem sei gegeben durch Hy = ©g gegen Hy = ©1, O # ©1 # 0,
Oy + ©1 = ©. Wir bezeichnen

A:Q—[1,00,A() == %—l(ﬂ:')
SUPjee, L(Y: )

als Likelihood-Ratio-Statistik und jeden Test der Form

1, falls A(x) > k
p(z) =40, falls A(z) < k
v(z), falls A(x) =k

fiir k > 1 und ~(x) € [0,1] als einen Likelihood-Quotienten Test.

Bemerkung 3.10
Sind 9 bzw. ¥ Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir 9, wobei 9 € © bzw. O¢ variieren darf, so ist

~

l
Ay - 10@.2)

5(190 (CE), x)
Satz 3.11
Das Produktmodell (", F", (PY)yco) erfiille die Voraussetzungen von Satz 3.7 iiber die Asym-
ptotik von Maximum-Likelihood-Schiitzern mit eindimensionaler Likelihoodfunktion (¥, x1). Die
Hypothesenmenge © liege in einem r-dimensionalen Unterraum von © C RF mit 0 < r < k,
wobei r = 0 dem Testen von Punkthypothesen ©y = {0¢} entspricht. Dann gilt

n n 5
210g(An(X)) =2 [sup Y _ In(l(, X;)) — sup >_In(I(d, X:))| 2 xE_,
VEO Y€ =1
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unter jedem Py, mit ¥y € ©g N[O \ 0O].
Insbesondere besitzt der Likelihood-Quotienten-Test

P(2) = Ltog(An(@)>x2 i 1ay/2}

mit X%k—r);(l—oz) dem (1 — )-Quantil von X3 _, damit auf der Menge ©( N [© \ 0O asymptotisch
das Niveau o € (0,1).

Beispiel 3.12 (Multinomialverteilung)

Wir betrachten eine Folge von n stochastisch unabhdngigen, gleichartigen Versuchen mit (jeweils)
k moglichen Ausgdngen.

Dabei trete der Ausgang i fiir 1 < i < k — 1 bei einem einzelnen Versuch mit Wahrscheinlichkeit
p; auf und wir definieren ferner p;, == 1 — z;:ll Di.

Sei Nj, 1 < j < k, die Zufallsvariable, die die Anzahl an Versuchen beschreibt, deren Ausgang

gleich j ist. Dann heifst N = (Ny, ..., Ny) multinomialverteilt mit Parametern n,k — 1 und p =
(p1,- .., Pk—1) wobei wir n und k als fest vorgegeben betrachten wollen, so dass dim(©) = k —1
gilt.

Genauer gilt
k—1
© = {(p1,---,px—1) €0, 1]k_1 : ij <1}
j=1

Als Likelihoodstatistik erhalten wir

l(p,N) = Hp
H] lNJ =1

und als MLE ergibt sich analog zum Binomialmodell p; = N;/n, 1 < j <k — 1.
Betrachten wir nun die Punkthypothese ©g = {7} fiir einen fest vorgegebenen Vektor m € ©, so
ergibt sich als Likelihood-Ratio-Statistik

1, N)
I(m,N)

. Pj
An(N) = und log(An(N)) =n ) pjlog (—]>
wobei wir wieder T, = 1 — z;:ll ; setzen, und es gilt 2log(A,(N)) 2, X4_, nach Satz[3.11]
Zur Durchfiihrung des resultierenden asymptotisch x>-Tests kann die folgende Uberlegung hilf-
reich sein. Betrachten wir die Funktion h, gegeben durch h(x) = xlog(x/x) fiir eine fest vorge-
gebene reelle Zahl xy € (0,1). Dann ist die Taylor-Entwicklung von h(z) um xo gegeben durch
1
h(z) = (z — x0) + g@ —20)? + o[(z — x0)?] fiir x — x¢
0
und damit ist fiir p ,,nahe bei* 7
k
Nj — n?Tj)Q

2log(An(N)) ~ Qn mit Qn = (

nwm;
j=1 J
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Die Statistik ), heifst Pearson’sche Chi-Quadrat Statistik. Es gilt priiziser
2log(An(N)) — Qn — 0 stochastisch

unter der Nullhypothese, so das auch Q,, asymptotisch eine X%_l-Verteilung unter p = T besitzt.

Bemerkung 3.13

Asymptotische x>*-Tests lassen sich auf die Situation von (k x ()-Feldertafeln verallgemeinern.
Sind zwei kategorielle Zufallsvariablen X und Y gegeben, wobei X genau k Werte und 'Y genau
¢ Werte annehmen kann, so kann die Hypothese X LY mit einem asymptotischen x>-Test in der
beobachteten (k x ()-Kontingenztafel getestet werden. Die Anzahl der Freiheitsgrade berechnet
sich dabei zu (k — 1) - (£ —1).

3.3 Multiple lineare Regression (ANCOVA)

Modell 3.14 (Klassische multiple lineare Regression, ANCOVA)
Wir betrachten den Stichprobenraum (R™, B(R™)) und modellieren die Beobachtungen (y1, . .., yn)

als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhdingigen Zufallsvariablen (Y1,...,Y),)
mit
k
Vi<i<n: Y= f(xi,...,Tix)+& = Po+ Zﬁjxi,j +&;. (3.1
j=1
Der Vektor 3 = (Bo, B1, - ., Bx)t ist der Parameter von Interesse. Wir setzen p := k + 1, kiirzen
ab:
Y= (Y1,...,Y,) € R": Response-Vektor
1 1‘171 . e ml,k
X:=1: : e R™*P . Design-Matrix
1 xpy o0 Tk
e:= (e1,... ,5n)t e R™: Vektor der Fehlerterme
B = (Bo,Brs--.,B) €ERP: Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise von

Y =Xp+e. (3.2)
Ferner machen wir die folgenden Modellannahmen:

(a) Die Designmatrix habe maximalen Rang, so dass X' X € RP*P positiv definit und inver-
8 8 p

tierbar ist.
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(b)

Die Fehlerterme seien iid., wobei P! induziert sei durch F. Es gelte E[e1] = 0 und

0 < 02 := Var(e1) < oo, also insbesondere Homoskedastizitit. Die unbekannte Vertei-

lungsfunktion F sei ein Storparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Optional machen wir an einigen Stellen zusdtzlich eine Normalverteilungsannahme an die Fehler-

terme:
(c) 1 ~ N(0,0?).
Bemerkung 3.15
(a) Die gemachten Modellannahmen unter 314 implizieren, dass entweder (i) die Designma-

(b)

(c)

(d)

trix aus deterministischen, von der Experimentplanung her fest vorgegebenen ,, Messstellen *
besteht oder (ii) die gesamte Analyse bedingt auf die (realisierten Werte der) Designmatrix
durchgefiihrt wird, der eventuell vorhandene Zufall in den Designpunkten also im Modell
nicht beriicksichtigt wird. Mochte man stattdessen ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Mo-
dell fiir die Designmatrix X mitmodellieren, so spricht man von einem Regressionsmodell

mit zufdlligem Design bzw. von einem Korrelationsmodell. Fiir die Bearbeitung von Kor-

relationsmodellen bedarf es gesonderter Auswertungstechniken. Insbesondere miissen dann
Korrelationen der stochastischen Kovariablen mit den Fehlervariablen in die Auswertungs-
methodik eingerechnet werden. Wir behandeln hier die Fiille (i) und (ii) vollig analog, un-
terdriicken also insbesondere in der Notation hiufig das Bedingen auf die Designmatrix, um

die Notation iibersichtlich zu halten.

Die Annahme der Unkorreliertheit der Fehlerterme ist durch eine sogenannte ,,Residual-
analyse“ nachtéiglich zu validieren, vgl. Definition 317 Ist noch Struktur in den Residuen
(den durch das Modell geschditzten Fehlertermen) zu erkennen, so kann das ein Hinweis

darauf sein, dass weitere Kovariablen zusdtzlich in das Modell aufzunehmen sind.

Kategorielle Kovariablen sollten durch eine Menge von sogenannten ,, Dummy-Indikatoren
kodiert werden, um nicht implizit eine (inaddquate) Metrisierung auf dem diskreten Wer-
tebereich solcher Kovariablen zu induzieren. Eine kategorielle Kovariable mit £ mdogli-
chen Auspréigungen wird dabei durch (¢ — 1) Indikatoren repriisentiert. Der j-te Dummy-
Indikator kodiert dabei das Ereignis, dass die Kategorie (j + 1) bei der zugehorigen Ko-
variablen vorliegt, j = 1,...,(¢ — 1). Sind also alle (¢ — 1) Indikatoren gleich Null, so

entspricht dies der (Referenz-)Kategorie 1 der zugehorigen kategoriellen Kovariable.

Wechselwirkungen zwischen Kovariablen werden durch Interaktionsterme modelliert. Der
Interaktionsterm fiir die Wechselwirkung zwischen Kovariablen X; und X; wird dabei ge-

bildet als x; - x; (Multiplikation der jeweiligen Ausprigungen).
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Korollar 3.16
Aus den Modellvoraussetzungen unter folgt bereits

Vi<i<n: ElY]] = Bo+biwi1+...+ Betik,
Vi<i<n: Var(Y;) = o2,
Vi<i#j<n: Cov(Y;Y;) = Cov(eje;)=0.

Nehmen wir zuscitzlich normalverteilte Fehlerterme an, so ist
Y ~ N, (XB,0%1,).

Definition 3.17 (Residuen)
Ist ein Schditzer B des Parametervektors verfiigbar, so erhalten wir einen (naheliegenden plug-in)

Schditzer fiir den (bedingten) Erwartungswertvektor von'Y durch I[*T[ﬁ =X B Wir definieren die

—

Komponenten von E[Y] als Y; = BO + lei,l + ...+ Bkl“i,k, 1 =1,...,n und die sogenannten
Residuen als beobachtete Abweichungen der tatsdchlich beobachteten Werte der Responsevaria-

blen von den Schdtzwerten ihrer (bedingten) Erwartungswerte, also €; = y; — 9;,1 < 1 < n.

Satz 3.18
Unter Modell [3.14 gilt:

(a) Der Kleinste Quadrate (KQ)-Schditzer des Parametervektors 3 ist gegeben durch
B=RY)=(X'X)"' XY
und damit folgt auflerdem die Darstellung
f—pB=(X"X)"1Xt.

(b) Durch Einsetzen von B inY =X B ergibt sich ferner

Y = X(X!X)"'X'Y = HY

mit der (n x n)-Matrix H = X (X' X)~' X*. Die Matrix H wird als Prédiktionsmatrix bzw.
hat matrix bezeichnet und X+ = (X' X)~' X" heift auch (Moore-Penrose) Pseudoinverse

von X.

(c) Nehmen wir speziell normalverteilte Fehlerterme an, so stimmt der Maximum-Likelihood-

Schditzer von 3 mit dem angegebenen KQ-Schditzer iiberein.
(d) Fiir den Schiitzer (3, gegeben durch 3 = (X' X)L XY gilt

E[8] = 8 und Cov(3) = o?(X'X)7L.
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Beweis: Die Aussage unter (b) folgt sofort, sobald (a) gezeigt ist. Wir fithren den Beweis zu (a)
geometrisch bzw. mit Methoden der linearen Algebra. Dazu kiirzen wir ab z, := (1,2, 1,..., Tik)
(z, bezeichnet also die i-te Zeile der Designmatrix) und beachten, dass das kleinste Quadrate-

Kriterium

A~

n
_ - el ey g2
B = arg min {Z(Y ) } arg min [|¥ — X 0[5

i=1
dquivalent dadurch beschrieben werden kann, dass X B die Lo-Projektion von Y auf den Vektor-

raum {z € R" : z = X~,~ € RP} darstellt. Somit kann 3 charakterisiert werden durch
VyeRP: (Y — X3, Xy)rn =0
& VyeRP: YiX~y = X1 X~ (Bilinearitiit von (-, -)gn)
& YiX = XX
Multiplikation von rechts mit (X*X) ™! liefert Y*X (X*X)~! = ' und folglich wie gewiinscht
3= (X'X)"1X'Y, da (X'X)"! symmetrisch ist. Teile () und (d) sind Ubungsaufgaben. [

Bemerkung 3.19 (Geometrische Eigenschaften von B)
Sei 3 = XY wie unter Satz3I8 Dann gilt

(i) Die geschiitzten ((bedingten) Erwartungs-) Werte §j = (11, . .. ,4n)" sind orthogonal zu den

Residuen é = (¢1,...,é,),, d. h. gt = 0.
(ii) Die Spalten von X sind orthogonal zu den Residuen, d. h. X' & = 0.
(iii) Die Residuen sind im Mittel gleich Null, d. h. Y &, =0bzw. 2 =n"1>" & =0.

(iv) Der arithmetische Mittelwert der 1j; ist gleich dem Mittelwert der beobachteten Response-

Werte y; selbst, d. h. g =n" Y " 1 gi=g=n"2>" v

(v) Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkt der Daten, d. h.
7= 0+ 25:1 Bja_cj, wobei V1 < j<k:z;:=n"13"

Lemma 3.20 (Zentrierungsoperator)
Seil:=(1,...,1) € R"und C := I, — n~'1 -1t € R™ ", Dann gilt

(i) Ist a € R"™ ein beliebiger Vektor, so ist

ar —a
Ca =

ap — @

C ist also der Zentrierungsoperator.
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(ii) C ist symmetrisch und idempotent, d. h. C* = C.
(iii) a'Ca =", (a; — @)% a € R™
Beweis: Elementare Lineare Algebra, zur Ubung. |

Satz und Definition 3.21
Fiir 3 = XY wie unter Satz[318 gilt

(a) Streuungszerlegung:

Z(yi -9)? = Z(@z’ — )+ Z &
=1 =1 =1
—: 55T = SSR+SSE
= 55 = SZ + sg.
(b) Da nach (a)
~ SSR n SSE
- SST ~ SST

gilt, gibt
R2 .— SSR i (i — 9)° —1_ D1 €
SST 3 (yi — 9)? > (yi — )

mit Werten in [0, 1] den Anteil der Gesamtvariation der Responsevariablen in der Stichprobe

an, der durch das Regressionsmodell erkldrt werden kann.

Wir nennen R? Bestimmtheitsmaf3 (englisch: R-square value / coefficient of determination).

(c) Bezeichnet rq, den empirischen Pearson’schen Produktmomentkorrelationskoeffizienten

2

zweier Datenvektoren a und b, so gilt R? = Ty

Beweis: Zum Beweis von Teil (a) multiplizieren wir die Identitit y = ¢ 4+ € von links mit der
Zentrierungsmatrix C' und erhalten C'y = C'y + Cé. Da die Residuen bereits zentriert sind (vgl.
Bemerkung 3.19(iii)) gilt C¢ = & und folglich Cy = C§ + € bzw. y'C = §'C + £'. Damit folgt

th’C’y = (QtC + ét) (Cy+é)
= §ICCY+ §'Ce + &Cy + &'
= §'Cy+gle+élg+éte
n n n
= Z(yi -9 = Z(ﬂz‘ — )+ Zéf
=1 =1 =1

wegen Bemerkung 3.191(i).
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Zum Nachweis von (c) beachten wir die Definition des Korrelationskoeffizienten und erhalten

o — i (Wi — )i — 9)
S =0 o (5 — 9)?

2 = i (i — )@ — 9)
vy SST -SSR ’
Nach Definition von R? bleibt zu zeigen, dass [S7 (i — 9)(% —9)]° = (SSR)? =

>0 @ — 1) ®. Demnach geniigt es zu zeigen, dass
n n

Swi—n@-u = > -9’

i=1 i=1

=D EGHi-DG-9) = > Hi—9)”

i=1 i=1
Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten

n

n n n n
NG+ -D@i—0) = D> LT &+ > 0 —20> Gi+ng
=1 =1 =1 =1

i=1

Da die Residuen zentriert und zu dem Vektor g orthogonal sind, folgt die Behauptung. |

Satz 3.22 (Rechenregeln fiir Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrizen)

Seien Z, und Zy Zufallsvektoren mit Werten im R® und A bzw. b geeignet dimensionierte, deter-
ministische Matrix bzw. Vektor sowie E[Z1] =: pund Cov(Zy) := E[(Z1 — p)(Z1 — p)t] =: %
Dann gilt

(i) E[Z1 + Zo] = E[Z1] + E[Zy].
(ii) E[AZ) +b] = Ap +b.
(iii) Cov(Zy) = E[Z,Z{] — .
(iv) Var(b'Zy) = b'Sb = 30 S0 bibjo;.
(v) Cov(AZ; +b) = AL AL
(i) E[ZLAZy] = sp(AX) + ptAp.
Beweis: Satz B.1 in|Fahrmeir et al! (2009). |

Satz 3.23 (Satz von Gau3-Markov)
Es werde Modell 314 zu Grunde gelegt. Unter allen linearen und erwartungstreuen Schiitzern fiir
0 besitzt B = XY minimale Varianz, d. h.,

VO <j<k:Var(B;) < Var(BF) (3.3)
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fiir jeden linearen, erwartungstreuen Schdtzer BL = ﬁL (Y). Damit ist B BLUE (best linear un-
biased estimator).

Ferner gilt auch fiir jede Linearkombination c' (3, dass Var(ctﬁ) < Var(ctBL ) mit BL wie oben.

Beweis: Jeder in den Daten Y € R”*! lineare Schitzer 5~ fir 3 € RP*! ist von der Form
B = AY mit A € RP*", Es ist E[3"] = E[AY] = AX, also muss fiir Erwartungstreue die
Bedingung

VBERP: AXB =0 +—= (AX -1,)8=0

— AX =1,

erfiillt sein. Damit ist insbesondere rang(A) = p und wir kénnen A o. B. d. A. in die Form
A = (X'X) !X + B bringen. Setzen wir diese Form in I, = AX ein, so folgt I, = AX =
(X'X)"'X'X + BX = I, + BX = BX = 0. Damit ist

Cov(BF) = o244
= o’ [(X'X)"'X'+ B] [X(X'X)™' + B
= o’ [(X'X)T'X'X(X'X)' + (X'X)'X'B' + BX(X'X)™' + BB'|
= (X'X)' +o?BB!
= Cov(3)+ 0?BB".

Da BB! nicht-negativ definit ist, ergibt sich also, dass auch Cov(3%) — Cov(3) = 02BB! > 0.

Damit folgt insbesondere fiir ¢ € R? unter Beachtung von
Var(¢ ) = Cov(B)e und
Var(dtf) = Cov(B)e,

dass Var(ct3%) > Var(c!3). Ungleichung (33) folgt schlieBlich durch Betrachten spezieller Vek-
toren ¢ mit Eintréigen ¢; = 14,1y, i =1,...,p, firalle 0 < j < k. |

Um Tests und Konfidenzbereiche fiir die unbekannten Parameter (;)o< ;<) konstruieren zu kén-
nen, bedarf es nach Satz [3.18l(d) noch einer Schitzung der (in aller Regel unbekannten) Fehler-
varianz 2. Zum Beispiel unter Normalverteilungsannahme [3.141(c) an die Fehlerterme kann dazu

die Maximum-Likelihood-Methode verwendet werden.

Satz 3.24 (Schitzung von o?)

(a) Unter Modell 3. 14 mit Zusatzannahme [3.14(c) gilt EEML = été/n.
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(b) Auch ohne Normalverteilungsannahme gilt unter Modell BI4 E[é'¢] = (n — p)o?, so dass

ein erwartungstreuer (Momenten-) Schiitzer fiir o gegeben ist durch o2 = glé/(n —p).
Bemerkung 3.25

(i) Der erwartungstreue Schiitzer o2 wird in der Praxis bevorzugt, hat jedoch gréfiere Varianz

als o2y;.

(ii) Der Schiditzer ;5 ist restringierter MLE unter den Gegebenheiten von Satz[3.24l(a).
Bei der REML-Schdtzmethode wird die marginale Likelihoodfunktion

(0% y) = / U(8.0%).9)d5,

die nach ,,Ausintegrieren* des Parametervektors zu Stande kommt, maximiert.

Beweis: Wir beweisen Satz Teil (a) ist zur Ubung. Zum Beweis von Teil (b) bemerken
wir zuniichst, dass ¢ = Y —Y =Y — HY = (I, — H)Y gilt. Nach Ubungsaufgabe ist die
Matrix I,, — H symmetrisch und idempotent mit rang(I, — H) = n — p. Wir erhalten also
E[¢'é] = E[Y!(I,, — H)Y]. Unter Ausnutzung von Rechenregel [3.221(vi) ergibt sich damit

E[&'é] = sp((I, — H)o?I,) + B X (I,, — H)X 0.

Nunist sp((I,, — H)o?1,,) = o?[sp(I,,) —sp(H)] = 0*(n—p),dasp(H) = sp(X (X! X)"1X?) =
sp(Ip) = pist. Also folgt

E[g'e] = o*(n—p)+ B XTI, - X(X'X)' X)X
= oi(n—-p)+AX'Xp - X X(XIX)IXIXp
= n—-p)+ /X' XB-FX'Xp
= o*(n—p)
wie gewiinscht. |

Korollar 3.26
Ein (plug-in) Schdtzer fiir Cov(ﬁ ) mit B = XY ist gegeben durch
. — sta( Xt Y -1
Cov(B) = o2(X'X)™1 = FexTX)” :
n—p

Satz 3.27 (Statistische Eigenschaften der Residuen)
Wir fassen unter ModellBIAdie Residuené = é(Y) =Y -Y =Y —HY =Y -X (X' X)Xty
als Zufallsgrofien auf. Dann gilt

1) El¢] = 0.
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2) Cov(é) = o*(I, — H), also insbesondere Heteroskedastizitit, und es herrschen nicht-

triviale Korrelationen.

3) Die standardisierten Residuen

)
ov1 — hy
sind homoskedastisch verteilt, falls die Modellannahmen unter Modell erfiillt sind.

= ,1<i<n

Beweis: E[¢] = E[Y] - X(X'X)"'X'E[Y] = X3 - X(X!'X)"1X!X3 = 0.
Cov(¢) = Cov((I, — H)Y) = (I, — H)o*I,,(I,, — H)! = 0*(I,, — H)!, da die Matrix (I,, — H)
symmetrisch und idempotent ist, vgl. Beweis von Satz[3.241(b). [

Satz 3.28 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Wir betrachten Folgen von ANCOVA-Modellen, indiziert mit dem Stichprobenumfang n. Dabei

seien die folgenden beiden Voraussetzungen an die Folge von Designmatrizen (X, )n>p erfiillt.

1 ..
(i) n 2 max ‘xij‘—>0furn—>oo.
1<i<n,1<j<p ' "

(ii) n_leLXn — V fiir eine positiv-definite, symmetrische Matrix V € RP*P,

Dann sind die folgenden beiden Aussagen richtig.

t

(a) Es sei a" = (ai,...,ap) ein beliebig ausgewdhlter, aber fest vorgegebener Vektor im RP.

Dann gilt mit p2 = o2atVa, dass
L (n*%atXfla) —— N(0, p%).
n—oo
(b) Fiir 3(n) = X;7'Y,, gilt, dass
£ (VaiBn) = 8Y) — N, (0.6%V 7).
n—oo
Beweis: Sei S, := a'! X! e. Wir beachten, dass

p n n p n
Sn: E 7 T € | = E E; E a;T; 4 = E biei
i=1 i=1 7j=1 =1

j=1

eine Summe stochastisch unabhingiger, zentrierter Zufallsvariablen ist. Ferner gilt

n n p
2 2 2
Var (S,,) =0 Zbi =0 Z Z ajapt; jT;
i=1

i=1 j =1

p
=0 Y aja(X) Xn)j
Jb=1

= o?a' (X! X,)a.
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Damit folgt Var <n_%Sn) =n"lo%a' X! X,,a — p? = 0%aVa fiir n — oo.
Uberpriifung der Lindeberg-Bedingung unter Verwendung von Annahme (i) komplettiert den Be-
weis von Aussage (a).

Zum Beweis von Aussage (b) beachten wir die unter Satz [3.18l(a) berechnete Darstellung

ValB(n) - 6} = %m—lx;zxn)-lxzs.

Nach Cramér-Wold device (siehe z.B.|Shorack and Wellner (1986), Seite 862) gilt

1 w
E (ﬁX;;E) m ./\/p (0,02V) .

Da nach Annahme (ii) ferner (n ' X% X,,)~! gegen V! konvergent ist, gilt insgesamt

c (%(n_lean)_le@) —— N, (0,0°V7).

Satz 3.29 (Verteilung quadratischer Formen)

1. Sei X ~ N, (p,X) mit ¥ symmetrisch und positiv definit.
Dann gilt (X — p)'S Y X — p) ~ X2

Z.
2. Sei X ~ N,(0,1,), R eine symmetrische, idempotente (n x n)-Matrix mit rang(R) = r
und B eine (p x n)-Matrix mit p < n. Dann gilt
(@) X'RX ~ x?
(b) Aus BR = 0 folgt: X'RX ist stochastisch unabhdingig von BX.
3. Seien X ~ N,(0,I,,) und R sowie S symmetrische und idempotente (n x n)-Matrizen mit
rang(R) = r, rang(S) = s und RS = 0. Dann gilt
(a) X'RX und X'SX sind stochastisch unabhiingig.

X'RX
(D) %XtSX ~ Fr,s-

Beweis: Satz B.6 in|Fahrmeir et al! (2009).

zu 1. Sei $'/2 die symmetrische und positiv definite Matrix mit $'/2 . 1/2 = ¥ und inverser
Matrix ¥ ~/2, Dann ist Z := X7 Y2(X — ) ~ Ny(0,1,). Aus der Definition der Chi-
Quadrat-Verteilung folgt Z¢Z ~ x2 und damit die Behauptung.
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zu?2. (a) Da R idempotent und symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix P mit R =
I, 0
PD, Pt, wobei D, = <Or 0). Weil P orthogonal ist, ist mit X auch auch W := P'X

gemiB N, (0, I,,) verteilt. Die Aussage ergibt sich nun unter Verwendung von

X'RX = X'R*X = (RX)"(RX) = (PD,W)Y(PD,W) = W'D, P'PD,W

T
=W'D,W =Y W}
i=1
und der Definition der Chi-Quadrat-Verteilung.
(b) Bsist Z; := BX ~ N, (0, B!B) und Z := RX ~ N, (0, R). Aus

Cov(Z1,Z) = Cov(BX,RX) = BCov(X)R' = BR=0

und der Normalverteilungseigenschaft folgt die stochastische Unabhéngigkeit von Z; und
Zs. Damit sind aber auch Z; = BX und Z& - Z5 = X'RX stochastisch unabhingig.

zu 3. (a) Hier setzen wir Z; := SX ~ N, (0,5) und Z5 := RX ~ N, (0, R). Wir berechnen
wieder
Cov(Zy,7Z3) = SCov(X)R = SR = S'R' = (RS)" = 0.

Erneut folgt aufgrund der Normalverteilungseigenschaft aus der Unkorreliertheit die sto-
chastische Unabhingigkeit von Z; und Z5 und damit die stochastische Unabhéngigkeit von
Z1Zy und Z%Z5. Die Behauptung ergibt sich nun aus den Identititen X‘SX = Z{Z; und
X'RX = ZLZ,. Teil (b) ist eine einfache Folgerung aus 3.(a) und 1.

Definition 3.30 (Lineare Hypothesen)
Unter Modell 314 sei K eine deterministische (r X p)-Matrix mit rang(K) = r < p. Wir nen-
nen K Kontrastmatrix und jedes Testproblem der Form Hy: K3 = d versus Hi: K3 # d mit

d € R™! fest vorgegeben ein (zweiseitiges) lineares Testproblem. Das bedeutet, dass unter der

linearen Hypothese H insgesamt r < p linear unabhiingige Bedingungen an die Parameter des

ANCOVA-Modells gestellt sind.

Beispiel 3.31

(i) Test auf signifikanten Zusammenhang einer bestimmten Kovariable mit der Response:

Ho:ﬂj:() vs. Hltﬂj%o

fiir ein vorgegebenes 1 < j < k.
= K € RYP mit Eintriigen K; = 1gi—jp1y und d = 0.
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(ii) Test eines Subvektors 3* = (B, ..., 5 )t:

€ R™¥P (3.4)

]

—_
— o O O
o o o O
o o o O

mit Eintrigen Kip = 17—, 1y und d = 0.

(iii) Test auf Gleichheit zweier Regressionskoeffizienten:

Hy:pBj, —Bj, =0 versus Hy:pj —Bj, #0, mitl < ji #jo < k.

= K S RlXp mit Eintrc'igen KZ = 1{i:j1+1} — 1{i:j2+1}’

also K =(0,...,0, /1 ,0,...,0, =1 ,0,...,0)und d=0.
N~~~ ~—~—~—
J1+1-te jo+1-te
Satz 3.32
Unter Modell 314 gilt:

(a) Zur Berechnung der Teststatistik eines Likelihood-Quotienten-Tests (also der Devianz) zum
Priifen der lineare Hypothese Hy: KB = d muss eine Maximierung der (Log-) Like-
lihoodfunktion unter den mittels K und d kodierten linearen Nebenbedingungen durchge-
fiihrt werden. Dieser rechenintensive Schritt kann vermieden werden durch Verwendung der
Wald-Statistik

W= (Kj3—-d)(KVK) Y KB - d), (3.5)

wobei B den MLE im vollen Modell und V die geschdtzte Kovarianzmatrix von B bezeich-
nen. Die Statistik W ist asymptotisch dquivalent zur Devianz 21og A, (Y') und es gilt insbe-

sondere L(W) Hi> X2 fiir n — oo.
0

(b) Treffen wir die Zusatzannahme |3.14l(c), so ist die Devianz eine isotone Transformation von
F = 2RASSE it NSSE = SSEy,—SSE. Ferner ist F unter Ho dann exakt F-verteilt:

T

I ;0 Frnp.
(c) Unter den Gegebenheiten von Teil (b) gilt W = rF.

Beweis: Zum Beweis der asymptotischen x2-Verteilung in Teil (a) kehren wir zuriick zur Asym-
ptotik des MLE, vgl. Satz[3.7] Es gilt

Vi, —90) 2 N(0,1(99)™")  unter P fiir n — oo
unter den genannten Regularitdtsannahmen.
= I(90)2n2(d, — 99) 2 N(0,1,), wobei r := dim ().
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Das Continuous Mapping Theorem liefert damit, dass
3 3 D
(19” — ﬁo)tnI(ﬁo)(ﬁn — 190) — X%.
Ist die Fisher-Information stetig und I(1J,,) ein konsistenter Schitzer fiir (1), so gilt auch
3 R D
(O — P0)'nd (9)(9n — Do) = X2 [A]
Beachte: nl (1) ist Fisher-Information des Produktmodells!
In unserem Fall ist Hy : K3 — d = 0 zu priifen, also ist der Parameter von Interesse ¥ = K(§ —d,
Yo = 0 und v§n = KB — d. Einsetzen dieser Terme in [A] liefert £(TV) Hi> X2 fiir n — oo.
0

T
Weitere Details sieche Abschnitt 12.4.2 in|Lehmann and Romanao (2005).
Fiir Teil (b) kiirzen wir in Anlehnung an Bemerkung [3.10]ab

/BHO : MLE im reduzierten Modell (unter den durch K und d kodierten Nebenbedingungen),

—

02p, : MLE der Fehlervarianz im reduzierten Modell,

i(y) = 1(B.o%mL) ),

lAH() (y) = l((BHo ’ 02H0)7 y)

und berechnen

2log Ap(y) =2 [ln(f(y)) — 1H(ZH0 (y))]

—2|-2 log(ZWEEML) - SASTE + 2 log(27T;5H0) + SAEV\EHO
2 200, 2 20211,
52

0'2ML

Zur Herleitung der F, ,,_,-Verteilung von F = @% verwenden wir Satz[3.2913. Dazu miis-

sen wir noch zeigen:
(i) ASSE/a% ~ x?
(i) ASSFE und SSFE sind stochastisch unabhingig.

(Ubungsaufgabe 22.(b) komplettiert die Beweisfiihrung.) Wir zeigen die Eigenschaften (i) und (ii)

sowie die Aussage von Teil (c) als Korollar 3.34. |

Satz 3.33
Unter den Gegebenheiten von Satz[3.321(b) und (c) gilt:
(i) By = 6 — (X'X) T K (K (X'X) ™' K" (KB~ d).
Dieses By, erfiillt KBy, = d, da Kfy, = Kf — K(X'X)"'K{(K(X'X) 1K*)~1.
(KB —d) = KB — Kf3+d = d. Ferner ist BHO — (3, falls 3 bereits die Nebenbedingungen
erfiillt.
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(ii) Mit der Abkiirzung Ap, = (X'X) 1 KY(K (X' X) 1K) YK S — d) gilt
SSEp, = é'é + Al X'XAg,.

(iii) ASSE = (Kj3 — d)'(K(X'X)"'K")"Y(K( — d), also eine quadratische Form.

Beweis: Wegen Zusatzannahme [3.141(c) ist 3 11, hier sowohl KQ-Schitzer als auch MLE. Fiir je-
den Kandidaten-Vektor v € RP, der die Nebenbedingung K~ = d erfiillt, errechnen wir zunéchst

1Y = Xql[5 = (Y = Xy)'(Y = X7) = (Y = XB+ X(B— )Y - X3+ X(B—7))
=Y = X8} + (B—7)'X'X(B-7), da
(B-)'XY — XB) = (Y = XB)'X (B~ ) = (B - D"(X'Y - X'X(X'X)7 X'Y) = 0.
Ferner gilt:
(B =)' X' X(B —~) = I1X(B — Bao)l 3 + 11X (B, — I3,
denn wir errechnen in analoger Weise
1X(8 — B B = (X(B — Brto))' X (B — Bag) = (X(B— v+ — Bizy))' X (B~ 7+ — Biny)
= [B="+ (v = Bu)"| XX |(B =) + (v = Bo)
= (B—=N'X'X(B=7)+2(8-7'X"X(y - )
+ (v = Buy) X" X (v — Buy )
und mit || X (Ba, — )13 = (Bu, — )" X* X (B, — 7) ist folglich insgesamt
1X (B = Buo)I5 + 11X By — )13
= (B—=)'X'X(B—7)+ 28 —1)'X"X(y = Bu,) +2(v — By X' X (v — Bu,)
= (B—=7)'X'X(B ) +2(8 - Buy)' X' X (v — Bu,)-
Nun ist aber
25— ) XX (3 — ) =2 [(XX) I (XX) TR K — d)] XX~ )
= 2(Kf — d) (K(X*X) T K T K (XX (XX (v~ fa,)
= 2(Kf — d)! (K(X'X) LK) LK (y = ) = 0

und zusammenfassend ergibt sich also Vv € RP mit Ky = d:

1Y = X913 = IIY = XBI3 + I1X (3 = Brao )13 + 11X (Brzo = )I3-
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Da die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite invariant in « sind und X vollen Rang
hat, erhalten wir, dass B 1, die Fehlerquadratsumme unter der linearen Nebenbedingung eindeutig

minimiert. Dariiber hinaus zeigt die Rechnung ndmlich, dass die Zerlegungsformel
1Y = X085 = |IY = X5+ IX (8 — Bu,)| 13,

also die Orthogonalitit von (Y — X 3) und (X3 — X 3g,) gilt (Pythagoras!).

Wir setzen nun (3 Hy = B—A H, €in und berechnen
o = X0y = X(B = Apy) = XB = XAppy = § = XAp,,
€y =Y — U, =Y —J+ XAy, =+ XAp,
und damit
SSEn, = é4,én, = (€ + XAmy)' (6 + XApy)
=éle+ ' XAy, + Ay, X'e+ Ay X' X Ay,
=é'e + Ay X' X Ap,,
da X*é = 0 nach Bemerkung [3.191(ii). Damit ist
ASSE = é'é + Ay X'XAp, — &' = Ay X' X Ay,
= [(XtX)*th(K(XtX)*th)*l(KB —d) tXtX(XtX)*th(K(XtX)*th)*l(KB —d)
= (KB —d)'(K(X'X)"'K) 7 K (X' X) T KU (K (X X) T K TN KB - d)

= (K — d)'(K(X'X) ' K") "1 (K( — d).

Korollar 3.34
Unter den Gegebenheiten von Satz[3.321(b) und (c) gilt unter der linearen Hypothese
HO : Kﬁ =d:

(a) ASSE/c? ~ x?

(b) ASSE 1L SSE

ASSE
(c) W=rF=(n—p) g

Beweis: Fiir Teil (a) benutzen wir Satz 3.2911. Wir definieren Z = K{3. Unter Hy gilt dann
E[Z] = dund Cov(Z) = 02K (X*X) "' K* und, da 3 normalverteilt ist, gilt sogar
Z ~ Np(d,0? K(XtX)7LKY).
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Zum Nachweis von Teil (b) beachten wir, dass ASSFE eine Funktion (alleine) von ﬁ ist. Da
B L SSE ist, ist somit auch ASSE L SSE.
SchlieBlich rechnen wir fiir den Nachweis von Teil (c), dass

n—pASSE _n—p (K3 —d)'{(K(X'X) 'K 1(KS —d)

F= r SSE r

(n —p)o?

(KB — &) (0®K(X'X)"' K"\ (Kj - d)

r

(KB—d)'(KVKY) Y (KB —d) W

T T

Beispiel 3.35 (Fortfiihrung von Beispiel 3.37])

Fiir drei spezielle Testprobleme berechnen wir die konkrete Gestalt der F-Statistik.

(i) Test auf (signifikanten) Einfluss einer bestimmten Kovariable auf die Response:
Ho:8;=0, Hy:08; #0, 1< j <k festvorgegeben.
Wir haben K € RY¥P mit Eintriigen K; = 1{i—j41y nach Beispiel 3.311(i) und d = 0.

Einsetzen liefert

50
ASSE = SSE ,(\B J)A und damit
n—p Var(;)
B ASSE ()
F=(n-p) SE - @r(ﬁj) und FHO Fy (n—p)-

Dieser F-Test ist dquivalent zum zweiseitigen t-Test mit der Teststatistik

T — SAJEB(]B‘]) mit SE(B;) := 1/ Var(B;).

(ii) Test eines Subvektors 3* = ((1,...,0r):
Hier ist K € R"*P mit Eintrigen Ky = 1g—; 1),d = 0.

Damit ist

SSE (B)[Cov( @) 7'8 . n—pASSE _ (5)[Cov(5)| A"

ASSE = n—mp r SSE r

mit der Verteilungseigenschaft F' ~ Frtn—p)-
0

(iii) Globaltest:
Hy:Bj=0V1<j<k versus Hy:3je{l,...,k}: 3; #0.
Hier ist SSEg, = SST = Y1 |(Y; — Y)? und damit nach Streuungszerlegung

ASSE = SSEp, — SSE = SST — SSE = SSR=Y (Vi — ¥)?
=1
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n—pASSE n—-pSSR n-—p R?

F: = =
= i SSE k SSE  k 1-R?

und FE:) Fk,(nfp)-

Anmerkung: F-Tests konnen auch als Hotelling’s 72-Tests ausgefiihrt werden. Es gilt nimlich:

Ist F ~ F,, soist rstr=l p T2(r,s +r — 1) (Hotelling’s T-Verteilung, Hotelling (1931)).

s

Korollar 3.36
Nach dem Korrespondenzsatz erhalten wir als Folgerung von Satz[3.33] Korollar 334 und unter
Verwendung von Beispiel [3.33]

1) Fiir ein fest vorgegebenes 1 < j < k ist ein (1— «)-Konfidenzintervall fiir 3; gegeben durch
|:B] - 7jn—]o;l—oz/Q ' SE(B]) ) Bj + tn—p;l—a/Q : SE(B]):| :

2) Ein Konfidenzellipsoid fiir einen Subvektor 3* = (B, . . ., 3.)! zum Konfidenzniveau (1— )
ist gegeben durch

{yer -y [@6)] " 5 =) < B

Weitere einfache Folgerungen sind:

3) Fiir eine zukiinftige Beobachtung Yy mit zugehorigem Kovariablenprofil )?0 = Xy ist ein
(1 — «)-Konfidenzintervall fiir jip := E [YO | Xy = fo] gegeben durch

|:fOB - tnfp;lfa/2 0 \/ fO(XtX)_lfé ) fOB + tnfp;lfa/2 0 \/ fO(XtX)_lfgj| :

4) Unter den Gegebenheiten von Teil 3) ist ein (1 — «)-Prognoseintervall fiir den wohl zu

beobachtenden Responsewert yq selbst gegeben durch

|:50BA - tnfp;lfa/2 ’ 6\/1 + fO(XtX)ilfg] ) fOB + tnfp;lfa/2 ’ 5‘\/1 + fO(XtX)lfg]] :

Beachte: Wir haben Kovariablenprofile als Zeilenvektoren definiert!

Bemerkung 3.37
Der multivariate zentrale Grenzwertsatz|3.28 besagt, dass auch ohne die Zusatzannahme |3.14(c)

zumindest asymptotisch/approximativ gilt

B(n) o~ Nop(B, U2n(XfLXn)_1)-
Damit bleiben alle Resultate zu Test- und Bereichsschdtzproblemen auch ohne die Annahme nor-
malverteilter Fehlerterme fiir grofie Stichprobenumfinge zumindest approximativ giiltig. Sind die

Stichprobenumfinge indes nur moderat, bieten sich stattdessen Resamplingverfahren an, wenn

5. 14\ (c) nicht angenommen werden kann.
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3.4 Varianzanalyse (ANOVA)

Modell 3.38 (Einfaktorieller Versuchsplan, ANOVAT)

Wir beobachten Response-Werte (y;j)i1<i<k, , die wir als Realisierungen gemeinsam stochastisch
1<j<n;

unabhiingiger Zufallsvariablen (Y;;)i1<i<x, modellieren.
1<j<n;

Dabei gelte V1 < i < k: V1<j<n;: Y NN(,U,Z‘,O'Q).

Wir bezeichnen die erste Dimension als den Faktor und den Wert von 1 < i < k als die Faktorstufe.

Die Zahlen (n;)1<i<k geben die Anzahl der unabhiingigen Versuchswiederholungen pro Faktor-

stufe an. In Matrixform ldsst sich dieses Modell notieren, wenn wir dquivalent schreiben
Yii=pite; VI<i<k VI<j<n,,

wobei die Fehlerterme (g;)1<i<x, iid. sind mit £11 ~ N'(0,0?).
1<j<n,

Damit ist also ein Regressionsmodell mit einer kategoriellen Kovariable der Form

Y 0 €11

Yin, 0 I Elnmy

Y1 1 Ik €k1

Yknk 1 gknk
gegeben, in Matrixform

Y=Xup+e

mit = (p1, . . ., px)t als unbekanntem Parametervektor und e ~ Ny, (0,0%1,,) mitne := > 1 ni.
Gilt spezielln, = ... = ny =: n, so nennen wir das Modell ANOVA I-Modell mit balanciertem Design.

Beachte: Das Modell hat keinen Intercept! Es gilt rang(X) = k, da die k Spalten von X linear

unabhéngig sind.

Die klassische Fragestellung der Varianzanalyse lautet: Existieren (irgendwelche) Unterschiede in
den Faktorstufen-spezifischen Mittelwerten u;, 1 < ¢ < k, oder nicht?

Interpretation: Hat der Faktor einen Einfluss auf die Response oder nicht?

Mathematische Formulierung als Testproblem:

Hoy:pi=pas=...=pp versus Hy:3J1<i#LlL<k: u;# py.

Dariiber hinaus lassen sich viele andere Fragestellungen formulieren, z.B.:

(MCA) Priifung aller paarweisen Mittelwertdifferenzen

(MCB) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem (empirisch) ,,besten*
(groBten)
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(MCC) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem einer ausgezeichneten Kon-

trollgruppe (control)

Dies sind klassische multiple Testprobleme, die in einer eigenen Spezialvorlesung behandelt wer-

den.

Satz 3.39 (Quadratsummenzerlegung)

Wir setzen

ng
Vi<i<k: Y, :ngleij
j=1

~I
I
.3‘
]
g
<

=1

k  n;
SSW =Y "> (vi; - Y;)?

i=1 j=1

Dann gilt:  SST = SSB + SSW.

Beweis:

k n;
SST =" (Vi -Y.)°

i=1 j=1

= Z Z(ng ~Y; +Y, —-Y.)?
i

Nun ist aber

(Gruppenmittel)

(Gesamtmittel)

(sum of squares between groups)

(sum of squares within groups)

Offenbar spricht es gegen die Nullhypothese, wenn die Streuung zwischen den Gruppen grofer

ist als die Streuung innerhalb der Gruppen. Dies motiviert, das (skalierte) Verhiltnis von SSB und

SSW als Teststatistik zum Priifen von Hy zu verwenden.
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Satz 3.40
Mit den Bezeichnungen von Satz[3.39 gilt:

(i) SSW/o? ~ X2 _,

(i) Unter Hy ist SSB/o* ~ x3_,

(iii) SSW ist stochastisch unabhdingig von S'SB.

SSB/(k—1)

(lV) Fiir F' = m glll F I;:) Fk—l,n.fk-

Insgesamt kann Hg also verworfen werden, falls der Wert der beobachteten F-Statistik den Wert

Fy 1 ne—k;1—a libersteigt.

Beweis: Zur Ubung. |

Definition 3.41 (Effektdarstellung)
Definiert man po :==E [Y..| = ng! Zle 272:1 pi =mngt Zle nip; und o = p; — o,
1 <1 < k, so hat man einen ,,Intercept* g in das ANOVAI-Modell eingefiihrt und die entstehen-

de Darstellung lautet nun
Vi<i<k: VI<j<mn;: Y=po+a;+e; 3.41.1)

mit homoskedastischen, stochastisch unabhdingigen, zentriert normalverteilten Fehlertermen

(Ez‘j)lgigk, .
1<j<n;

Wichtig ist dabei, dass die Nebenbedingung Zle n;a; = 0 beriicksichtigt wird, damit die resul-

tierende Designmatrix vollen Rang besitzt (vgl. Aufgabe 23!). Wir nennen (3.41.1) die Effektdarstellung

des ANOVAI-Modells und «; den Effekt der Faktorstufe i, 1 < i < k.

Konvention: Um die Nebenbedingung Zi?:l n;a; = 0 in der Designmatrix zu kodieren, einigen

: - ~1
wir uns darauf, o, == —n, ! 2?21 n;a; vorzugeben.
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Damit lautet die Effektdarstellung in Matrixform' Y = X (po, a1, ..., c0p_1)t + € bzw.

[ ] €
Y 11 0 0 ... 0 11
Yinl 1 1 0
Yo 1 0 1 0 0
0
1
= . +
Yio11 1 0 0 0 1
k1
Yitn, 1 0 0 0 1
Yi1 1 —Z—; _Z_i _Z_i _nZ;1
T

mit den k unbekannten Parametern i, (0;)1<i<k—1-

Satz 3.42

(i) Unter den Gegebenheiten von Definition sind die KQ-Schdtzer (bzw. MLEs) fiir die

unbekannten Parameter gegeben durch

(ii) Die F-Statistik zum Priifen der Globalhypothese Hy: o = a9 = ... = a1 = 0 ist
identisch zu der in Satz[3.401(iv) angegebenen, also F' = %.

Beweis: Zum Beweis von (i) betrachten wir die (iiberparametrisierte) Designmatrix

(1 1 0 ... 0]
1 1 0
1 0 1 0
Xgsny = | =~ | e {0, 13T mit rang (X 4q)) =
1 0 1 ... 0
1 0 0 1
1 0 0 1]
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und I6sen die Normalengleichungen X(k+1)X(k+1) (po, a1, .- o)t = (k+1)Y unter der linea-

ren Restriktion Zi:l n;c; = 0. Wir erhalten

Ne ni n9 cee Np—1 Nk

ny ny 0 e Ce 0

kaH)X(kH) _ N9 0 ng O o 0
0 0

ng—1 0 0 ng_1 O

N 0 0 ng

und folglich fiir die Normalengleichungen

k k  ny
Nelto + Z n;o; = Z Z YVZ‘j sowie

i=1 i=1 j=1

n;
VlSiSkimﬂo-i-mOéi:ZY;j

Einsetzen der linearen Restriktion ergibt

k n;
n.ﬂoZZZYz‘j@ﬂo:?

i=1 j=1

und damit

Vi<i<k: nl Y +ozl ZYZJ<:>0¢Z— Y, -Y.

wie gewiinscht.
Zum Nachweis von (ii) beachten wir, dass SSEp, = SST = Zle > (Yij — Y.)% und

k  n;
SSE =" "(Yij — jio — &;)°

i=1 j=1

k ng
=SSy Y. - (Y. V)P

i=1 j=1

k

—ZZ i —Y)? = SSW gilt.

=1 j=1

Nach Quadratsummenzerlegung ist damit ASSE = SSEy, — SSE = SST — SSW = SSB
und Satz (b) aus der allgemeinen ANCOVA-Theorie ergibt F' = % denn hier ist
r = k — 1 (Anzahl Restriktionen), der Gesamtstichprobenumfang dim(Y’) = ne und die Anzahl

der Spalten der Designmatrix mit vollem Rang ist gleich k. |
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Bemerkung 3.43
Das varianzanalytische Modell in Effektdarstellung, also

VI<i<k:V1<j<mn;: Yij=po+ai+e; (3.43.1)

ist als Regressionsmodell zundichst einmal ungeeignet, da die Designmatrix nicht vollen Rang
besitzt. Erst durch Beriicksichtigung der intrinsischen Nebenbedingung Zle n;a; = 0, die aus
der Definition der (cv;)1<i<, resultiert, haben wir ein Modell erhalten, das den Bedingungen von
geniigt.

Geht man indes direkt von (3.43.1) aus, so lassen sich auch noch andere Nebenbedingungen finden,
die vollen Spaltenrang der Design-Matrix garantieren, etwa Zle cioy; = cla = 0 mit Zle ci #
0. Erzwingt man Orthogonalitdt der Spalten der Design-Matrix, so nennt man die entstehende

Darstellung Kontrastkodierung. Zusammenfassend haben wir also

1. Dummy-Kodierung:

xj; = 1, falls Faktorstufe i vorliegt und 0 sonst, 1 < j < ne,1 <1 < k.

2. Effekt-Kodierung:

1, falls Faktorstufe i vorliegt,
V1<j<mne:xj1=1sowiexj;=1< —1, falls Faktorstufe k vorliegt, 2 <1 <k.
0, sonst,

3. Kontrast-Kodierung:

Orthogonalisierung der Design-Matrix.

In jedem der drei Fiille ist die entstehende Designmatrix X = (xj;)1<j<ne, eine (ne x k)-Matrix.
1<i<k

Wenden wir uns nun zweifaktoriellen Versuchsplidnen zu.

Modell 3.44 (Zweifaktorieller Versuchsplan, ANOVA2)

Wir beobachten Response-Werte (yijk)lgisl, (also hier nur balancierte Designs) und modellieren
e B
sie als Realisierungen von (Y;;1,) mit Modellannahme

Yiik = pij +eijre, 1<i<I,1<5<J,1<k<n.

Der Gesamtstichprobenumfang ist nee := I - J - n. Die ersten beiden Dimensionen heifsen erster
bzw. zweiter Faktor mit Faktorstufen 1 < 1 < I bzw. 1 < j < Jund 1 < k < n durchliuft die
Wiederholungen pro Faktorstufenkombination. Ferner nehmen wir an, dass alle €;;, iid. sind mit

e111 ~ N(0,0?). Das ANOVA2-Modell entspricht einem multiplen linearen Regressionsmodell mit

zwei kategoriellen Kovariablen. Die Dimensionalitit des Parametervektors ist

Aim((H11, (1125 -+« 1Ty H21y - -y o115 -+« firg)) = T+ .
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Beispiel 3.45 (Schuchard-Ficher et al! (1980), Seite 30)

Response: Abgesetzte Mengeneinheit einer Margarinen-Marke in verschiedenen Supermdirkten
Faktor 1: Preispolitik (,, Niedrigpreispolitik*, ,,Normalpreispolitik“, ,,Hochpreispolitik )
Faktor 2: Kommunikationsstrategie (,, Postwurfsendungen®, ,, Anzeigenwerbung“)

Versuchsplan: Sechs zufillig ausgewdhlte Supermdrkte, ein Supermarkt pro Faktorstufenkombi-

nation, zehn zufillig ausgewdhlte Werktage

Damit ergibt sich I = 3 (Preispolitik-Strata), J = 2 (Kommunikationsstrategie-Strata) und

n = 10 (jeweilige Wiederholungen).

Definition und Lemma 3.46 (Effektdarstellung)
Wir definieren unter Modell

J
fio = J 1Y pij, 1<i<T (3.46.1)
j=1
I
proj =171y g, 1<G < (3.46.2)
=1
I J
po = (I1) 7" 0 . (3.46.3)

i=1 j=1

(i) Damit erhalten wir die Zerlegung

pij = o + (ttie = f10) + (paj — p0) + (Kij — Hie = Haj + p10)

=po+a;+ 6+ (af)y; 1<i<I, 1<j<J

sowie die Effektdarstellung

Yijk = po + o + B + (B)ij + €ijk- (3.46.4)

Der neue Parametervektor ist

19 = (/1/07041,. .- ,@],ﬁl, cee 7ﬁJ7 (aﬁ)llw cey (aﬁ)IJ)t S R1+I+J+IJ-

Aus bis (3.46.3)) ist klar, dass (I + J + 1) Restriktionen zwischen den Komponenten
von O herrschen. Damit hat die zur Effektdarstellung gehorige, iiberparametrisierte

[(I-J-n)x (14 I+ J+ 1J)]-Designmatrix wie die der Dummy-Darstellung den Rang

(I - J), also nicht vollen Spaltenrang.
(ii) Es gilt

I J I J
doai=) =) (o) =) (aB)y =0.
i=1 j=1 i=1

Jj=1
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Die (o;)1<i<1 heiffen Haupteffekte des ersten Faktors, die ((3;)1<;<; heifien Haupteffekte

des zweiten Faktors und die ((a3);j)1<i<r, Interaktions- bzw. Wechselwirkungseffekte.
1<5<J

Es gilt nicht (!!) zwingend  (o3);; = ;5.

Beweis: zu (ii):

I I
D 0i =D (e = po)
=1 i=1
1 J 1 J
=D | 2 = AT YD
=1 7=1 =1 j=1
I J i 1o i
_ ij ~1 ij | _
m2 2 L LT S
=1 j=1 i=1 | =1 j=1
da Zi[:l Z}]:1 fi5/J konstant ist. Die anderen Aussagen folgen in analoger Weise. [

Satz 3.47
Sei unter den Gegebenheiten von

V= (,LL(),CYl, vee ,(X]_l,/Bl, e 76J—17 (Oéﬁ)ll, ey (aﬁ)([—l)(gjfl))t S RIJ.

(a) Dann ldsst sich die Modellgleichung des ANOVA2-Modells mit balanciertem Design dqui-

valent schreiben als
Y=X94¢ mit
Y = (Y1, -, Yign)' € R,
€= (e111,--.,E1n)" € R

und der Designmatrix X € R"*()) mir Eintriigen (Xrs)1<r<ne., gegeben durch die
1<s<I-J

Jfolgende Konstruktion. Wir teilen X in vier Teilmatrizen X, Xo, X und X o) mit jeweils
Nee Zeilen auf:
[1] X, ist ein Spaltenvektor, bestehend aus lauter Einsen (Intercept-Spalte).
[2] X, ist eine (nee X (I — 1))-Matrix, deren Spalten zu den Haupteffekten des ersten
Faktors korrespondieren. In Spalte 1 < 1 < I —1von X, gilt:

X &k’i) = +1, falls Faktorstufe i bei Beobachtungseinheit k vorliegt, 1 < k < Nqe,

X0 = —1,  falls Faktorstufe I vorliegt,

«

Xt = 0, sonst.

«
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[3] Xg korrespondiert in analoger Weise zu den Haupteffekten des zweiten Faktors.

[4] X (ap) korrespondiert zu den (I — 1) - (J — 1) Interaktionseffekten. Fiir ihre Eintriige
gilt in selbsterkldrender Notation: X((k Zg) = Xék’i) . Xék’j), 1<:<71 -1,
1 <5< J =1, 1<k < Nee- Demnach hat X folgende Struktur:

po a1 ... ar-1 B B (@) - (eB)u-1),-1)
111 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
11n 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
1J1 1 1 ... 0 -1 ... -1 -1 0
X =
1Jn| 1 1 ... 0 -1 ... -1 —1 0
IJ1 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
IJn\' 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
~—
Xpg Xa Xp X(ap)

(b) X hat vollen Rang und ist blockorthogonal in dem Sinne, dass Spalten, die aus verschiede-

nen Teilmatrizen { X, Xo, Xg, X(ap)} Stammen, zueinander paarweise orthogonal sind.

Beweis: Nach Lemma [3.46/(ii) ist oy = —221711 o, By = — 3’;11 BiundV1l <7 < T—1:
Vi<j<J-1: (O‘ﬂ)lj - - ZZ 1 (aﬁ)m, (O‘ﬁ)u - - Zj;%(aﬁ)zj

Ferner gilt:

I J

0= Z > (aB);

=YY (aB)ij — (aB)1s < (aB)rs Z > (ap

i=1 j=1 i=1 j=1
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Damit lésst sich die unter (a) behauptete Darstellung sofort vermittels Fallunterscheidung beziig-
lich (4, 5) und Verifikation der Ubereinstimmung mit unter Beriicksichtigung der obigen
Restriktionen beweisen.

Zum Nachweis von (b) geniigt es, Blockorthogonalitit zu zeigen.

Wegen balanciertem Design ist in jeder Spalte von X, bzw. Xg bzw. X ,3) die Anzahl der Ein-
trage ,,+1° gleich der Anzahl der Eintrdge ,,—1“ und damit sind alle diese Spalten orthogonal

zum Spaltenvektor X ;. Fiir eine beliebige Kombination (7, j) von Haupteffekten ist das innere

Spaltenprodukt
(i)t () _ _ — =
(X1 X5 n n n + n 0.
Stratum (¢,j)  Stratum (¢,J)  Stratum ([,j)  Stratum (I,J)
Analog rechnet man fiir die Kombination eines Haupteffektes mit einem Interaktionseffekt. |

Unter Ausnutzung der unter Satz[3.471(b) gezeigten Blockorthogonalitiitseigenschaft der ANOVA2-
Designmatrix im Falle balancierter Designs ldsst sich die Modellgleichung in diesen Fillen wie
folgt notieren:

Ho

(0}
Y:(XMO Xa Xﬁ X(aﬁ)) B +¢€

(af3)

mit selbsterklirenden Vektoren v, 3 und (a/3). Dies hat giinstige Auswirkungen auf die Parame-

terschétzungen:

Satz 3.48 (Parameterschétzungen fiir ANOVA?2 unter balanciertem Design)

In ANOVA2-Modellen mit balanciertem Design sind KQ-Schdtzer bzw. MLEs fiir die Parameter

posa = (aq,...,ar—1) 8= (B1,...,07-1) und (af) = (aBij)1<i<i-1, gegeben durch
1<5<U-1

I n

fio = Veww = == 3" 3" 5 Vi

i=1 j=1 k=1

a= (X! X)Xy = XY,
B=(XXp) ' XY = XY,
(aB) = (X{up X () Xlap)Y = XY
Beweis: Wir haben X = (X,, X, Xp X(u3)) und damit lassen sich die Normalenglei-
chungen X! X (o, at, 3%, (aB)!)! = XY darstellen als

Xt X, XL Xe XLXs XL Xap) " Xty
XX,  XiXe @ XLX5  XLX(ap) o | | Xty
XiX,  XiXa  XiXs  XiX(up) 3 Xty
XlapyXno XlapXa XlapXs XlapXes) \(@0) Xlap)Y
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Wegen Blockorthogonalitit reduziert sich dieses System zu
X, X oo = X, Y,
X! Xoa = XY,
X5X30 = XY,
t t
X(ap)X(ap)(@B) = X(ap)Y-

Damit entkoppeln sich die Parameterschitzprobleme und die Gestalt von &, ﬁ und (o/zb) folgen
sofort, da die entsprechenden Teil-Designmatrizen jeweils vollen Spaltenrang haben.

Da X, ein Spaltenvektor aus lauter Einsen ist, gilt fiir fio, dass

I J n
Neefly = Z Z Z Yiik & flo= Y oo gelten muss.
i=1 j=1 k=1

Korollar und Definition 3.49
Unter Modell [3.44] definieren wir

(i) Yooo = Niad Sty 3201 by Yigho

(ii)) VI<i<T: Yie=(Jn)"' S0 S0 Yijk
(iii) V1 <j < J: Yeje=(In)" i ey Yige
(iv) V1<i<I:V1<j<J: Yie=n1Y7_Yi

Dann folgt aus Satz[3.48| dass KQ-Schdtzer bzw. MLEs fiir die ANOVA2-Parameter in Effektdar-
stellung gegeben sind durch

V1<i<I—1: & =Yiee~ Yoo
Vi<j<J-1: Bj :?ojo_?oon
VI<i<lI—1: V1<j<J—1:(aB)ij="Yije~ Vieo — Vajo + Veue
(vgl. auch die Definition unter(3.46(i)).

Abschlieffend behandeln wir noch die Testtheorie im ANOVA?2-Modell mit balanciertem Design.
Dabei ist es iiblich, zunéchst die Interaktionseffekte auf statistische Signifikanz zu priifen, da sich
die Haupteffekte besser interpretieren lassen, wenn das Modell von den Wechselwirkungstermen

befreit wird.
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Satz 3.50
Unter Modell 3.44] sei die lineare Hypothese H gy : (af3);j =0 V1 <i<TI—1,
V1 < j < J — 1 zu testen. Dann gilt

(a) H g ist darstellbar als K1) = 0 (mit ) wie in Satz[3.47) mit Kontrastmatrix

10 .0
0 0 01 0 . 0
K =
0 . 0
0 0 0 0 0 1
I+J-1 I-1)(J-1)
mit rang(K) = (I — 1)(J — 1).
(b)
I J n o o o
SSEH(QB) = Z Z(Y;]k —Yiee — cho + Ycoo)Z,
i=1 j=1 k=1
ASSEp,,, = SSEy,, —SSE
1
=n Z Z(Yz]o - Yioo - Yojo + Y.oo)2
i=1 j=1
(c)

o ASSBa, /I(T-1D(J 1)
(@B) — SSE/[IJ(n—1)]
_ nY oty Y1 (Vije = Yiee = YVejo + Yead)2/[(T — 1)(J — 1))
Sl i Sy (Yigk = Yije)2/[1J (n = 1)]

ist unter Hogy  F(1-1)(J-1),1.0(n—1)"verteilt.

Beweis: Teil (a) ist offensichtlich.
Die Gestalt von SSEp,, unter Teil (b) folgt aus Satz .48 und Korollar 349 (&, 5 und fip sind

invariant gegentiiber der Giiltigkeit von H ,g)).
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Zum Nachweis der Gestalt von ASSFE Hiap) beachten wir, dass nach Korollar 3.49] gilt

SSE = (Y;jk—ﬂo—di—éj_(@)ijy

k=

N
Il
—
<
Il
—
—

™~
M-

3

{}/;]k - ?ooo - (Yioo - Yooo) - (Yojo - Yooo)

I
M-
M~

N
Il
—
<.
Il
—_

k=

[y

3

(Yijk — Yije)?.

I
M~
M~

Il
—_
B
—_

7

1j
Offenbar hat SSE also I.J(n — 1) Freiheitsgrade. Damit errechnen wir weiter

I J n
SSEH(QB) - SSE = Z Z Z{(Y;]k - ?ioo - ?ojo "‘7000)2 - (}/z]k - ?ijo)Q}
i=1 j=1 k=1

2

=17

[\

Z(?ijo - ?iu - Yojo + Y.oo)

J n
=1k=1

I J n
+2 Z Z Z(Y;]k - ?ijo)(?ooo - ?ioo - ?ojo + ?1]0)
i=1 j=1 k=1

=n Z Z(?Uo - ?ioo - ?ojo + ?000)2
i=1 j=1
wie gewiinscht.

Damit folgt Teil (c) aus der allgemeinen Theorie der multiplen linearen Regression
(r = ([_ 1)(J_ 1)7 p; IJ, Nee _p; IJ(?’L— 1))

Bemerkung 3.51

In analoger Weise erhdlt man die folgenden Resultate zum Testen der Haupteffekte.

(a) Fiir die lineare Hypothese H, : a; =0 V1 <4 < T — 1ist
I J n I
SSEHa = Z Z Z(Y;jk; - Yijo)2 +Jn Z(Yioo - Yooo)2
i=1 j=1 i=1

% Jj=1k=1

und damit

F. = Jn Zz‘lzl(?iu - ?000)2/(1 - 1) F
o SSE/[[J(n _ 1)] Ha I—LIJ(n—l).
(b) Fiir Hg : B; = 0V1 < j < J — 1ist

J
SSEp, = SSE+1InY (Yeje — Yees)’
j=1
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und damit . B
_ In Zj:l(YOJO - Ycoo)Q/(J — 1) T
7 SSE/[1J(n —1)] H, J—1,1J(n—1).

Insgesamt erhalten wir folgende tabellarische Situation fiir Modell [3.44¢

Balanciertes
Fehlerquadratsummenterm
ANOVA2 Freiheitsgrade F-Statistik
Haupteffekte
des 1. Faktors ASSEy, = I—1 ASSEy, /(I —1)
In Y1 (Viee = Vees)? SSE/[1J(n —1)]
Haupteffekte
des 2. Faktors ASSEp, = J—1 ASSEp,/(J —1)
[TL Z;']:l(?°j° _7000)2 SSE/[[J(TL - 1)]
Interaktions-
effekte I J — — ASSE I-1)(J-1
ASSE — I - I-1)(J-1) Hgg/[I=D(J=1)]
P F ) Tiz“l 23*12 SS(E7EIJ(n—1)}
(Yljo - Yz'oo - cho + Y.oo)
Residual-
t 1 J _
streuung SSE=Y1 7 s, IJ(n—-1)
(Yijk — Yije)?
Tabelle 3.2: Tabelle der ANOVA?2 mit balanciertem Design
Beispiel 3.52

Margarine-Datensatz von |Schuchard-Ficher et all (1980), Fortfiihrung von Beispiel (siehe

Prdsentation mit R).

Bemerkung 3.53 (Versuchsplidne mit Messwiederholungen)

Es gibt andere varianzanalytische Versuchspline als das Design mit iid. Fehlertermen.
Beispielsweise konnte die Response jeder Beobachtungseinheit unter verschiedenen experimentel-
len Bedingungen (wiederholt) gemessen werden.

Im einfaktoriellen Fall fiihrt dies auf eine Modellgleichung der Form

Yij=pi+ej, 1<:<k 1<j<n
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mit balanciertem Design, wobei die Fehlerterme (e;j)i<i<x, nun indes nicht mehr stochastisch
1<5<n

unabhdingig sind, da in jeder Faktorstufe die selben n Versuchsobjekte bemessen werden.

Wir miissen die Annahme an die Verteilung der Fehlerterme also modifizieren:
Vi<ji<n: g :=(c1j,... k) ~N(0,%),
Vi<ji#jo<n: gjlej,.
Wir testen die Globalhypothese (,,kein Treatment-Effekt )
Ho:pp=pa=... = pg bzw. dquivalenterweise
Hy:pi—pip1=0 vV1i<e<k-—-1.

Seien dazu

Aijj =Y =Y, 1<i<I-1,1<j<n
die Differenzen aufeinanderfolgender Messwerte des Versuchsobjekts j. Dann gilt offenbar
Bi= Breveo Bpra) = (Vie— Voo Vit — Vi)

Mit der (k — 1) x (k — 1)-Stichproben-Kovarianzmatrix Sa der Differenzwerte A;; folgt dann,
dass

T3 = nZtS;Z
unter Hy T?*(k — 1,n — 1)-verteilt ist.

In dhnlicher Weise konnen andere Versuchspline bearbeitet werden.

3.5 Poisson-Regression

Als erstes verallgemeinertes lineares Regressionsmodell betrachten wir das Modell der Poisson-

Regression fiir Zidhldaten. Vorbereitend dazu studieren wir noch allgemeine Charakteristika von

verallgemeinerten linearen Modellen (englisch: generalized linear models, GLMs).

Definition 3.54 (Verallgemeinertes lineares Modell, GLM)

Sei (", F™, Q- Py,) mit unbekanntem ¥; € © C RV1 < i < n ein Produktexperiment , in-
duziert von stochastisch unabhdngigen, beobachtbaren Responsevariablen Y1, . ..,Y, mit Werten
(jeweils) in Q@ C R. Dann heifst (", F", Q. Py,) verallgemeinertes lineares Modell (GLM),
falls gilt:

1) Fiir jedes 1 < i < n ist Py, ein Element einer natiirlichen Exponentialfamilie, d.h. es

existiert eine Dichte (Likelihoodfunktion) beziiglich eines dominierenden Mafles und sie hat

die Form
Ui, yi) = a(9:)b(y:) exp(yi - T(V;))-

Der Term T'(V) heif3t natiirlicher Parameter der Exponentialfamilie, 9 € ©.
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2) Fiir jede Beobachtungseinheit 1 < i < n sind die Werte von p Kovariablen (unabhingigen
Variablen) gegeben, insgesamt also eine Designmatrix X € R"*P_ Ein Intercept wird dabei
durch eine Quasi-Kovariable, die konstant den Wert 1 annimmt, kodiert.

Die systematische Komponente des GLM ist dann gegeben durch einen Vektor

n=(m,...,nn)" mit

p
Vlgzgn 77@':2@‘5'3@']'
j=1

fiir (unbekannte) Regressionskoeffizienten (31, . .., 3y. Der Term m; heifst linearer Priidiktor

von Beobachtungseinheit 1 < i < n. Insgesamt ist alson = X3, 8= (B1,...,0p)".

3) Sei y; = E[K|XZ = ;] der (bedingte) Erwartungswert der i-ten Responsevariable. Es
existiert eine Link-Funktion g, die die systematische Komponente und die durch p; beschrie-

bene stochastische Komponente der Verteilung von Y; koppelt:
P
Vi<i<n: nmi=g(m) e gm) =Y Bimij.
j=1

Die kanonische Link-Funktion (der kanonische Link) transformiert den (bedingten) Erwar-

tungswert von 'Y; auf den natiirlichen Parameter, erfiillt also die Beziehung
P
g() = T(0:) & T(W0:) = Biaij.
j=1

Beispiel 3.55 (ANCOVA mit normalverteilten Fehlertermen)
SeiY = (Y1,...,Y,) mitY ~ N, (X3,021I,) wie unter Modell 314 mit Zusatzanname 314 (c).
Dann gilt nach Korollar(3.16| dass j1; = Z§:1 Bjxi; Y1 < i < ngilt, d.h. g = id. (identity link).

Die Formulierung von GLMs erlaubt eine einheitliche Behandlung von Produktmodellen, denen
natiirliche Exponentialfamilien zu Grunde liegen, mit Hilfe der inferentiellen Likelihoodtheorie.

Ziel der statistischen Inferenz fiir GLMs sind wieder die Regressionskoeffizienten (3;)1<;<p.

Lemma 3.56
Die Familie der Poissonverteilungen mit Intensititsparameter 19 > 0 bildet eine natiirliche Expo-

nentialfamilie im natiirlichen Parameter T'(9) = log(¥}).

Beweis: Die Familie ist dominiert vom Zihlmaf mit

k

10, k) = % exp(—1)

= exp(—1) (5) exp(h - log ()

=a(?) - b(k) -exp(k-T(9)), k€ Np.
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Die Poisson-Regression modelliert stochastisch unabhingige Beobachtungseinheiten, die Zahldaten-
Struktur haben und als jeweils Poisson-verteilt mit Kovariablen-abhéingigen Intensitéitsparametern
angenommen werden, als GLM. Nach Definition [3.54| und Lemma [3.56] ist der kanonische Link

dabei durch den natiirlichen Logarithmus gegeben.

Modell 3.57 (Poisson-Regression mit Intercept)

Seik = p—1und X = (X1,...,X}y) der Vektor der interessierenden Kovariablen. Der Stich-
probenraum fiir die Response Y = (Y1,...,Y,) ist (NB,2N0). Fiir jedes 1 < i < n legen
wir einen Zdihlrahmen (englisch: size) s; zugrunde und machen die Modellannahme, dass Y;

Poisson(\(Z;) - s;) verteilt ist, 1 < i < n. Dabei gelte die Strukturannahme

k
log(A(F:)) = Bo+ Y _ Bjaij  baw.
=1

E[YZ’XZ = fi; Si] = )\(fl) - S5

k

= exp(fo + Zﬁj:ﬂlj +1In(s;)), 1<i<n.
j=1

Fiir das Gesamtexperiment ergibt sich als (Log-)Likelihoodfunktion mit 3 = (51, ..., Bk)!

1B.) = [] =20 exp(-A(@)s)

1.

T A@)si]”
=1 y"
::fikﬂpﬂ%-FEﬁZ?xm+4n@Uﬂ%

k
- exp(—exp(fo + Zﬂjwzj + In(s)))

i=1 j=1

sowie

n k k
((8,9)) = Y Awi(Bo+ D Bjwij +In(s:)) — exp(Bo + > By + In(s;)) — In(y))}-

i=1 j=1 j=1

Bemerkung 3.58

(i) Der Term In(s;) wird als Offset bezeichnet, da er jeder Beobachtungseinheit einen indivi-

duellen Intercept zuweist.

(ii) Der kanonische Link g = log transformiert den urspriinglichen Wertebereich (0, 00) von

A(Z;) auf ganz R, den natiirlichen Parameterraum der Familie.

(iii) Die Poisson-Regression ist ein multiplikatives Modell. Fiir den Quotienten zweier Inzidenz-

raten (in der Epidemiologie: relatives Risiko, RR) bei zwei Kovariablenprofilen X 4 und T g,
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die sich in genau einer Ausprdgung einer bestimmten Kovariable j unterscheiden, gilt ndm-
lich

A(Z4)
A(ZB)

RR = = exp(log(A(Za)) — log(A\(Zp)))

= exp(Bj(za,; — zB,j))-

Speziell fiir dichotome Kovariable j: RR = exp([3;)

Dieses Konstanthalten aller anderen Kovariablen nennt man auch ,,Adjustieren .

(iv) Die Parameterschiitzung der Regressionskoeffizienten erfolgt vermittels des Maximum-
Likelihood-Prinzips. Zwar existiert keine geschlossene Losung, aber die Existenz eines ein-
deutig bestimmten Minimums der negativen Log-Likelihoodfunktion ist garantiert, da
—In(I(5,y)) eine konvexe Funktion des Parametervektors [3 ist. Es konnen also numerische

Routinen aus der konvexen Optimierung angewendet werden.

(v) Geschachtelte Modelle konnen mit einem Likelihood-Quotienten-Test verglichen werden.

Beispiel 3.59

Ld (2003) berichtet eine Studie, in der Daten von n = 44 Notfalldrztinnen in einem grofien Kran-
kenhaus erhoben worden sind. Die zu analysierende abhdngige (Response-) Variable ist die Anzahl
an Beschwerden fiir die jeweiligen Arztnnen. Der Ziihlrahmen pro Arzt/Arztin ist die Anzahl an
Patientenbesuchen, die vier zu beriicksichtigenden Kovariablen sind Vergiitung (in Dollar/Stunde)
und Erfahrung (in Stunden) sowie Geschlecht und Facharztausbildung (ja/nein).

(siehe Prdsentation mit R und Handout.)

Satz 3.60 (Multivariater Zentraler Grenzversatz)
Sei B(n) der MLE des Parametervektors 3 = (B, ...,[3,)" eines GLMs mit kanonischem Link
zum Stichprobenumfang n. Falls alle p Kovariablen einen kompakten Wertebereich haben und fiir
die Folge (X;,)n>p von Designmatrizen gilt, dass (X,! X,,)~t — 0, so gilt:
- n—oo
Bln) ~ No(B, F7(8)) mit Fo(5) = X,] Covn(¥) X,

as.

Dieses asymptotische Ergebnis bleibt richtig, falls F,(3) durch F,(3(n)) ersetzt wird.

Beweis: Satz 2.2 in Kapitel 7 von [Fahrmeir and Hamerle (1984), siehe auch Ubungsaufgabe 37.
|

Bemerkung 3.61

1<i<n

(a) Cov,(Y) = diag <[Var <Y;\X:1 = fzﬂ ) Dabei héiingt Var <YZ]X"Z = @) von (3 ab.
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(b) Im Falle der Poisson-Regression ist
V1 < ) <n: Var (sz?z = fi78i> = My = )\(@)s,

= exp(n; +In(s;))

k

exp | Bo+ Y _ Bywij + In(s;)

j=1
Definition 3.62 (Saturiertes Modell)
Fiir ein gegebenes GLM basierend auf Responsevariablen Y = (Y1,...,Y,)! und zugehorigen
Beobachtungen y = (y1,...,yn) driicken wir die (gemeinsame) Likelihoodfunktion durch y =
(p1, -+, pin)t aus und schreiben fiir sie 1(j,y).
Damit ist n(I(f1,y)) der (maximale) Wert der Loglikelihoodfunktion fiir das gegebene GLM.
Betrachten wir diesen Wert fiir alle in Frage kommenden Modelle, so existiert ein maximal er-
reichbarer Wert, der der optimalen Anpassungsgiite entspricht und durch In(l(y,y)) gegeben ist.
Das zugehdrige ,,Modell*, das jeder Beobachtung einen eigenen Parameter zuweist, heifdit satu-

riertes Modell.

Bemerkung 3.63

(a) Das saturierte Modell ist kein Modell im eigentlichen Sinne, es kodiert die in der Stichprobe
enthaltene Information lediglich um. Es ist auch nicht von eigenstindigem Interesse, son-
dern ein Hilfsmittel, um zu einer verallgemeinerten Definition des Bestimmtheitsmafles zu

kommen.

(b) Fiir die Poisson-Regression gilt in der Nomenklatur von Definition |3.62!

W y) = Hgf,iexp(—m) und
i=1 7"
n((yy) = Y {wiln(y) —In@w!) — v}
2:y; >0

(c) Das saturierte Modell kann auch anders kodiert sein (siehe Ubung).

Definition 3.64 (Bestimmtheitsmal} eines GLM)

Sei unter der Nomenklatur von Definition In(l(y,y)) der Loglikelihood-Wert des saturierten
Modells, In(l(fi,y)) der eines fest vorgegebenen Modells (mit Designmatrix X € R™*P mitp < n)
und In(1(Bo,y)) der des Null-Modells (das nur den Intercept enthiilt). Definiere

D(p) = 2[(l(y,y)) — (i y))],

D) = 2 [y, ) — m(Ufo,y))]
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Dann ist das Bestimmtheitsmaf; des Modells, welches [i generiert hat, gegeben durch

R =120
D(Bo)

Beschreibt das ,, fi-Modell“ die erhobenen Daten perfekt, so ist D(ji) = 0 = R? = 1.

Ist die Anpassungsgiite des ,, i-Modell“ genau gleich der Anpassungsgiite des Null-Modells, so ist
D(f) = D) = R* = 0.

Bemerkung 3.65 (Uberdispersion)

Die Poissonverteilung ist einparametrisch mit E [Poisson (\)] = Var (Poisson (A)) = A.

Daraus resultiert oftmals in der Praxis ein Problem fiir die Poisson-Regression, ndmlich das der
Uberdispersion, d.h., dass Var (Y;) > \(Z;)s; ist.

Das ist insbesondere fiir das Priifen der Regressionskoeffizienten auf statistische Signifikanz ein
Problem, da unterschdtzte Standardabweichungen zu grofie Teststatistiken (Z-scores) zur Folge
haben.

Unter der Annahme, dass ein Skalierungsparameter ¢ existiert, so dass V1 < i < n : Var(Y;) =
O (T;)s; gilt, kann diesem Problem wir folgt begegnet werden:

Wir wissen aus der inferentiellen Likelihoodtheorie, dass (mit den Bezeichnungen von Definition
[3.64) D(j1) ~ Xifp gilt. Daraus folgt nach Pearson (vgl. Beispiel 3.12), dass

n T )2 _ 2
D(j1) ~ Z (Y; ﬂ‘/‘z) _ Z (O EE) —.Q().
i=1 ¢

Nehmen wir an, dass [i; = ; ist, so folgt, dass

{2

denn Q(Y") /¢ verhdlt sich dann wie die Summe von Quadraten von n standardisierten Zufallsva-
riablen bei p geschdtzten Modellparametern, und E [X?,] = v, also haben wir E [%(T};)} ~ ¢.
Aus dieser (heuristischen) Uberlegung leiten sich zwei Schéitzmethoden fiir den Uberdispersions-

parameter ¢ ab:

(a) Nehme ¢ als zusdtzlichen Parameter in die (gemeinsame) Likelihoodfunktion auf und op-
timiere die (Log-)Likelihoodfunktion unter der Nebenbedingung D(i) = (n — p) (Quasi-
Likelihood-Verfahren).

(b) Schiitze ¢ durch d = Q(y)/(n — p).

In beiden Fdllen bleiben die Punktschdtzungen der Regressionskoeffizienten unverdndert, ihre ge-

schdtzten Standardabweichungen werden indes mit ngb multipliziert.
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3.6 Logistische Regression

Als zweites Beispiel fiir ein GLM betrachten wir die logistische Regression fiir Bindrdaten als

Response. Zur Einbettung in die allgemeine GLM-Theorie zunichst ein vorbereitendes Resultat.

Lemma 3.66
Die Familie der Bernoulliverteilungen mit Erfolgsparameter p € (0,1) bildet eine natiirliche

Exponentialfamilie im natiirlichen Parameter T (p) = 10g(%) =: logit(p).

Beweis: Fiir jedes p € (0, 1) existiert eine Zéhldichte (Likelihoodfunktion) der Form
py) = p'(1—p)'Y
y
p
= 1 — e —
1-2) [1 - p]
= (1-p)exp(ylogit(p)), y € {0,1}.

Unter den Bezeichnungen von Definition [3.54] kann also a(p) = 1 — p, b(y) = 1, und T'(p) =
log(755;) = logit(p) gewihlt werden. [ ]

Modell 3.67 (Logistische Regression mit Intercept)
Wir betrachten den Stichprobenraum (Q, F) = ({0,1}",21%1") und modellieren die Verteilung
der stochastisch unabhéingigen Responsevariablen Y = (Y1,...,Y,)t € Qals

V1 <i<mn:Y; ~ Bernoulli(p(%;)),

wobei fiir die Kovariablen-abhiingige Trefferwahrscheinlichkeit p(Z;) die strukturelle Annahme

- k
logit(p(7;)) = In (%) =0 = fo + ;Bj%‘

getroffen wird. Dabei ist 3 ein Intercept und T; = (x;1,...,x;) das Kovariablenprofil von Be-

obachtungseinheit 1 <1 < n.

Bemerkung 3.68

(a) Nach Lemma(3.606list das logistische Regressionsmodell ein GLM mit kanonischem Link.

(b) Fiir die (bedingten) Momente von 'Y; gilt unter Modell [3.67]

l

Es[Vi|Xi = 7] = p(@)=Ps (Yz =1|X; = fz) ;
varg (Vil%i = 7) = p(@) 1 - p(@)].
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(c)

(d)

(e)

Fiirp € (0,1) ist

1

9(p) = logit(p) =2 €R <= p=¢7'(:) = Ty

Damit ldsst sich die unter Modell gemachte Strukturannahme auch schreiben als

Vi<i<n:p@) = EglV;|X; =3
1
1+ exp(—m;)
1
1+ exp(—fo — Yh_, Bjzij)

Die (Umkehr-)Funktion g~ : R — (0,1), 2 + [1 + exp(—=2)]"! heift die

logistische Funktion.

Das logistische Regressionsmodell ist ein multiplikatives Modell. Betrachten wir zwei Kova-
riablenprofile ¥ 4 und Zp, die sich nur in den Ausprigungen einer festgelegten Kovariable

1 < j < k unterscheiden. Dann ist

p(Za) it (p(&
m = exp (loglt(p(xA)))

die (bedingte) Chance (englisch: odds) fiir das Eintreten des Zielereignisses unter Kovaria-

blenprofil X 4. Folglich gilt fiir das logarithmische Chancenverhdlinis (englisch: odds ratio,
OR), dass

log(OR) = logit (p(£a)) — logit (p(Zp))
= Bj(wa; —zB;)
und folglich

OR

exp(Bj(za,; — ©B,;))

. exp(ﬁij,j) o \ZA,;j—TB,j
- eXp(ﬁij,j) - [exp(ﬁj)] .

Ist die Kovariable j eine dichotome Grifie, so gilt insbesondere OR = exp(f;).

Fiir die (Log-)Likelihoodfunktion des Gesamtexperimentes gilt unter Modell

l(ﬁ7y) = Hp(fi)yi(l— 1 —Yi H [exp 772

Pl 14 exp(n

il +zzzm>ri

11+ exp (o + Sy By
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da fiir jede Beobachtungseinheit V1 <1 < n gilt

p(&i) = [1+ exp(—n;)] 1, falls y; =1
1B, yi) =
1—p(&) = [1 4+ exp(+n;)] 7", falls y; = 0
und .
(18, y) = > _{wilog(p(&)) + (1 — yi) log(1 — p())},
i=1
wobei

-1

k
p(E) = |L+exp | —Bo— Y _ Bimi
j=1
gilt, was den Einfluss von 3 = (31, ..., Bx) beschreibt.

Anwendung 3.69 (Fall-Kontroll-Studien)

Die logistische Regression ist (zundichst) ein Modell, um prospektiv die bedingte Wahrscheinlich-
keit fiir das Auftreten des Zielereignisses bei einer Beobachtungseinheit mit gegebenem Kovaria-
blenprofil zu schétzen. Dazu dienen (prospektive) Kohortenstudien oder Querschnittsstudien. In

der Epidemiologie werden indes auch (retrospektive) Fall-Kontroll-Studien durchgefiihrt, bei de-

nen der (Krankheits-) Status Y; = vy; der Response fiir alle Beobachtungseinheiten 1 < 1 < n
schon zu Studienbeginn feststeht und retrospektiv das jeweilige Kovariablenprofil XZ = T; ermit-
telt wird. Unter einem solchen Studiendesign ldsst sich an sich also nur Pg [X:, = %Y = vil,
1 <17 < n, schdtzen.

Durch Anwendung des Satzes von Bayes ldsst sich indes auch in Fall-Kontroll-Studien ein logis-
tisches Regressionsmodell aufstellen. Einziger Unterschied ist dabei, dass die Interpretierbarkeit

des Intercepts verloren geht.

Notation:

Z; . Indikator fiir ,, Einschluss in die Fall-Kontroll-Studie* (nein/ja), 1 < i < n.

m = P(Z; = 1|Y; = 1) Einschlusswahrscheinlichkeit fiir Fille, unabhdingig von 1 < i < n.
mo = P(Z; = 1|Y; = 0) analog fiir Kontrollen

Annahmen:

(1) Sampling-Wahrscheinlichkeiten hdngen nur vom Wert des Response, nicht vom Kovaria-

blenprofil ab, d.h., P(Z; = 1|Y; = 0, X; = &) = m, £ € {0,1}.
(2) Logistisches Modell fiir die (bedingte) Verteilung der Responsevariablen:

exp (60 + 325 ﬁjxij)

Py(Yi = 1|1X; = &) = -
1+ exp (ﬁo + Zj:l ﬂj%‘j)
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Dann gilt nach dem Satz von Bayes

exp (BS + Y5 B

= 1<i<n,

1 +exp <ﬁ§ + 25:1 ﬁjﬂfz‘j)

mit 3 = [Bo+log(m /7). Den Responsestatus-spezifischen Inklusionswahrscheinlichkeiten kann
also durch geeignete Umdefinierung des Intercepts Rechnung getragen werden.

Um den Zusammenhang p(&;) zu analysieren, kann also ein logistisches Regressionsmodell in
Analogie zur Situation im Falle einer prospektiven Studie angepasst werden, wobei lediglich der
Intercept seine (urspriingliche) Interpretation verliert.

Konnen keine verldsslichen Angaben zu my und m; gemacht werden, geht die Interpretationsfi-
higkeit des Intercepts villig verloren; p(Z;) kann indes trotzdem noch mit den iiblichen Verfahren

inferiert werden.

Anwendung 3.70 (Receiver Operating Characteristic Kurve, englisch: ROC)
Hat man ein logistisches Regressionsmodell angepasst, so liegt es nahe, die geschditzten Regressi-
onskoeffizienten und die daraus resultierenden geschditzten (bedingten) Wahrscheinlichkeiten fiir

den Responsewert 0 zur Klassifizierung neuer Beobachtungseinheiten, von denen nur das Ko-

variablenprofil bekannt ist, zu verwenden (medizinisch: Diagnose). Dazu muss man also einen

Schwellenwert p* fiir p(Zpeq) festlegen, ab welchem (e, = 1 diagnostiziert wird. Da die Schiit-
zung der Regressionskoeffizienten stochastischen Schwankungen unterlegen ist, ist eine perfekte
Diagnosefihigkeit des gefitteten Modells nicht zu erwarten.

Zur Festlegung von p* kann eine sogenannte ROC-Analyse dienen. Dazu ordnen wir die aus der

Stichprobe ((y1,21), - - -, (Yn, Tn)) geschiitzten Werte (§(%;))1<;<,, mit
V1 <i<n:g(#):=1-p() =PV = 0|X; = &)
der Grifie nach an und erhalten ¢1., < Go.p < ... < .. Wir bezeichnen zudem ng = {1 <

i<n:y;=0Hundny:=n—ng={1<i<n:y; =1}

Die ROC-Kurve ist nun der Graph einer zufilligen Irrfahrt mit n Schritten im Einheitsquadrat,
startend in (0,0) und endend in (1,1). Die Irrfahrt wird dabei im Schritt 1 < ¢ < n um einen
Sprung der Breite 1/ng nach rechts weitergefiihrt, falls Go., zu yg., = 0 gehort, und um einen
Sprung der Héhe 1/ny nach oben weitergefiihrt, falls Go., zu ye., = 1 gehirt, wobei wir die
Responsewerte gemdf der Ordnung der (§(%;)) <<, permutieren. Es ldsst sich leicht nachweisen,
dass die Irrfahrt mit dieser Regel nach dem n-ten Schritt den Koordinatenpunkt (1, 1) erreicht hat.
Beispiel:

Angenommen, es sind ng = 2 Indikatoren y; = 0 und n; = 3 Indikatoren y; = 1 beobachtet

worden und n = ng + n1 = 5. Wir nehmen an, dass y1.5 = yo.5 = ya.5 = 1 und y3.5 = ys.5 = 0.
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Abbildung 3.1: Beispiel fiir eine ROC-Kurve
Es wird nun der Schwellenwert p* € {1 — G1.n, ..., 1 — Gn.n} gewdihlt, der zu dem Schritt £* der

Irrfahrt gehirt, in welchem die Irrfahrt dem Koordinatenpunkt (0, 1) am ndéichsten ist. Dieses Vor-
gehen minimiert die geschditzte (bzw. empirische) gewichtete Missklassifikationswahrscheinlich-
keit. Im Beispiel wiirde p* = 1 — §a.5 gewdihlt werden. Damit wiirden (empirisch in der erhobenen

Stichprobe) zwei Drittel der ,, Fdlle“ und alle ,, Kontrollen* korrekt klassifiziert, denn
Prs=1=qi5>p" = G15=1=ys,
Pas=1—Gos =p" = fa5=1=vas,
P35 =1—Gs5 <p" = U35=0=uyss,
Pas =1—qGus <p* = a5 =0%# ys5 =1,
D5 =1—Gs5 <p"° = G55 =0=yss.
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In der Epidemiologie (Theorie diagnostischer Tests) wird fiir bindires Y

Preswerfanren(Y = 11Y = 1) als Sensitivitit, Prognerfanren(Y = 0|Y = 0) als Spezifizitiit und
]P’Temerfahren(ff = 1Y = 0) = 1 — Spezifitit als Falsch-Positiv-Rate,

A

Preswerfanren(Y = 0]Y = 1) = 1 — Sensitivitdit als Falsch-Negativ-Rate bezeichnet.

Damit wird also in der ROC-Analyse die geschditzte (1 — Spezifizitit) bzw. Falsch-Positiv-Rate
gegen die geschdtzte Sensitivitiit (englisch auch: true positive rate) aufgetragen.

Im Beispiel erhalten wir im optimalen Punkt eine geschdtzte Falsch-Positiv-Rate von 0 (alle ,, Kon-
trollen* in der Stichprobe korrekt klassifiziert) und eine geschditzte Sensitivitiit von 2/3 (zwei Drit-
tel aller ., Fiille* in der Stichprobe korrekt diagnostiziert).

Die Fldche unter der ROC-Kurve (englisch: area under the curve, ROC-AUC) ist ein zusammen-
fassendes Map fiir die diagnostische Giite des Klassifikationsverfahrens. Als Vergleichswert kann
AUCRaten = 1/2 herangezogen werden, was einer zufiilligen (gleichverteilten) Zuordnung der
geschdtzten Response auf ein gegebenes Kovariablenprofil entspricht (Diagonale im Einheitsqua-
drat).

Bemerkung 3.71 (Probit-Modell)
Obschon g = logit der kanonische Link der logistischen Regression ist, existieren auch Alter-

nativen zu dieser Link-Funktion. Zur Motivation beachten wir, dass G, : R — (0,1) gegeben
durch

(o) — ez =)/
. 1+ exp ((z —p)/7)
die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung mit Mittelwertsparameter i und Streuungspa-

, WER, 7>0

rameter T > 0 ist.
Damit ist die logistische Funktion
z— [1+exp(—z)] = _exp(@)
1+ exp(x)
also die Verteilungsfunktion einer standardisierten logistischen Verteilung mit i = Qund 7 = 1
und folglich ist die strukturelle Annahme der logistischen Regression gegeben durch
1
1+ exp(—mn;)

Viele andere Familien von Verteilungen haben ebenfalls Lokations- und Skalenparameter und ihre

p(%;) =E [Y;\Xz = fz} = =Go1(ni), 1 <i<n.

Verteilungsfunktionen konnen demnach in analoger Weise als inverse Link-Funktionen zum Ein-
satz kommen. Wird speziell die Verteilungsfunktion einer Gauf3’schen Normalverteilung benutzt,

spricht man auch von einem Probit-Modell.

3.7 Cox-Regression, Uberlebenszeitanalysen

Als letzte noch zu behandelnde Datenstruktur (der Response) beschiftigen wir uns in diesem Ab-

schnitt mit Uberlebenszeitdaten (Zeitspannen bis zum Eintritt eines festgelegten Zielereignisses).
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Zunichst einige vorbereitende Begriffsbildungen aus der Uberlebenszeitanalyse (englisch: Survi-

val Analysis).

Definition 3.72 (Grundbegriffe der Survival Analysis)

Sei 'T' eine nicht-negative, reellwertige Zufallsvariable iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum mit
Wahrscheinlichkeitsverteilung P und mit Verteilungsfunktion F : [0,00) — [0, 1], so dass F(t) =
P(T < t), t € [0,00). Wir denken uns T als (zufiillige) Zeitspanne bis zum Eintreten eines

festgelegten Zielereignisses. Dann heift

a) S :[0,00) — [0,1], gegeben durch S(t) =P(T > t) = 1 — F\(t), Survivalfunktion von T.

b) A:[0,00) — [0, 00], gegeben durch

kumulative Hazardfunktion von T.

Nach \Gill and Johansen (1990) existiert eine Folge von Unterteilungen (tz(n))lgz‘gk(n) des

Intervalls (0,t], so dass mit tén) =0:

k(n) (n)
A = lim Y [1_ S(t(in))]
A S(t; 1)
k(n)
= lim S P(1 <tV > ).
=1

c) Ist die Verteilung von T stetig mit Lebesguedichte f und t — S(t) differenzierbar, so heifit
LMD ) )

AW = =5 T1-F@1)  S@)

Hazardfunktion oder Inzidenzdichte von T. Offenbar gilt dann fiir t > 0:

<
)\(t):AltimOP(t<T_tAJ;At|T>t)

Man nennt \(t) daher auch die instantane Ausfallrate oder instantanes Risiko.

d) Fiir zwei unterschiedliche Grundgesamtheiten A und B mit zugehorigen Inzidenzdichten
Aa und Ap heift die durch

gegebene Funktion relatives Risiko.

Bemerkung 3.73
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(i) Unter den Gegebenheiten von Definition 372l c) gilt

A(t) = /OA(s)ds: ; 1_(7}(?(8)618

du F(t)

= /OF(t) = —In(l-w)]| " = ~In(S(t)

0

= S(t) = exp(—A(t)) <= F(t) =1 —exp(—A(t)).
(ii) Ferner ist unter Definition 372 c) fiir At > 0 , klein*
R(t,At) =Pt <T < t+ At|T > t)
_ F(t+ At)—F(t) S(t)—S(t+At)

1—-F(t) B S(t)

~ At + At) — A(t) (*)

das Risiko, dass das Zielereignis in der Zeitspanne (t,t + At] eintritt, gegeben, dass der
Zeitpunkt t zielereignisfrei gewesen ist. Dabei gilt (*), denn
S(t) — S(t+ At)
S(t)

und 1 — exp(—2x) = x fiir ,,kleines“ x > 0.

=1—exp(A(t) — A(t + At))

(iii) Ist T exponentialverteilt mit Intensititsparameter ¥ > 0, so ist
Jexp(—It
A(t) = Vexp(=9t) _ 4

exp(—vt)

die zeitlich konstante Inzidenzrate von T'.

Eine erste Hauptaufgabe der Survival Analysis besteht in der Schitzung der Survivalfunktion. In
der Praxis tritt dabei hiufig das Problem zensierter Daten auf, d.h., dass nicht bei allen urspriing-
lich in die Studie eingeschlossenen Beobachtungseinheiten bis zum Ablauf der Studie entschieden
werden kann, ob das Zielereignis eingetreten ist oder nicht. Dies verzerrt den zunichst nahelie-

genden, auf der empirischen Verteilungsfunktion basierenden Schitzer.

Ursachen fiir Zensierungen:

e [oss to follow-up (PatientIn zieht weg, etc.)
e Dropout (z.B.: unerwartete Nebenwirkungen treten bei einer Therapie auf)
o Studienende (z.B.: Finanzierung liduft aus)

e Patietln stirbt durch eine Ursache, die nicht im Zusammenhang mit dem Zielereignis von

Interesse steht.

Eine verfeinerte Schitzmethodik unter Einbeziehung von Zensierungen stellt der Kaplan-Meier-

Schitzer (englisch auch: product-limit estimator) dar.
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Definition 3.74 (Kaplan-Meier-Schitzer)
Gegeben sei eine iid. Stichprobe mit n Beobachtungseinheiten aus einer (homogenen) Grundge-

samtheit mit (unbekannter) Survivalfunktion S beziiglich eines festgelegten Zielereignisses.

Seien t1 < t1 < ... < tp mit k < n die geordneten, unterschiedlichen Beobachtungszeitpunkte

in der Stichprobe und d;, 1 < i < k, die Anzahl an beobachteten Zielereignissen zum Zeitpunkt
t;. Dabei wird t; in Bezug auf die Einschlusszeitpunkte der Beobachtungseinheiten in die Stich-
probe ausgedriickt. Bezeichne ferner n;, 1 < i < k, die Anzahl an Beobachtungseinheiten in der
Stichprobe, die unmittelbar vor dem Zeitpunkt t; noch unter Risiko gestanden haben. Dann ist S,

gegeben durch

St = 1] (1—%>,t20,

der Kaplan-Meier-Schiitzer fiir S basierend auf der Stichprobe vom Umfang n.

Bemerkung 3.75

(i) Treten in der Stichprobe keinerlei Zensierungen auf, so gilt /'t > 0 : S(t) = 1—Fy,(t) = 1—
nt Yoy 1j0,(ti), wobei E, die empirische Verteilungsfunktion der n Ereigniszeitpunkte

bezeichnet.

(ii) Eine erste heuristische Begriindung fiir S liefert der Multiplikationssatz fiir (bedingt) sto-

chastisch unabhdngige Ereignisse.

Beispiel 3.76
In der folgenden Liste sind die Uberlebenszeiten (in Wochen) von zehn Patienten mit einem super-
fizialen Harnblasenkarzinom nach Beginn einer (jeweiligen) Chemotherapie festgehalten. Dabei

sind die zensierten Beobachtungen mit einem Kreuz (,,+ ‘) gekennzeichnet:

63,59, 57+, 37,33, 21+, 11, 57, 44+, 37.
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t; | d; | n; | Faktor = "ir;di S (t;)

0O -|10 — | 1.000
11 1110 0.900 | 0.900
21 0| 9 1.000 | 0.900
331 1| 8 0.875 | 0.788
3712 7 0.714 | 0.563
4|1 0| 5 1.000 | 0.563
57| 1 4 0.750 | 0.422
59 1 2 0.500 | 0.211
63| 1| 1 0.000 | 0.000

Tabelle 3.3: Tabelle zur Berechnung des Kaplan-Meier-Schitzers

geschitzte Uberlebenswahrscheinlichkeit S(t)

0.0 : : : : : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70O 8 90 100

Zeit nach Therapiebeginn (Wochen)

Abbildung 3.2: Beispielhafter Graph eines Kaplan-Meier-Schitzers

Definition 3.77 (Nichtparametrische Likelihoodfunktion)
Seien X1, ..., X, reellwertige iid. Zufallsvariablen, x = (x1,...,x,) eine Realisierung von

(X1,...,Xy) und M die Menge aller Verteilungsfunktionen auf R.
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Dann heifpst L : M x R™ — [0, 1]

(F,2) — L(F,z) := H@mg—ﬂ@q]

= TIPrlie:d)
i=1

die nichtparametrische Likelihoodfunktion zu x.

Anmerkung: Offenbar kommen zur Maximierung der nichtparametrischen Likelihoodfunktion nur

diskrete Verteilungen in Betracht, die ihre gesamte Masse auf die Punkte (z;)1<;<y verteilen.

Satz 3.78 (Statistische Eigenschaften von 5‘)

Seien T4, ..., T, nicht-negative, reellwertige Zufallsvariablen mit V1 < ¢ < n : T; ~ T mit
unbekannter Verteilungsfunktion F' und zugehoriger Survivalfunktion S.

Sei ferner C' = (C4, ..., Cy)t ein Vektor ebenfalls nicht-negativer, reellwertiger Zufallsvariablen
mit (gemeinsamer) Verteilung Lc, die nicht von F' abhiingt.

Wir nehmen an, dass, gegeben C, die (T;)1<i<n bedingt stochastisch unabhiingig sind und dass
wirY = (Y1,...,Y,)! beobachten kinnen mitV1 < i <n :Y; = min(T}, C;).

Ferner liege Zensierungsinformation vor durch Indikatoren 6; == li1,<c;3, 1 <i < n.

Dann gilt:

(a) Mit den unter Definition getroffenen Bezeichnungen ist S nichtparametrischer Maximum-
Likelihood-Schéitzer (NPMLE) von S.

(b) S ist gleichmdifig konsistent auf Intervallen [0,t] mit S(t) > 0.
Fiir alle Punkte t > 0 mit S(t) > 0 gilt:
(c) Sind die (C;)1<i<n iid. mit Verteilungsfunktion G von C1, so ist
0<E [S(t)] —SH<A-=SE){1-St)(1-G@)}".

Insbesondere strebt der Bias von S (t) fiir wachsenden Stichprobenumfang gegen Null. Es

existieren weitere Bias-Abschdtzungen und sogar exakte Formeln (siehe \Stutéd (1994)).

(d) Es gilt ein zentraler Grenzwertsatz fiir S(t) = S(n,t) und die Varianz von S(t) kann approxi-

miert werden durch die Greenwood-Formel:

S L 12 d:
Var(S(t)) = [S t } —

S =[s0]" 3wt
Beweis: Seif:= (t1,...,t,) und &:= (c1,...,c,)". Zum Beweis von (a) beachten wir, dass

L(S, L., t,&) = L(S, L., &) - L(S,T|C = &)
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geschrieben werden kann. Dabei ist L(S, L., ¢) = Lc({¢}) und damit ohne Information iiber die
interessierende Survivalfunktion S. Es geniigt also, die bedingte nichtparametrische Likelihood-
funktion L(S,#|C = ) zu optimieren. Wir erhalten

LS tic=a = JJ P'duh J] S

i:0;,=1 3:0,=0

= TP (wh)] ™ (S
=1

k
= H e

nach Ubungsaufgabe 42, wobei k < n wie in Definition [3.74] und
N =P(T =tj4lT > tjx), 1< j <k

Einfache Algebra ergibt, dass folglich j\j = d;/n;, 1 < j < k, geschitzt wird und es ergibt sich

insgesamt

~ n.: — d
SnemLe(t) = H 2
Jitj<t

wie gewiinscht, da nach Ubungsaufgabe 42
Vo<t <trp:SE) = J[ @-X) gilt.
Jitj <t
Die Aussage unter Teil (b) findet sich als Theorem IV.3.1 in dem Buch von|Andersen et al. (1993).
Die asymptotische Normalitit von S (t) unter Teil (d) ist eine Konsequenz aus Theorem 1V.3.2
in |Andersen et al! (1993) und die Greenwood-Formel folgt mit Hilfe der Delta-Methode (sieche
Ubungsaufgabe). [ |

Sir David Cox hat ein Modell entwickelt, um Survival Analysis auch fiir heterogene Grundge-

samtheiten (unter Einbeziehung von Kovariablen) betreiben zu kénnen.

Modell 3.79 (Cox’ proportional hazards-Modell)
Wir betrachten beobachtbare, stochastisch unabhdngige Responsevariablen Y1, . ..,Y, mit
V1 <i<n:Y;=min(T;, C;) wie in Satz 378

Die Verteilung der interessierenden Ereigniszeiten (T;)1<i<p wird Kovariablen-abhdngig model-

liert und wir machen dabei die folgende Strukturannahme:
V1 <i<n:At|X; =) = \o(t) exp(n;) (3.79.1)

mit dem linearen Pridiktor n; = 2?21 Bixij, 1 <1 < n, wobei &; = (z;1,...,T) wie zuvor.
Insbesondere gilt im Vergleich zur Baseline (T Baseiine = 0), dass RR(t|Xi =Z;)) = RR(%;) =

exp(n;). Die Funktion \g wird unspezifiziert gelassen und Baseline-Hazard genannt.

Ziel der statistischen Inferenz sind (vornehmlich) die Regressionskoeffizienten 3 = (31, ..., B)t.
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Bemerkung 3.80

(a) Das proportional hazards-Modell nach|Cox (1972) ist ein semiparametrisches, multiplika-
tives Modell.

(b) Die Abbildung t — log(\o(t)) kann als ,, Intercept-Funktion“ angesehen werden. Damit
TBaseline = 0 sinnvoll zu interpretieren ist, sollten alle Kovariablen zundichst an ihren em-

pirischen Mittelwerten zentriert werden (,,Standardisierung “).

(c) Kann eine plausible Annahme zu \g gemacht werden (z.B. Weibull oder Gompertz), so kann
Modell3.79 zu einem parametrischen Modell modifiziert werden, auf welches dann die in-

ferentielle Likelihood-Theorie angewendet werden kann.

(d) Die in (3Z91) gemachte Proportionalititsannahme kann und sollte durch Untersuchung

der (nach Kaplan-Meier) geschiitzten Survivalfunktionen iiberpriift werden (siehe[3.81). Be-
merkenswerterweise ist Modell in der Praxis oft ein akzeptables Modell.

(e) Die Schdtzung der Regressionskoeffizienten im Falle einer unspezifizierten Baseline-Hazard
erfolgt durch Maximierung der partiellen Likelihoodfunktion der Stichprobe, wobei auf die
beobachteten Ereigniszeitpunkte bedingt wird.

Nehmen wir dazu der Einfachheit halber an, dass genau m Zielereignisse zu unterschiedli-

chen Zeitpunkten t1.., < to.;,m < ... < tm.m beobachtet worden sind.

Nach Bemerkung [3.73\(ii) ist dann V1 < i < m
R(tim, At|X; = ;) = At Mtim|Xi = 7)
= At )‘0 (ti:m) eXP(m:m)

fiir infinitesimal kleines At. Ist ferner R; die Menge aller Beobachtungseinheiten, die un-
mittelbar vor dem Zeitpunkt t;.,, unter Risiko stehen (bzw. gestanden haben), so ist fiir

1<:<m

D At Ao(tim) exp(ne) = At Xo(tizm) > exp(ne)
lER; lER;

die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir;, dass fiir irgendeine Beobachtungseinheit aus R; das
Zielereignis innerhalb der Zeitspanne (ti.m,tim + At] eintritt. Als partielle Likelihood-
funktion wird dann das Produkt der auf die beobachteten Ereigniszeitpunkte bedingten Be-

obachtungswahrscheinlichkeiten aller Zielereignisse verwendet, also

exp m;
Lpartzell ﬁ7 H Z - m

(ER; exp(n¢)
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mit zugehoriger partieller Log-Likelihoodfunktion

1n(Lpartiell(ﬁ7 y)) = anm —In Z eXp(W)
=1

lER;

Mit Hilfe offensichtlicher (kombinatorischer) Modifikationen konnen auch Fiille behandelt

werden, in denen Bindungen zwischen den (t;..,)1<i<m auftreten.

Anwendung 3.81 (Tests auf proportionale Hazards)

Modellgleichung (3.79.1), zusammen mit der Beziehung S(t) = exp(—A(t)) aus Bemerkung
3.731(i) ergibt, dass unter den Gegebenheiten von Definition 3.72(c) fiir ein gegebenes Kova-
riablenprofil T 4 gilt:

5a) = esp(-Aa(0) = (- t Mlo)ds)

~ exp (— [ rotsias exp(nA>) = [So(B)Pm).
Damit ist
log(—1log(Sa(t))) = na + log(—1log(Su(t)))

und fiir zwei unterschiedliche Kovariablenprofile X 4 und X gilt folglich

log(—1log(S4(t))) — log(—log(Sg(t))) = na — np.

Fiir zwei unterschiedliche Strata von Kovariablenprofilen kann also eine visuelle Inspektion der
log-minus log-transformierten geschditzten Survivalfunktionen als Modelldiagnosetechnik zum Ein-
satz kommen. Ein formaler Test auf proportionale Hazards kann konstruiert werden mit Hilfe der

skalierten Schoenfeld-Residuen (siehe z.B.\Grambsch and Therneau (1994)).

Beispiel 3.82
Hidftlingkeitsdaten aus|Rossi et all (1980), siehe Prisentation mit R.

Definition 3.83 (Pseudo-Bestimmtheitsmal} bei partieller Likelihood)

Da zur Modellanpassung unter Bemerkung 3.80\(e) die partielle Likelihoodfunktion verwendet
worden ist, ist die Schdtzung der durch das Modell erklirten Streuung der Response hier kompli-
zierter als im Falle der ANCOVA oder der GLMs. Eine Approximation liefert die einfache Formel
von Maddala (Maddald, |1983, Seite 39). Bezeichne dazu in Anlehnung an Definition

D(B) =2 log(Lpartiell(ﬁAa y)) - log(Lpartiell(Bm y))] )

wobei BO dem Null-Modell (nur Intercept) entspricht. Dann ist ein Pseudo-Bestimmtheitsmaf} ge-

RIQVIaddala =1- e€xp <_M> .

geben durch

n
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Es existieren viele weitere Vorschldge in der Literatur, wobei manche wie im Falle der GLMs (siehe

Definition [3.64) auch einen Vergleich mit dem saturierten Modell beinhalten.

Anwendung 3.84 (Zeitabhiingige Kovariablen)

Neben statischen Kovariablen (wie zum Beispiel Geschlecht oder ethnische Zugehorigkeit) tre-
ten in der Survival Analysis oftmals auch dynamische Kovariablen auf, deren Auspridgungen sich
selbst im Zeitverlauf dndern (konnen), z.B. kumulative Schadstoffexposition oder Therapieindi-
kator (bei Crossover-Studien). Zur statistischen Analyse des Einflusses solcher zeitabhdngigen
Kovariablen miissen im Likelihood-Ansatz zu jedem Ereigniszeitpunkt t;..,, fiir alle Beobachtungs-

einheiten unter Risiko (¢ € R;) die Zeit-aktuellen Werte der Kovariablen zur Verfiigung stehen.

Eine modifizierte Form der partiellen Likelihoodfunktion ist dann unter den in Bemerkung|3.50l(e)

getroffenen Annahmen gegeben durch

eXp ;i
Lpartzell ﬂ> H Z E Z

ver, ©xXp(Nei)’

wobei 1y ; = 25:1 Bjxyj; den (zeitabhiingigen) Wert des linearen Pridiktors von Beobachtungs-
einheit { zum Zeitpunkt t;.,,, bezeichnet und 1.y, ; zu der Beobachtungseinheit gehort, bei der das
Zielereignis zum Zeitpunkt ;.,, eintritt (mit analogen Verallgemeinerungen beziiglich Bindungen
wie unter Bemerkung 3.80l(¢e)). Da dieses Vorgehen unter Umstiinden zu einem erheblichen Be-
rechnungsmehraufwand fiihren kann, ist ein vorgeschalteter Test auf Zeitabhdngigkeit fiir solche
Kovariablen empfehlenswert, fiir die Dynamik vermutet wird.

Sei X eine solche Kovariable. Das urspriingliche proportional hazards-Modell (der Einfachheit

halber nur mit dieser einen Kovariablen) macht die Annahme
)\(t‘Xil = xil) = )\Q(t) exp(ﬁlxil), 1 S 7 S n.

Um nun eine Zeitabhdangigkeit des Einflusses von X, auf die Response zu iiberpriifen, nehmen
wir eine abgeleitete Variable mit Dynamik Xy hinzu, etwa Xo = X1t oder Xo = X log(t), und

betrachten das erweiterte Modell, das den Zusammenhang
At X1 = 2i0) = Ao(t) exp(Brzin + Poziz), 1 <i < n,

annimmt. Durch Priifen der Hypothese H : (5o = 0, welches mit Standardmethodik (Wald-Test,
t-Test) moglich ist, ldsst sich nun beurteilen, ob der Einfluss der interessierenden Kovariable X,

eine Zeitabhdngigkeit hat.

Beispiel 3.85 (Leukidmie-Daten, Example 11.6 in|Le (2003))
Im Rahmen einer kontrollierten Wirksamkeitsstudie fiir ein Medikament gegen Leukdmie mit n =
42 Patientlnnen wurde jede(r) Versuchsteilnehmende zufillig dem Therapiearm (x;1 = 1) oder

dem Placeboarm (x;1 = 0) zugeordnet.
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Das Zielereignis (Response) war die Remissionszeit bzw. Zensierung, falls bei Studienende noch
kein Riickfall eingetreten war.

Es sollen die folgenden beiden Fragestellungen gepriift werden:
(1) Hat das Medikament eine Wirkung darauf, die Remissionszeit zu verldngern (ja/nein)?

(2) Hat das Medikament ein (zeitlich) kumulative Wirkung, d.h., spielt die Behandlungsdauer

eine wichtige Rolle?

~ siehe Prdsentation mit R und Handouts.

3.8 Bayesianische Behandlung linearer Modelle

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Einblick in die Bayesianische Behandlung von (mul-
tiplen) linearen Regressionsmodellen und GLMs.
Wir beginnen mit dem klassischen ANCOVA-Modell aus 3.4 also Y = X + ¢ mit allen ge-

machten Zusatzannahmen. In Bayesianischer Notation haben wir:
Y|§=8.6° = 0% ~ Nu(XB,0° 1),

wobei 3 und & Zufallsgrofien sind.

Besonders einfach wird Bayesianische Inferenz bei Vorliegen von konjugierten Verteilungsklas-

sen.

Definition 3.86 (Inverse Gamma- Verteilung)
Ist Zy eine nicht-negative Zufallsvariable mit 7, ~ Gammal(a, 1), so heifit Zy := 1/Z; invers

gammaverteilt, in Zeichen Zy ~ 1G(«, ). Die Lebesguedichte von Zs ist gegeben durch

fz,(2) = 2+ exp(—a/2)1(g o0\ (2) und es gilt

I'(r)

E[Zy] =  und Var (Z3) =

, falls r > 2.

Definition 3.87 (Normal-inverse Gammaverteilung)

Sei 3\62 =a2~ N, (m, O'QM) fiir Hyperparameter m und M, und sei zusdtzlich 5° ~ 1G(a, 1)

mit Hyperparametern o und r. Dann heifit die gemeinsame Verteilung von B und 5% Normal-in-

verse Gammaverteilung mit Parametern m, M, o und r. Als gemeinsame Dichte ergibt sich:

Fp.52(8,0%) = [350_02(B) f52(0?)

= [emiorim3] exp(—;?(ﬁ—m)tMl( —m)>><

r

_(r a
—F(r) (02) (r+1) exp (—;) , B € RP, 02 > 0.
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Wir schreiben (B, 52) ~ NIG(m, M, a, 7).
Lassen wir Faktoren in der gemeinsamen Dichte fort, die weder von 3 noch von o abhingen, so

erhalten wir

_ 1 _ —(r o'
Fan) (8:0%) x o 7 exp (—pw —m)' M (3~ m>) (0*) "V exp (- 55)
2\—B—p—1 1 1 tar—1
= (0%) 2 exp | — —g(ﬂ—m)M (B—m)—al . (3.87.1)
Korollar 3.88
Nehmen wir (B, 52) ~ NIG(m, M, o, 7) an, so gilt offenbar

E[B[&Q = 02] =m, Cov(B\&2 = 02) = oM,

E([6%] = —"— falls r >1 und
r—1

2 a’
Var (6°) = ——————— Il 2.
ar(a) =12 =2) falls r >

Ferner gilt unbedingt fiir r > 1:
E[] = E[E[35%)] =m und

Cov(B) = E[Cov(ﬁ\c#)] + Cov(E [B[&Q])
= E[g]M=—"M
r—1
nach Kovarianzzerlegungsformel, siehe z.B. (Ross, 2002, Seite 392).

Da ferner f&Q‘I@:ﬁ(O’2) < f(5 &2)(6,02) gilt, ist

35 =5~16 (a+ 56 - m M@= myr 4 5.

Schlieflich nutzen wir zur Berechnung der unbedingten (Rand-)Verteilung von B aus, dass wegen

der Normierungsbedingung der 1G (a + %(ﬂ —m)IM~Y(B—m),r + g)-Verteilung gilt:

_,_D
r—3

—rr+ 2 {at j6-ma e -m)

Damit folgt aus [B.871] (gemeinsame Dichte beziiglich o® ausintegriert), dass
b
2

550 = te+Blasje-mare-ml

_p_P
« "3

1 -1
o { + o (B—m) . (B—m)
Dies entspricht der \P-Dichte einer multivariaten t-Verteilung mit 2r Freiheitsgraden, Lokations-

parameter m und Dispersionsparameter oM /v, also G~ t(2r,m,a/r - M).
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Anmerkung:
Die Varianz-Kovarianz-Matrix einer multivariaten t-Vereilung mit Dispersionsparameter > und v

Freiheitsgraden ist gegeben durch —%533, falls v > 2.

Satz 3.89

Die Familie der Normal-inversen Gammaverteilungen fiir die Parameter (B ,62) ist konjugiert
zur Familie der Normalverteilungen fiir die Likelihood der Response Y im klassischen ANCOVA-
Modell

Genauer gilt:

FallsY|3 = 8,62 =02 ~ N\, (X3,0%1,) und (3,62%) ~ NIG(m, M, a, r), so ist

(3,62)|Y =y ~ NIG(m*, M*,a*,r*) mit

M = (XX + M) mt = MM+ Xy),
. .m N tyy-1 D)t
Beweis:

f(&gQ)‘y:y(ﬁyO'Q) X f(B,&Q)(ﬁ7O-2) l ((ﬁ,O'Q),y)

x (o E o (g 8- m M6 - m) —al ) x

g

o exp <—%(y — XB)y - Xﬂ)) :

Dieser Ausdruck kann durch algebraische Manipulationen in die gewiinschte Form gebracht wer-

den (siehe Ubungsaufgabe). |

Korollar 3.90
Unter den Voraussetzungen von Satz|[3.89 gilt:

(i) Bl62 =02 Y =y ~ N, (up, Xg) mit
1, 1N\
1 1.

(i) 52|3=B3,Y =y ~ IG(/, 1) mit

o = ot ly—XP)(y— X)+5(8—m)M (5~ m) und
= r—i—n;_p.
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Beweis: Aus Satz[3.89ist bekannt, dass (3,52)|Y = y ~ NIG(m*, M*, a*,r*). Aus Definition
[3.87lund Korollar[3.88 haben wir zudem die folgenden Charakterisierungen von NIG(m*, M*, o*, r*)

gewonnen:
(@ Bl6% = 0% Y =y~ N, (m*,02M*)
(b) 523 = B,Y =y ~1G (0" + 5(8 — m*) (M*) (B — m*),r* + p/2)

Es bleibt, die Parameter zu identifizieren:

@
PM =0 (XX + M) = (072X X 40 2M ) =5,
m* = M* (Mflm +X'y) = o 2%, (Mflm + X'y)

=S (M 02X y) =
(ii) Leicht errechnen wir r* +p/2 =7 +n/2 + p/2 = r + 22 = 1/, Ferner ergibt sich
Oé* + (ﬁ _ m*)t(M*)_l(ﬁ _ m*)/2 = a4+ (yty +th—1m o (m*)t(M*)—lm*) /2
1
+§(ﬁ _ m*)t(M*)fl(ﬁ _ m*) —. O/I.

Wir vergleichen:
2(0// _ O/) — yty + thflm o (m*)t(M*)flm* + (B o m*)t(M*)fl(ﬁ _ m*)
—(y— XB)'(y — XB) — (B—m)'M~ (3 —m)=0.

Beachte zu letzter Gleichheit:

(M*)—lm* _ M_lm—i—Xty,
(my (M) = (M Xty)'
da (M*)~! symmetrisch ist. [

Bemerkung 3.91
Aus Korollar ist bekannt, dass unter quadratischem Verlust die bedingte Erwartung E [B |Y]

Bayes-optimaler (Punkt-)Schiitzer fiir 3 ist. Wir erhalten
BBayes = E[B‘Y] = (XtX + Mﬁl)il(Milm + XtY)

Definieren wir die Matrix A durch A := (XtX + M_l) ! XX, so gilt damit
BBayes =, —Am+ AB, wobei 3 = (X'X)~"' XY der Kleinste Quadrate Schiitzer fiir 3 ist.

Die erarbeiteten Ansdtze zur Bayesianischen Inferenz im klassischen ANCOVA-Modell lassen sich

konzeptionell auch auf verallgemeinerte lineare Modelle iibertragen.
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Definition 3.92
Sei 1(B,y) = 1, U(B, y;) die (gemeinsame) Likelihoodfunktion eines verallgemeinerten linea-
ren Modells, wobei wir die Abhdngigkeit von den Kovariablen zur notationellen Vereinfachung

unterdriicken. Sei ferner f 7 eine a priori-Dichte beziiglich des Lebesguemafles AP auf RP.
Dann heifit

(i) f3y—, 8egeben durch

UG
e £3(B)UB. y)dB

a posteriori-Dichte von B ( beziiglich \P) gegeben die beobachteten Daten' Y = y.

Fapy—y(B) x f5(B)(B.y)

(ii) E [B]Y =y] = |z B a1y (B)dS a posteriori-Erwartungswert von [3.

(iii) COV(B|Y = y) = Jzr (ﬂ — E[B|Y = y})(ﬁ — E[B|Y = ythB‘Y:y(ﬂ)dﬁ a posteriori-

Kovarianzmatrix von 3 ( gegeben' Y = y).

(iv) Bpost, := argmax fB\Y:y(ﬁ) = argmax {ln(fé(ﬁ)) +ln(l(ﬁ,y))} a posteriori-Modus-
BERP BERP
Schditzer bzw. maximum a posteriori (MAP)-Schiitzer fiir 0.

Anmerkung:

In der Praxis ist die Berechnung des a posteriori-Erwartungswertes E[B|Y = y] sowie der a
posteriori-Kovarianzmatrix Cov (B Y = y) nur in wenigen Spezialfillen analytisch moglich. Nu-
merische Integrationen im RP sind nur fiir kleine oder moderate Dimensionen p verldsslich bzw.

stabil. Gerne zieht man sich daher auf MAP-Schitzer zuriick.

Satz und Definition 3.93 (Ridge-Schitzer)
Wiihlen wir unter den Gegebenheiten von Definition [3.92] eine a priori-Normalverteilung, d.h.,

B~ N, (m, M), so erhalten wir
(a)
Bpost. = argmax {ln(l(ﬁ,y)) — %(5 _ m)th(B _ m)}

BERP

=: argmax In(lpost.(3,9))-
BERP

Damit kann die logarithmische a posteriori-Dichte In(l,os:. (-, y)) auch als penalisierte Lo-

glikelihoodfunktion aufgefasst werden. Der Strafterm (3 — m)!M (3 — m) penalisiert

dabei Abweichungen vom a priori-Erwartungswert m.

(b) Wiihlen wir speziell m = 0 und M = TQIp, so erhalten wir Bpost. als den sogenannten

Ridge-Schiitzer mit Shrinkage-(Schrumpfungs-)Parameter X := [272]~! und der Strafterm

vereinfacht sich zu

X (B'8) = A|IBl3.
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(c) Mit der penalisierten Fisher-Informationsmatrix Fpoe (), gegeben durch

82 hl(lpost. (Ba y))
0B;00;

(Fpost.(ﬁ))iJ‘ =—-E [ ] , 1 <4, <p,

gilt fiir n — oo:
Bpost. (n) C;’. Np <ﬁ7 Fp_o;t. (Bpost.)) s
wobei Fyoq. (vermittels 1(3,y)) ebenfalls vom Stichprobenumfang n abhdngt.

Beweis: Abschnitt 4.6 in[Fahrmeir et al/ (2009). |

Bemerkung 3.94

(i) Das Konzept der penalisierten Likelihood-Inferenz kann bedeutend verallgemeinert werden
und stellt einen Schwerpunkt moderner Forschung im Bereich der mathematischen Statistik

dar.

(ii) Ein allgemeiner Zugang zur Bayesianischen Inferenz in komplizierten Modellen ist gegeben
durch sogenannte Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren, die Algorithmen liefern,
um Pseudo-Stichproben aus den entsprechenden a posteriori-Verteilungen am Computer zu

generieren.

Anwendung 3.95 (Markoffketten und Markov Chain Monte Carlo-Verfahren)

Siehe auch die entsprechende Prisentation (mit R-Beispielen).

Notizen zum Thema ,, Markoffketten auf endlichen Zustandsrdumen

Sei (2,2%) ein Zustandsraum mit |Q)| = m. Der Ubergangskern K(z,-) ist Wahrscheinlichkeits-
maf auf F = 2%, d.h. K(x,-) : F — [0,1]. Falls (X,) zeithomogen ist, ist K(x,-) bereits
vollstindig spezifiziert durch Angabe aller K(z,y), x,y € Q. Also kann K beschrieben werden
durch eine (m x m)-Matrix P mit P(z,y) = P(X1 = y|Xo = y).

Beispiel: m = 4 und P =

O O w O
O whn O
_ O who O
O w= O O

a) Ist P rekurrent? Ist P irreduzibel?

(
(1,2): (1) = (2) v
(1,3): (1) =(2) =) v
1,4):(1)-2)-B)-@ v
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(2,1): v/
(2,2):(29)-B3)-(2) v
(2,3):v/
(2,4):(29)-B)-(4) v
3,1):3)-2)-01) v
(3,2): v
(3,3):(3)—(4)-0) Vv
(3,4):
(4,1): (4) — (3) - (2) — (1) v/
(4,2): (49 -0B)-(2) v
(4,3) : v/
(4,4):(49)-B)-(4) Vv
b) Invariantes Maf} (Startverteilung)
01 0 0
! 020
o= pP<= (p1, po, 3, poa) = (pi1; p2, i3, pa) - 002 o 1
3 3
0 01 0
Dies ist dquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
H = %
p2 = p1 + 2?)&
H3 = 2—? + pa
pg = %
[1] in [2] /1,22%4-23& <~ U2 = U3

2
dom=l = ntp=1

= L=l = =t
gH2 = H2 =3

| w
| w
0| =

) )

0| =

= (1, 2, 13, pi4) = (
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Probe:

o O w O
O wn O
= O wh O
O w= O O
Il
7N
| =
ool w
ool w
| =
~_

Aber: Diese Kette ist periodisch (mit Periode 2). Daher findet Konvergenz gegen das invariante
Map nicht fiir jedes ,u(o) statt! Es ist dies eine Ehrenfest-Kette mit N = 3, allgemein gegeben
durch

r—1

P(x7y) = N 7y:x_17
N—-—z+1
P - A e+
(2,9) N y=aetl
P(z,y) = 0, sonst.
Neue Kette (m = 3):
4 4 2
10 10 10
— 3 4 3
P=| % 1 1o
2 4 4
10 10 10

P rekurrent und irreduzibel (\/), P ist aperiodisch (/).

* = iii denn
#=\10"10"10)"

Sl Sl 2l
Sl Sl S
I
7N
S|
S| =
S|
N——
<

SERSERSI

Definition 3.96 (Doppelexponentialverteilung)
Die Doppelexponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) mit Skalenparameter A > 0 ist eine

stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R mit Lebesguedichte f», gegeben durch
A
INt) = 5 exp(=All]) ¢ € R.

Satz 3.97
Wiihlen wir unter den Gegebenheiten von Definition[3.92ldie a priori-Dichte als f B(B) = ;’:1 r(Bj),
nehmen wir also a priori stochastisch unabhdingige, identisch Laplace(\)-verteilte Regressionsko-

effizienten an, so ist der resultierende MAP-Schditzer fiir 3 ein L1-Norm penalisierter Maximum-
Likelihood-Schiitzer.
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Beweis: Fiir die a posteriori-Dichte von 6 gilt

Fapy—y(B) o< U(B,y) - [ ] exp(=Al551)-

j=1
Damit ist 3,05t = arg éne% / 3|y:y(ﬁ)

P
= argéne?gg{ln (U(B,y)) — Aj; 1651}

— argéne%)g{ln (l(ﬁ,y)) - A HBHI}

Bemerkung 3.98

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Es gilt dquivalent
ﬁpost. = arg érel%lg?{_ In (l(ﬁ7 y)) + A ”BHl}

Im Falle normalverteilter Responsevariablen ist —In (I((3,y)) isotone Transformation der

Fehlerquadratsumme.

Im klassischen ANCOVA-Modell mit unbekannter Fehlervarianz o® bietet es sich wiederum
an, die bedingte a priori-Verteilung L((|62 = o2) als [Laplace(\/o)|P zu wiihlen, da dann
fiir jede a priori-inverse Gammaverteilung von &° sichergestellt ist, dass die a posteriori-

Dichte unimodal ist (siehe |Park and Caselld (2008)).

Der Skalierungs- bzw. Regularisierungsparameter A\ kann entweder (z.B. durch Kreuzva-
lidierung oder marginale Likelihoodmaximierung) explizit gewdhlt werden oder es wird
eine zusdtzliche Hierarchiestufe in die Bayesianische Modellierung eingefiihrt, indem ei-
ne Hyper-a priori-Verteilung fiir A gewdhlt wird. |Park and Casella (2008) empfehlen eine

Gammaverteilung fiir A2,

Unter den Gegebenheiten von (b), also klassischer ANCOVA, entspricht Bpost. aus Satz[3.97]

dem lasso (least absolute shrinkage and selection operator)-Schdtzer aus|Tibshirani (1996).

Li-Regularisierung fiihrt im Gegensatz zur Lo-Regularisierung oft implizit zu einer Varia-

blenselektion. Dazu schreiben wir die Zielkriterien der beiden Verfahren um:
Blasso = argmian{— In (l(ﬁ7y))}7 M = {ﬁ € RP: HﬁHl < Cl}
BRidge = argminp, {—In (1(8,9))}, Ma ={B€R: 8|5 < Ca},

wobei C1 = C1(X) und Cy = Cy(\) Transformationen des jeweiligen Regularisierungspa-

rameters sind.
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Im ANCOVA-Falle ist —n (1(3,y)) dquivalent zur Fehlerquadratsumme 37\ (yi—> 5, Bizi)?,
deren Konturlinien fiir p = 2 beziiglich 3 € R? Ellipsen sind.
Wir erhalten die folgenden beiden Schaubilder (adaptiert nach|Tibshirani (1996)).

B2 B2

/Blasso T

N

BKQ

Brq
B 6 \ B

/BRidge

(f) Es existieren eine Reihe verallgemeinerter Regularisierungstechniken, so zum Beispiel Bridge-
Regression (Lq-Norm Regularisierung mit allgemeinem q > 0) oder ,elastic net* (Straf-
term ist gewichtetes Mittel aus L1- und Lo-Norm Regularisierungstermen). Die Herleitung
von (asymptotischen) Verteilungsaussagen fiir penalisierte ML- bzw. KQ-Schditzer ist Ge-

genstand aktueller Forschung.
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Kapitel 4
Das Statistik-Softwaresystem R

Siehe Prisentationen aus der ersten Ubungswoche.
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