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Vorbemerkungen

Die Kapitell1[3 und ¥4 dieses Skripts sind im Wesentlichen aus den Vorleskmigten tber Mul-
tiples Testen von Helmut Finner und Iris Pigeot Ubernommen. Beiden gilt meifidier Dank.
Sollten sich in diesen Kapiteln Fehler finden, so bin daflr natirlich ich wsoatlich. Lob und
positive Kritik gebuhrt indes den Original-Autorinnen.

Fur die Manuskripterstellung danke ich Mareile Grof3e Ruse und JenseStang

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anjerge zur Verfugung.
Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehdrigen Stellen.



Verzeichnis der Abklrzungen und
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AORC Asymptotically Optimal Rejection Curve
B(p.q) Betafunktion,B(p,q) = I'(p)I'(q)/T'(p + q)
[2] Kleinste ganze Zahl grof3er oder gleich

X2 Chi-Quadrat Verteilung mit Freiheitsgraden
Ca Komplement der Menga/

cdf. Cumulative distribution function

ba Dirac-Mal im Punkte:

ecdf. Empirical cumulative distribution function

= Gleichheit in Verteilung

Fx Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariabte
FDR False Discovery Rate

FWER Family Wise Error Rate

|z ] Grofte ganze Zahl kleiner oder gleich

L'(-) GammafunktionI'(z) = [;°t*~te~dt, > 0

im(X) Bildbereich einer ZufallsgroR&

iid. independent and identically distributed

1 Indikatorfunktion einer Mengé/

L(X) Verteilungsgesetz einer Zufallsvariabte



LFC

MTP,

PRDS
pdf.
SD
SuU
SuUD

UNIl{a, b]

Least Favorable Configuration

Multivariate total positivity of orde@
Normalverteilung mit Parametegnund o

Verteilungsfunktion def/ (0, 1)-Verteilung

Verteilungsdichte deiN (0, 1)-Verteilung
Positive regression dependency on subsets
Probability density function

Step-down

Step-up

Step-up-down

Gleichverteilung auf dem Interval, ]



Inhaltsverzeichnis

3.1 Allgemeine Theorie und der erweiterte Korresoonde;lzsatz e 27

lyse . ... ... ... ... 32







Kapitel 1

Einflhrung und Belispiele

1.1 Grundlagen aus der Statistik

BezeichneX eine Zufallsgrofie, die den moéglichen Ausgang eines Experimentes biensﬂhr
Sei2 der zuX gehorige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller méglichen Realisiervogen
X und A C 29 einec-Algebra tiber. Die Elemente vord heiRen messbare Teilmengen on
oder Ereignisse.

BezeichnéPX die Verteilung vonX. Es geltePX ¢ P = {Py : ¥ € O}.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (22, A, P) mit Q # () eine nichtleere Menged C 29 eines-Algebra tiber2 undP =
{Py : ¥ € ©} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmafRen aufieil3t statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls® C R¥ k € N, so heiR((2, A, P) parametrisches statistisches Modéllc © Parameter
und © Parameterraum.

Statistische Inferenbeschéftigt sich damit, Aussagen uber die wahre VerteilBfigozw. den

wahren Parametet zu gewinnen. Speziell: Entscheidungsprobleimgbesondere Testprobleme.

TestproblemeGegeben zwei disjunkte Teilmengé®y, P; von P mit Py U P; = P ist eine
Entscheidung dariiber gesucht, Bb zu P, oderP; gehort. FallsP durchy eineindeutig iden-
tifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittelsnd Teilmenger®, und ©, von ©
mit ©g N O = H undBy U B = O formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9€0©y versus H;:9€©; oder

Hy:PX Py, versus H;:PX e P.

Iwitting (1985): ,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu eineth@gdung“z zusammengefasst.”



Die H;,7 = 1,2 nennt man Hypotheset{, heildt Nullhypothesel; Alternativhypothese / Al-
ternative. Oft interpretiert maf und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums,
d. h.,HyU H; = © und Hy N H, = (). ZwischenH, und H; ist nun aufgrund vom: € ) eine
Entscheidung zu treffen. Dazu bendétigt man eine Entscheidungsiegst liefert ein statistischer
Test.

Definition 1.2 (Statistischer Test)
Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

1 (Q,A) = ({0,1},2001),
Konvention:

o(r) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fir,

¢(z) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q : p(x) = 1} heilRt Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) varkurz: {¢ = 1}.
{x € Q: ¢(z) = 0} heiBt Annahmebereich van kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mogliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (-Fehler, type | error): Entscheidung fif;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art G-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung voHy, obwohl H; wahr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fur die Fehiend 2. Art gleichzeitig
zu minimieren. Daher: AsymmetrisclBetrachtungsweise von Testproblemen.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eineegetpene obere Schranke
(Signifikanzniveau, englisch: level),

(i) Unter der MaRRgabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehlekr2 = ,optimaler”
Test.

Eine (zum Niveauy) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von
H, getroffen werders=- Merkregel: ,Was nachzuweisen ist stets als Alternafiyformulieren!”.

Bezeichnungen 1.3

(i) Bp(¥) = Eyle] = Py(p(X) = 1) = [, ¢dPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tegtin Abhangigkeit vor € ©. Fiir v € ©4 heits, (9) Gutefunktion
vony an der Stelled. Fir 9 € O ergibt 3, () die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit van
unterd € 0.

Fir o € (0,1) vorgegeben heif3t



(i) ein Testy mit 3,(¥) < o fir alle ¥ € Hy Test zum Niveau,

(i) ein Testy zum Niveauy unverfalschtfalls 5,()) > « fir alle ) € H;.

(iv) ein Testp; zum Niveaur besserals ein zweiter Niveaur Testy,, falls 8., (9) > B, (V)
furalle v € Hy und39* € Hy mit B, (V%) > By, (0).

1.2 Motivation und Beispiele

Bislang:KlarungeinerFragestellung (formuliert als statistisches Hypothesenpaar) anhaBé-der
obachtungr € Q.

Im FolgendenKIlarung mehrerefFragen gleichzeitig anhand vane 2.

— simultane statistische Inferengtatistische Mehrentscheidungsprobleme

Statistische Mehrentscheidungsverfahren:

(i) Multiple Tests (Englisch oft: multiple comparisons)
(i) Simultane Konfidenzbereiche

(iif) Selektionsverfahren

(iv) Partitionsverfahren

(v) Rankingverfahren

Beispiel 1.4(Mehrgruppenvergleiche im balancierten ANOVA-Design)

Wir betrachten Beobachtungen der Fortsh = (Xj;)i—1, .k, j=1,...n, WObEI X;; ~ N (i, 0%)
stochastisch unabhangige Zufallsvariablen &fy; € RV1 < i < k,0% > 0 (unbekannte)
Varianz,k > 3,n > 2,v := k(n — 1) (Freiheitsgradeg. Dieses Modell wird in der Praxis hau-
fig benutzt und Gegenstand vieler weiterer Untersuchungen sein. 2Zispi@& konnten dieu;
die mittleren Ertrage voik unterschiedlichen Getreidesorten oder die mittlere Wirksamkeitvon
unterschiedlichen Medikamenten beschreiben. Formal erhalten witatistssches Modell) =
RF1 A =BF", 9 = (i, ..., px, 02) € RF x [0,00) = O.

Problem (i): Die y; sollen paarweise auf Unterschiede getestet werden.

Hypothesentl;; : {y; = pi;} vs. Kij : {pi # p1j},1 <i<j <k

2Wir bezeichnen durchgéngig Dimensionalitdten von Parameteri,minzahlen unabhangiger Wiederholungen
(Stichprobenumféange) mit und Anzahlen simultan zu prifender Hypothesenmmit



Es sind alson = (’;) = k(k—1)/2 Hypothesen zu testen (am gleichen Datenmaterial!). Hinweis:

Die klassische Varianzanalyse testet nur die Globalhypotti&se= ﬂ H;;. Falls diese
1<i<j<k
abgelehnt wird, lasst sich nicht lokalisieren, Woterschiede liegen!

Wurde man jede Hypothegé;; mit einemt-Test zum Niveau prifen, so ware die Wahrschein-
lichkeit fur irgendeinerfehler 1. Art im Allgemeinen wesentlich groer alsfalls mehrere der
H;; wahr sind. Dies impliziert die Notwendigkeit von simultarigmp I-FehlermalRen. Zum Bei-
spiel ist in Keuls|(1952) = 13 und damitm = 78.

Problem (ii): Es sollen Konfidenzintervallg;; (x) fiir alle paarweisen Differenzef); = ju; — 15,
1 <14 < j <k, angegeben werden. Auch hier steht man vor dem Problem, dasdisitVahr-
scheinlichkeiten fur Nichtiberdeckungen aufsummieren konnen. Ewegust hier die Einfuh-
rung eines simultanen Konfidenzniveaaiso die Forderung

VueRF Vo2 > 0:P, 2(Cii(X)205V1<i<j<k)>1-o. (1.1)

Problem (iii): Es sollen die besten (oder die beste) Behandlung(en) bzw. Sorig(nj-ter
Behandlungs-/Sortenmittelwert) gefunden (selektiert) werdeSelektions-, Auswahlverfahren.
Hierzu gibt es eine Vielzahl von Ansatzen. Haufig wird die Menge dend@abandlungen cha-
rakterisiert durch

1 L irein e > 0.
GW) = {i 11;1%ka wi <ec} fureine >0

Dann gilt also. Behandlungist ,gut* genau dann, wenn € G(¢). Dies lauft auf das Rechnen
mit Orderstatistiken hinaus. Die Theorie reicht zurlick zu Bechhofdi419nd Gupta (1956). Ein
maogliches Zielkriterium ist, eine Selektionsregel (-merfye} S(X) minimaler Méachtigkeit zu
finden, so dass

Py(S(X)NG(I) #0) > P* Vi € OF

fur ein vorgegebenes PCS (Probability of a Correct Selection)-Niv&aund eine ,geeignete”
Teilparametermeng®*.

Problem (iv): Die Menge aller Behandlungen soll in Teilmengen mit vordefinierten Eitparfien
zerlegt (partitioniert) werden- Partitionsverfahren.

Ist zum Beispiel = k eine Kontroll- oder Standardbehandlung bzw. -sorte, so kdntte ein&iel s
die anderen Behandlungen in gute, schlechte und aquivalente (im Verghticlem Standard)
einzuteilen:

G(W) = {i:wi—w>do} gute’,
B(W) = {i:px—p>d0o} ,schlechte’,
EW) = {i:|pw—px| <di0} Aquivalente*,0 < §; < dy.
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Ein mdgliches Kriterium hier lautet: Finde eine Partitionsrege= S(X) = (51, S2, S3) mit
Vi € O : Py(G(W) C S1(X),B(Y¥) C Se(X), E(W) C S3(X)) > P*
unter der Nebenbedingur§g U So U S5 = {1,...,k — 1}.
Problem (v): Den Behandlungen soll entsprechend ihrer Qualitéat ein Rang zugebwekrden, d.
h., die Meng€(1, ..., k} soll in beste, zweitbeste, ., schlechteste angeordnet werden

— Rankingverfahren.
Ein mogliches Zielkriterium hier:

V¥ € ©F : Py(,korrektes Ranking’) > P*, ©* C O ,geeignet”.

In dieser VorlesungBeschrankung auf Probleme der Form (i) und (ii)!

Beispiel 1.5(Multiple Endpunkte, Pocock et al., 1987)
Der Prifplan klinischer Studien enthélt in aller Regel mehrere zu unteenue Zielkriterien.
Damit kann folgenderweise umgegangen werden:

e ein priméares Zielkriterium auswahlen und mit einem statistischen Test ilferp den Rest
nur explorativ untersuchen (oft nicht moglich, da Zielkriterien gleichwesiigl)

o alle Zielkriterien mit statistischen Tests absichesnmultiples Tesproblem

Konkret bei Pocock et alchronische Atemwegserkrankungen

e randomisierte Doppelblindstudie, Cross-Over Design
e 17 Patienten mit Asthma oder chronischer obstruktiver Atemwegserkngnku

e Behandlung mit a) Inhalationsmittel, b) Placebo an jedem Patienten in zufalRgéren-
folge, jeweils Uber vier Wochen

Zu messende Standardatemwegsparameter:

(i) peak expiratory flow rate (PEFR)
(i) forciertes Ausatmungsvolumen
(iii) forcierte Vitalkapazitat
Frage: Existieren Unterschiede zwischen Placebo und Medikament hinsichtleérdtarameter?

Dazu: Multiplen statistischen Test verwenden, Signifikanzniveau pro Testiedjns

Ohne Kenntnis der Abhangigkeitsstruktur zwischen den MesswertemRadametern (i)-(iii):
Signifikanzniveaw dritteln — kann konservativ sein (spater mehr!)
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Das Verfahren der Autoren arbeitet Vorkenntnisse Uber die Abhaeigsgkruktur in die Testpro-
zedur ein.

Fazit: Die Auswertung eines einzelnen Datensatzes anhand mehrerer statistisstseist eine
nichttriviale Erweiterung, denn

1. PrufgroRen der Einzeltests sind im Allgemeinen nicht stochastisch @ngigh
2. Ihre gemeinsame Verteilung ist schwer bzw. gar nicht bestimmbar.

3. Wird jeder Einzeltest zum Niveau durchgefuhrt, kann die Irrtumswahrscheinlichkeit fur
die Gesamtaussage uniiberschaubar werden (wenngleich genaletiies®llich interes-
siert).

Diese Gesamtaussage, d. h., die Verbindung der einzelnen Testeniageeidist nur dann sta-
tistisch valide, wenn sie ebenfalls durch ein vorgegebenes KriteriumiéiWdhrscheinlichkeit

maoglicher Fehlentscheidungen abgesichert ist. D. h., ein multipler Test selNgadhrscheinlich-

keit kontrollieren, dass bei der Gesamtheit aller Einzeltests eine oder maétudhypothesen

falschlicherweise verworfen werden und dennoch die vorhand&herichungen von den Null-
hypothesen mit moglichst hoher Gite aufdecken kdnnen.

Auf3erdem sollte er insgesamt zu einer ,verniinftigen* Testentschefdtingn.

— Eigene Theorie multipler Tests notwendig!

Bemerkung 1.6

Die Theorie multipler Tests hat noch viele weitere nitzliche Anwendungsonbers beliebt
sind zum Beispiel multiple Tests aodellselektionsverfahrem. h., zur Festlegung der Anzahl
und Auswahl der Pradiktoren / Variablen ohne Techniken wie Krdigigeung. Vgl. Bauer et al.
(1988).

1.3 Begriffe und Notation, multiples Niveau

Definition 1.7 (Multiples Testproblem)
Seien(2, A, (Py)yco) ein statistisches Modell unbi# () eine beliebige Indexmenge mit > 2.
Seien) # H; C © paarweise verschieden fiire 7 und K; := © \ H;. Dann heif3t

a) Die Menge} := {H;,i € I} ein Hypothesensystem. Fsendlich, so heiR# ein endliches
Hypothesensystem.

b) H; wahr<— 9 € H;,
H, falsch<—= ¢ € K, falls9 € © der wahre Parameter ist.



c) Ip =1p(¥) :={i € I : ¥ € H;} Indexmenge der wahren (Null-)Hypothesen und
L=0L1):=1\1Iy={iel:ve K,;}Indexmenge der falschen (Null-) Hypothesen.

d) das Tupelf2, A, (Py)gco, H) ein multiples Testproblem. F{if| < oo heift
(Q, A, (Py)yeco, H) ein endliches (finites) multiples Testproblem.

Anmerkung:Im Folgenden werden fast ausschlief3lich endliche multiple Testproblensebist.
Dies vermeidet Messbarkeitsprobleme.

Definition 1.8 (Multipler Test)
Gegeben sei ein multiples Testprobléfh A, (Py)yco,H). ¢ = (p; : i € I) heidt (nicht-
randomisierter) multiper Test (fik), falls

Viel: g :(Q,A) — ({0,1},2{%}) messbare Abbildung.
Es gilt die Konvention

vi(r) =1 <= H; wird verworfen, Entscheidung fux;,

vi(r) =0 <= H; wird nicht verworfen.

Fur |I| = m € N ordnety also jeder Beobachtung € 2 einenm-dimensionalen Vektor von
Nullen und Einsen zu.

Bevor wiinschenswerte Eigenschaften multipler Tests formuliert weiiamek, sind strukturierte
Hypothesensysteme zu betrachten.

Definition 1.9 (strukturierte Hypothesensysteme)
SeiH :={H;,i € I ={1,...,m}} ein endliches Hypothesensystem.

a) Eine Hypothesél; € # hei3t Obermenge (Implikation) vah; € # (in Zeichen:H; 2 Hj;,
H;, H; € H), falls aus der Richtigkeit voi/; die Richtigkeit vor; folgt. H; heil3t echte
Obermenge voitl; (H; D Hj), falls H; © H; und H; # H;. H; heif3t direkte Obermenge
vonH;, falls H; D H; undfHy, € H,k # i,k # j mit H; D Hy D H;.

b) H; € H heil3t Elementarhypothese, falls sie nicht als Durchschnitt ihrer echtenfidngen
darstellbar ist.

C) H; € H heil3t Schnitthypothese, falls sie Durchschnitt ihrer echten Obermengeh Fs,

falsH,= (] H;.
jEI:HjDHi

d) H; € H heil3t Globalhypothese, falls sie der nicht-leere Durchschnitt aller Elemieyya-
thesen au${ ist.

e) H; € H heil3t Minimalhypothese, falls sie # keine echte Obermenge besitzt.
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f) H; € H heil3t Maximalhypothese, falls sie keine echte Obermenge irgendeinethégp
in # ist.

g) H heiBtdurchschnittsabgeschlossen, falls: J C I : Hy := Njc;H; = 0 oderH; € H.

h) H heil3t hierarchisch, falls mindestens €ifj € H eine echte Obermenge ## besitzt.
‘H heil3t streng hierarchisch, fall§ nur genau eine Minimalhypothese enthalt und falls jede
nicht-Minimalhypothese i# genau eine direkte Obermegeihbesitzt.

Schema 1.10
Seienm = 3undH = {Hl,HQ,Hg}.

a)
HiNHyN Hy Global- und Maximalhypothese
HiN Hy Hi N Hs Hy N Hy Schnitthypothesen

o

Die Pfeilspitzen zeigen auf die Hypothesen, die die jeweiligen Obermemgglik@étionen)

Elementar- und Minimalhypothesen

sind.

b)

v

Die folgenden Definitionen und Lemmafa (1.11 [bis 1.18) beschreiben (Wwénswerte) Eigen-
schaften multipler Tests in strukturierten Hypothesensystemen. Der Re8bdehnitts themati-
siert dann mogliche Fehler multipler Tests.

Definition 1.11 (Lehmann, 1957a)
Ein multipler Testp = (¢, : ¢ € I) fur das multiple Testproblerf2, A, P, 1) heildt kompatibel
oder allgemein widerspruchstrei, falls

1€l:p;(x)=0 1€l:p;(x)=1



Anmerkung:Allgemeine Widerspruchsfreiheit zu fordern ist sehr restriktiv! Manrkauch ,all-
gemein widerspruchsfreie Entscheidung” fiir ein beobachtetes () definieren, wobei die Be-
dingung in Definitior 1.1 fur* erfullt sein muss. Viele bekannte multiple Tests sind nicht all-
gemein widerspruchsfrei. Da eine echte Entscheidung nur im Bglle) = 1 getroffen wird,
existiert die folgende Abschwachung.

Definition 1.12 (Lehmanh, 1957b)
Ein multipler Testp = (¢, : i € I) fiir (2, A, P, H) hei3t kompatibel 1. Art oder widerspruchsfrei
1. Art, falls

veeQ: [ Ki#0.

i€l:pi(z)=1

Beispiel 1.13

Betrachte das ANOVA-Modell aus Beispiel 1.4 knit 3 Gruppen und{ = {H;; : p; = pj, 1 <
i <j<3}UH;ies: 1 = pu2 = u3 = m = 4. Folgende Situationen sind denkbar:

(@)
Hyo3:p1=po=ps3
pr23(z) =1
Hig:pi=pe2 Hiz:pi=ps Hagz:po=ps3
p12(z) =1 p13(z) =0 pa3(r) =0

= ¢ ist nicht allgemein widerspruchstrei, liefert aber eine widerspruchstsitscheidung
1. Art fur das beobachtete.

(b)
p123(z) =
pr2(z) =1 p13(x) =0 pa3(x) =0

Testentscheidung zwar widerspruchsfrei 1. Art, aber inkohé&rent.

(c)
pra3(z) = 1
p12(z) =0 p13(xz) =0 ©a3(z) =0

Testentscheidung zwar widerspruchsfrei 1. Art (fir das beobachfetder dissonant.

Aus den Beispielen folgt, dass weder allgemeine Widerspruchsfreihedsfziktiv) noch Wider-
spruchsfreiheit 1. Art (nicht restriktiv genug) tberzeugende Kotezeind. Daher nun zur forma-
len Definition von Koharenz und Konsonanz.



Definition 1.14 (Gabriel, 1969)
Ein multipler Testp fur (Q2, A, P, H) heil’t koharent, falls

Mit H; lehnt ein koharenter multipler Test auch jede Hypoth&seb, von derH; Obermenge
ist. Anderenfalls heif3p inkoharent.

Definition 1.15(Gabriel, 1969)
Ein multipler Testp = (p; : i € I = {1,...,m}) fur (2, A, P, H) heidt konsonant, falls

VieImitdjeI:H,CHj: {pi=1}C |J {o =1}
J:H;DH;

Wird H; von einem konsonanten multiplen Testbgelehnt und gibt es echte Obermenggrvon
H; in H, so wird auch mindestens eine dieser Obermengempaligelehnt. Anderenfalls heif3t
dissonant.

Bemerkung 1.16
Eine Konsonanz vop verhindert nicht notwendigerweise einen Widerspruch allgemeiner Art;
ihre Forderung kann sogar einen solchen erzwingen!

Lemma 1.17
Seip = (¢; : i€ I ={1,...,m}) ein allgemein widerspruchsfreier multipler Test fur
(Q, A, P, H). Dann istp auch koharent.

Beweis: Zur Ubung. [ |

Lemma 1.18(Sonnemann, EDV in Medizin und Biologie (1982), bzw. Sonnemann, 2008)
Seip ein multipler Test fuf(2, A, P, #). Dann gilt

a) Kohérenz vorp ist Aquivalent zu

(i)
viel:{p;=1}= [ {p=1},
©:H;CHj
(ii)
Viel:{pi=1}= |J {g=1}
J:H;DH;
(iii)

Viel:{p;=0= () {g =0}
J:H;2H,;
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b) ¢ ist koharent und konsonant genau dann, wenn

Viel:{pi=1}= |J {o=1}

J:H;DH;

Beweis: Teil a) zur Ubung. Fur b) ist zu zeigen: Mit

[1] Vz,jGImltHZQHJ{¢j:1}:>{<p1:1} und
2] VielImit3djel:H, C H; 3{90i:1}ng;Hj3Hi{¢j:1} gilt:
[ und 2] «=Viel:{pi=1}=U;py-ny{vri =1} (3]

,="1 Aus[1] folgt nach 1.18a(ii), dastsjj:HpHi{goj = 1} C {p; = 1}. Zusammen mif2] ergibt
sich {¢; = 1} € U (s = 1} € {oi = 1}, @lso{; = 1} = Uy . {j = 1}, d. h.
3].

.<="1[3] = [2] ist trivial. Ferner folgt au$3], daSSUj:HpHi{SOj =1} C {y; = 1}. Daraus folgt

furalled,j mit H; C H; : {¢; = 1} C {¢; = 1}, was wiederunjl] impliziert. |

Definition 1.19
Seip = (¢; :i € I ={1,...,m}) ein multipler Test fiiK$2, A, P, H).

a) ¢ heilt ein multipler Test zum lokalen Niveate (0, 1) in der Komponente;, i € I, falls
Py({p; =1}) < afluralled € H;.

b) ¢ heifdt ein multipler Test zum (allgemeinen) lokalen Niveag (0,1), falls Py({p; =
1}) < afiralley € H; furallei € 1.

Bemerkung 1.20
Ist ¢ ein multipler Test zum lokalen Niveauund |Io(¥)| = my, alle ¢;(X) stochastisch unab-
hangig mitPy({p; = 1}) = a fur alle ¥ € H;, fur allei € I(19), so folgt
Ve :Py( |J {pi=1H=1-(1-a)™ b
ielo(9)
d. h., die Wahrscheinlichkeit fir irgendeinen Fehler 1. Art strebt mitheaademng gegenl. Das
kann nicht wiinschenswert sein!

Eine erste Moglichkeit zur Kopplung der Komponenten ist das Kozepjldeslen Niveaus. Hier-
bei wird das Hypothesenpaak, = -, H; gegerCH, = |JI*, K; getestet.

Definition 1.21
Ein multipler Testip = (p; : i € I = {1,...,m}) fur (Q, A, P,H) heidt multipler Test zum
globalen Niveaux € (0,1), falls

m m

Po(| J{wi = 1}) < afiralley € Hy= () Hi.
i=1 i=1
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Anmerkung:

(i) Die implizite Aufteilung von® in zwei disjunkte Teilmengen entspricht nicht der Idee mul-
tipler Tests, da diese nadl, 1} abbilden (vgl. Definition 118). Dies impliziert eine Auf-
teilung von® in 2™ Teilmengen. Eine ,richtige” Entscheidung liefestalso dann, wenn

p(z) = (c1,...,em), g5 € {0,1} furallej = 1,...,mundd € (| H;n (] K. Ein
j:e;=0 Lep=1
multipler Fehler 1. Art ist dann gegeben, fallg € {1,...,m} : ¥ € H; A pj(z) = 1.

(i) Die Globalhypothese und das globale Niveau werden im Kontext dessSliegts (siehe
Simes| 1986) und der FDR in Kapifél 5 noch einmal wichtig.

Definition 1.22
Seiy ein multipler Test furQ, A, P, H) undH = {H;,i € I = {1,...,m}}. Dann ergibty
einen

a) multiplen Fehler 1. Art, fallslj € 1 : ¥ € Hj undp;(z) = 1.
b) multiplen Fehler 2. Art, fallslj € 1 : ¥ € K; undy;(z) = 0.
Anmerkung:Bei einem multiplen Testproblem kénnen beiderlei Fehler gleichzeitig auitrete

Definition 1.23
Ein multipler Testp = (¢; : ¢ € I = {1,...,m}) heil3t multipler Test zum multiplen Niveau
a € (0,1), falls

v €0 :Py( | {pi=1}) <o, wobei| J{pi=1}:=10.
i€lp(9) €0

Anmerkung:Ein multipler Test zum multiplen Niveau beschrénkt (,kontrolliert”) die Wahr-
scheinlichkeit fur irgendeinen multiplen Fehler 1. Art durgigleichgdiltig, wie viele und welche
der H; wahr sind.

Bezeichnungen im Englischeitir IPg(UiGIO(ﬁ){SOi =1}))

e (Type I) Family-Wise Error Rate (FWER)
e Experiment-Wise Error Rate

Beispiel 1.24(Bonferroni-Test, vgl. Bonferroni, 1936)
Sei(Q2, A, P, H) ein multiples Testproblem niif = {H;,: € I = {1,...,m}}. Seip = (¢;,i €
I) ein multipler Test fuf<2, A, P, #) mit der Eigenschaft

Py({pi =1}) < a/mflralley € H; furallei € I, (1.2)

12



d. h., ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Nivedw fir (2, .4, P, H). Dann isty ein
multipler Test zum multiplen Niveay denn fir alley € © gilt

FWER(p) = Po( |J {wi=1}
1€lp(9)
< Y Polfei—1)
1€lp(V)

<  moa/m < a.

Die UngleichungP(|J;"; 4;) < > ", P(A;) hei8t auch Bonferroni-Ungleichung und ein geman
(@.2) konstruierter multipler Test ein Bonferroni-Test.
Nachteil: «/m ist sehr klein fur grof3es: = geringe Giite von Bonferroni-Tests.

Beispiel 1.25Sidak-Test, vgl. Sidak, 1957)
Sei(2, A, P,H) ein multiples Testproblem nitt = {H;,i € I = {1,...,m}}.undy = (p;,i €
I) ein multipler Test fu(<2, A, P, H) mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Die Zufallsvariableny;(X),: € I, sind stochastisch unabhé&ngig.
(i) Faralle i € I giltfuralle ¢ € H;

Po({pi =1}) <1—(1—a)/™ =: ap,. (1.3)

Dann istp ein multipler Test zum multiplen Niveaue (0, 1), denn fir alled € © gilt

FWER(¢) = Po( |J {pi=1}

i€lp(9)
= 1-Py( () {pi=0})
i€lp(9)
5 1- H Py({pi = 0})
@ i€lo(d)

< 1- JJ a-a¥m

(i) i€lo(9)
= 1—(1—a)m/m
< 1-1—-a)=a
Anmerkung:
e Firallem € Ngilt a/m < 1— (1 —a)/™.

e Asymptotisch giltma,, — —-In(l—a) > «o=ma/m.
(mo—r00) Yae(0,1)
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e Allerdings gilt auch fur die Sidak-Korrektuey,, — 0.

(mo—00)

Lemma 1.26
Aquivalente Bedingungen fur die Kontrolle des multiplen Niveags(0, 1) eines multiples Tests
o= (pi,ieI=A{1,...,m}) fur (Q, AP, H)mitH = {H,,i € I} sind gegeben durch

@ mEPy( (] {pi=0})=1-a
1€lp(9)

(b) V@#Jg[:VﬁGHJ: ﬂHj:Pﬂ(U{gojzl})Sa.

jed jed
Beweis:
Zu (a)
inf Py () {ei=0}) > 1-a
@ i€lp(9)
1 —gﬂgpﬂ( (] {¢i=0}) < a
€ 1€lp(V)
—sup [1-Py( [) {ei=0})| < «a
veo i€lo(d)
=WeO:1-Py( [] {pi=0}) < a
1€lp(9)
—=V9eO:Py|C m{goi:()} < «
i€lp()
i U foi=1) < a
1610(19)
zu (b}
[1] V9 € ©: Po(Uicso) e = 11) <
2] W#JCI:VeH; =, H :Py(Uje,{e; =1} <

zu zeigen{l] < [2].
, <"1 Trivial, da fur alled € © Ip(d) C Tundd € Hyy(y).

S J e HJ = J - 10(19) = Pﬁ(UjeJ{SOJ' = 1}) < Pﬂ(UiEIO(ﬁ){SOi = 1}) [%] Q. [ |
Bemerkung 1.27
(i) Ein multipler Test zum multiplen Niveauist auch ein multipler Test zum globalen Niveau
a (setze under (by =1 ={1,...,m}).
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(i) Unter Beachtung von Messbarkeitsbedingungen lassen sich dieroBeggiffe auf abzahl-
bare und Uberabzahlbare Hypothesensysteme ausdehnen.

Satz 1.28

SeiH = {H;,i € I} ein durchschnittsabgeschlossenes Hypothesensystem undp;,i € I)
ein kohéarenter multipler Test fiif2, A, P, #) zum (allgemeinen) lokalen Niveau

Dann isty ein multipler Test zum multiplen Niveaufir (Q, A, P, H).

Beweis: Seiv € © mit Iy(9) # (). Wegen der Durchschnittsabgeschlossenheify@xistiert ein
i € I'mit H; = (;¢,(9) H; und offensichtlich ist) € H;. Also ist fur allej € Io(9) : H; 2 H;.
Da koharent ist, folgt nach Lemnia 1118a(ii), ddgs = 1} 2 U,y 9){w; = 1}- Folglich ist

FWERy () =Py( | {@; =1}) <Py({pi = 1}) < q,
J€Io(Y)

day ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Niveaist. |

Satz 1.29Closure Principle, siehe Marcus, Peritz, and Gahbriel (1976);
Abschlussprinzip, siehe Sonnemann, 2008)
SeiH = {H;,i € I} ein durchschnittsabgeschlossenes Hypothesensystem unfp;,i € I)
ein (beliebiger) multipler Test fui€2, A, P, H) zum (allgemeinen) lokalen Niveau
Definiere den zw gehdrigen Abschlusstest (closed multiple test proceduire)(g;, 7 € I) durch

Viel: gi(x)= j:;lrjl_ignHi ;).

Dann gilt:
(a) @ istein Test zum multiplen Niveau
(b)) VO AT CI:¢ = (@i, iel’)istein Test zum multiplen Niveaufir H' = {H;,i € I'}.
(c) ¢ undg’ sind koharent.

Beweis: Sindi,j € I mit H; C H; undz € , so istg;(z) = ming.pg,ch, pp(r) >
ming. g, cH,; ¢x(z) = ¢;(z), also ist (c) gezeigt.

Da fur allei € I ¢; < ¢; gilt und ¢ das allgemeine lokale Niveaukontrolliert, ist auchp ein
Test zum allgemeinen lokalen NiveauZusammen mit (¢) und Sdtz 1128 folgt (a).

Nun ist (b) trivial. |

Bemerkung 1.30

(a) Der zu einen multiplen Tegt (zum lokalen Niveau) gehdrige Abschlusstegtlehnt eine
Hypothesel; € ‘H genau dann ab, wenp sowohlH; als auch alle HypotheseH; € H,
von denerf; Obermenge ist, ablehnt.
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(b) Ist# nicht durchschnittsabgeschlossen, so kann man hilfsmafiig alle fehl&ctierithy-
pothesen z@&{ hinzunehmen. SindElementarhypothesen zu testen, so besteht das erzeugte
durchschnittsabgeschlossene Hypothesensyatemas bis zi2¢ — 1 Hypothesen. Wie wir
in Kapitelld sehen werden, muss aber in aller Regel nicht fiir alle HypethiesH ein Test
zum lokalen Niveau explizit durchgefuhrt werden.

(c) SatZ 1.28 zeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen ein multigtleuife(allgemeinen)
lokalen Niveaur auch ein multipler Test zum multiplen Niveaust. Die Umkehrung gilt
selbstverstandlich unbedingt.

(d) Falls # disjunkt ist, d. h.\Vi,j € I,i # j : H; N H; = 0, und¢ ein multipler Test
far (Q, A, P,H) zum lokalen Niveau ist, so isty automatisch ein multipler Test zum
multiplen Niveaux (da ¢ kohéarent ist und® durchschnittsabgeschlossen). Es existieren
oft viele Maglichkeiten® in disjunkte Teilmengen zu partitionierer{ Partitionsprinzip,
Finner and Strassburger, 2002). Ist z. B. speziek= © und Hy = {9} fur alle 9 € ©
undy = (py : ¥ € O©) ein Test zum (allgemeinen) lokalen Niveawso isty ein Test zum
multiplen Niveauy.

Beispiel 1.31(Zweigruppent-Test)
Modell: X = (X;;),i = 1,2,j = 1,...,n;, alle X;; ~ N(u;, 0?) stochastisch unabhangig?
unbekannt. Test&_ : {1 = po}. Dazu sei

ning X1 — X 1 &
B 1ng Ay — Ko D@2 X2, - _
T(X)_m S , wobei S —;ZZ(XZJ Xi)v=n1+ny—2.

i=1 j=1

Der zweiseitige-Test furH_ lautet damit

1 >
o=(z) = It] := |T ()| tysa (o € (0,1/2).
0 <

Sollte H- durch - abgelehnt werden, so ist es verlockend, sich im Falle —t,.,/,, (bzw.
t > ty.q/2) fUr 1 < po (bzZw.p1 > po) zu entscheiden.

Frage: Ist dies zulassig? Es kénnte ein sogenannter Fehler l1I. Art (direatierror) auftreten, d.
h., Entscheidung fiit; < pe (bzw.pq > pe), obwohl in Wahrheify > pe (bzw.py < po) gilt.
Formale mathematische Losungbschlussprinzip!

Wir flgen die beiden Hypothesdfic : {u1 < po} und H> : {1 > peo} hinzu. Damit ist
H_ = H< N H>. Lokale Niveaw-Tests fiirH< und H> sind gegeben durch

1 > 1 <
p<(z) = t ta und ¢>(x) = ¢ o
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Bilde den Abschlusstegt= (p<, -, ¢>) Mit o= = p—, P< = P—p<, P> = P=pP>.

w1 < p2” w1 > 2

N
~

{p>=1} {p>=0}

Abbildung 1.1: Abschlusstest f§tH_, H<, H>}

= Typ llI-Fehler automatisch mit kontrolliert!
Man kann sogar noch mehr aus der Realisiersimgferieren (siehe Ubung).

1.4 Weitere Typ I-Fehlerkonzepte, multiple GitemalRe

Um weitere Typ I-Fehlerkonzepte und GutemalRe kompakt darstellen nekpfiihren wir zu-
nachst die folgenden summarischen ZufallsgrofRen ein.

Bezeichnungen 1.32
Seien das multiple Testprobldf2, A, P, ) und der multiple Tesp = (p;,i € I = {1,...,m})
fir H = (H;,1 € I) fest vorgegeben. Dann bezeichnen

a) m die Anzahl aller zu prifender Hypothesen,
mo = mo(Y) die Anzahl wahrer Nullhypothesenig,
my = my(¥) = m — mo(¥) die Anzahl falscher Nullhypothesenh

b) R(¥) = Z p; die (zufallige) Anzahl verworfener Hypothesen.
i=1

c) V(9) = Z ; die (zufallige) Anzahl falschlicherweise verworfener Hypothesen,
i€lp(9)
S(v¥) = Z w; die (zufallige) Anzahl korrekterweise verworfener Hypothesen,

1€ (9)
alsoV () + S(v) = R(9).

Zusammenfassend:
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Testentscheidung
Hypothesen 0 1
wahr mo —V(9) V() | mp(9)
falsch my —S)  S@) | mi(9)
m— R(¥) R(9) m

Tabelle 1.1: Summarische Grof3en einer multiplen Testprozedur

Anmerkung:
(i) Von den GrofR3en in Tabledau 1.1 sind in der Praxismuind R () beobachtbar.
(i) FWER(p) = supyce Py(V(9) > 0).

Definition 1.33 (Hochberg and Tamhane, 1987)
Seien das multiple Testprobleff?, A, P,H) und der multiple Tesp = (¢;,i € I) fur H =
(H;,i € I) fest vorgegeben.

a) Die Per Family Error Rate (PFER) vopfiir gegebenes € © ist definiert als PFER(¢) =
Ey[V(9)].

b) Die Per Comparison Error Rate (PCER) vanfir gegebene® < © ist definiert als
PCER)(¢) = Ey[V (9)]/m.

Anmerkung:

(i) Die Begriffe in Definition[1.3B sind nicht allgemeine Konvention. Insbhete die Bezei-
chung ,PFER" ist umstritten, d&, [V (¢)] nicht notwendigerweise iff), 1] liegt. Alternativ
werden ,Expected Number of False Rejections (ENFR)" fiir die PFER,Hrdected Error
Rate (EER)" fur die PCER verwendet.

(i) Mehr zu den GroRen in Definitidn_L.B3: vgl. Aufgabe 3 von UbungsHlatt

Speziell fur extrem hochdimensionale Probleme wie in der Genetik, beidPnatealysen oder in
der Kosmologie wird wie Kontrolle des multiplen Niveanshaufig als zu restriktiv empfunden,
speziell dann, wenn es sich um explorative Analysen handelt. Dalmeginige ,aufgeweichte"”

Typ I-Fehlerkriterien.

Definition 1.34 (vgl. Hommel and Hoffmann, 1938)

Voraussetzungen wie unter Definition 1.33.

Die k-FWER vonyp ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, mehr &ls< & < m wahre Nullhypo-
thesen falschlicherweise zu verwerfen, also

E-FWER) () = Py(V(9) > k).
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Definition 1.35(vgl.\Benjamini and Hochberg (1995%), Starey, 2002a)
Voraussetzungen wie unter Definition 1.33.
a) Die Zufallsvariable
V()
FDP. =
heil3t die False Discovery Proportion (FDP) vgn

b) Die False Discovery Rate (FDR) vamist definiert als der erwartete Anteil von Typ I-
Fehlern unter allen Verwerfungen van also

FDRy () = Ey[FDPy(¢)].

c) Die positive False Discovery Rate (pFDR) vpiist definiert durch

PFDRy(¢) = Ey [;Eg;‘ R(Y) > 0} .

Anmerkung:
(i) Die pFDR ist nur im Bayesianischen Kontext sinnvoll interpretierbar.
(i) FDP, FDR, pFDR und verwandte Grof3en spielen in Kapitel 5 die Halpiro

Zur vollstandigen Bewertung und zum Vergleich multipler Tests brauchenogin geeignete Typ
II-Fehlerkonzepte bzw. Gutemale. Analog zu Definition]1.19 starten wipkmentenweise.

Definition 1.36

Sei(Q2, A, P, H) ein endliches multiples Testproblem uid= {p : Q — {0, 1} messbaf die
Menge aller zugehorigen multiplen Tests. Seié¢h = (o i € I) undp®@ = (©\?,i € I)
zwei multiple Tests auB zum allgemeinen lokalen Niveaue (0, 1). Dann heif3t

(@) M in der j-ten Komponente nicht schlechter al¢, falls
¥ € K Py(pl) = 1) > Py(p) = 1). (1.4)

(b) ¢ komponentenweise nicht schlechter@l®), falls (T.2) fiir allej < I gilt.

(c) ¢ in der j-ten Komponente besser a}$?), falls (1) in der j-ten Komponente nicht

schlechter als(® ist und30* € K : Py (o) = 1) > Py (!?) = 1).
(d) o) komponentenweise besser al$), falls ¢(1) in jeder Komponentg < I besser als
(2)
'\ Ist.

Definition 1.37 (multiple Glutemalde, vgl. Maurer and Mellein, 1988)

Seip = (¢i,i € I ein multipler Test fur(Q, A, P,H) undd € © derart, dassl; () # 0 gilt.
Dann bezeichnet
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@
sG:| K — [0.1]

el

9 = Py( () {pi=1})

i€l (9)
die simultane Gute (,total power*) vorp.
(b)
EG, : UK — Rxp
icl
9 Ey[S(0)]
die erwartete Anzahl korrekterweise vgrverworfener Hypothesen.
(€)
MEG,: | JEK: — [0,1]
icl
v = Ey[S)]/m ()

den erwarteten Anteil korrekterweise vgrverworfener Hypothesen.

Anmerkung:Falls (1) € & komponentenweise besser istald) ¢ ®, so ist die simultane Giite
von (M) nicht notwendigerweise gréRer als die wot?).
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Kapitel 2
Das Konzept derp-Werte

Viele gangige multiple Testverfahren lassen sich kompakt mit Hilfe sogerannt¥erte p; fir

die einzelnen Hypothesenpadtg vs. K;, i € I, darstellen. Deswegen schieben wir dieses kurze
Kapitel ein, das noch einmal einen Aspekt der ,gewothnlichen*, eindiroraken Testtheorie zum
Thema hat.

Definition 2.1 (p-Wert)

Sei (2, A, (Py)yeco) ein statistisches Modell und sei ein Test fur das Hypothesenpa@r#
H C ©versusk = O\ H, der auf einer PrufgroRd” : @ — R basiert.¢ sei charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichiép C R fur jedes Signifikanzniveau € (0, 1), so dass
p(x) =1 <= T(z) € Ty, furz € Q gilt. Dann ist derp-Wert einer Realisierung € €2 beztglich
o definiert als

) = inf  PYT(X)eTl,),
polr) = FI(X) €Ty

wobei das WahrscheinlichkeitsmBR so gewabhlt ist, dass
P*(T(X) € Ty) = sup Py(T(X) € Ty)
VeH

gilt, falls H eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 2.2

(i) Falls H einelementig (,einfach®) undPy = Py, ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmaf ist,
so gilt (in aller Regel)
po(z) =inf{a: T'(z) € Ty}

(i) p-Werte werden haufig auch als ,beobachtete Signifikanzniveaus'idiers.

(iii) Als Wahrscheinlichkeitsausdriicke lieggslVerte stets irf0, 1], unabhéngig vom Wertebe-
reich vonT'. Das erleichtert die Bearbeitung von multiplen Testproblemen mit untexsch
lichen Messskalen fur die Einzeltests Upaierte.
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(iv) Sei2~! der Urbildraum vonX. Die Abbildungp,(X) : Q71 — [0,1],w — p,(X (w)),
lasst sich als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch Ubligise mit Klein-
buchstabe bezeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahmécieitsmalen vor-
zubeugen. Es muss also haufig aus dem Kontext heraus interpregieigny obp, = p
einen realisierten Wert au$, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 2.3
Unter den Voraussetzungen von Definifion 2.1 sei die TeststaftiGhk derart, dass die Monoto-
niebedingung

Vg€ H:Vih €e K:VeeR: PgO(T(X) > C) < Pgl (T(X) > C) (21)

gilt. Dann heil3ty ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls funad€0, 1)
eine Konstante,, existiert, so dass

Bemerkung 2.4

(a) Die Monotoniebedingungd (2.1) wird haufig so umschrieben, dass Tdststatistik unter
Alternativen zu gréBeren Werten neigt".

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehérigehmkaeeiche sind gegeben

alsT,, = (cq, 00).

(c) Die Konstantemr, werden in der Praxis bestimmt Gbey = inf{c € R: P*(T'(X) > ¢) <
a} mit P* wie in Definition[2.1 (,am Rande der Nullhypothese®). Ist H einelementig und
Py stetig, so gilte, = F; (1 — a), wobeiFr die Verteilungsfunktion vofi(X) unter
bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: (leitdt verscharftem)
(2.2) ist ein Test vom N-P Typ gleichmaRig (Uber a@ljec K) bester Test flill versusk.

Lemma 2.5
Seip ein Test vom N-P Typ urig unabhangig vorv. Dann gilt fir die Berechnung desWertes
einer Realisierung: € () beziglichp, dass

Po(z) = PH(T(X) > t*) mit ¢* == T(x).

Beweis: Die Ablehnbereich&’, = (c,, o) sind geschachtelt. Demnach wind{« : T'(z) €

I',} offensichtlich in(¢*, co) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt

fernerP*(T'(X) € (t*,00)) = P*(T'(X) > t¥). [
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Anmerkung:lst H einelementiglPy stetig undy vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen
aus Bemerkung 2.4 und Lemimnal2.5 fur alle 0, dassp, () =1 — Fp(t*).

Satz 2.6(Testen mit denp-Wert)
Seia € (0, 1) einfest vorgegebenes Signifikanzniveau uné* stetig.Dann gilt die Dualitat

p(x) = 1 = p,(z) < a

Nur fur Tests vom N-P TypDa die Funktiont — P*(7T'(X) > t*) monoton fallend irt ist und
aufgrund der Konstruktion voa, (siehd ZU.cP*(T(X) > co) < a sowie fur alleR 3 ¢ < ¢, :
P*(T(X) > ¢) > o gelten muss, is, () < « gleichbedeutend mit* > c,. Das fiihrt bei einem
Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung ¥én |

Bemerkung 2.7

(i) Der Vorteil vonp-Werten fur das Testen ist, dass sie unabhé&ngig von einem a priori festge-
setzten Signifikanzniveauausgerechnet werden kdnnen. Dies ist der Grund, warum alle
gangigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests UberedienBag von
p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Prablden man mit
dieser Art des Testens tricksen kann. Halt man aich n&dmlich nicht anutgesgatistische
Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschliel3licigdd&k&nzniveaus!)
vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchliegeer,« erst a poste-
riori (nach Durchfuhrung des Experimentes und Anschauen deftierenderp-Wertes) zu
setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommeredeedehnen viele
Statistiker die in satz 2.6 gezeigte Art des Testens strikt ab.

(ii) Die Interpretation deg-Wertes ist zu bedenken. Deiert gibt eine Antwort auf die Frage:
~Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass diepdattibge stimmt?*
und nichtauf die Frage ,Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese walydgeben
die gemessenen Daten?”, obschon letztere Frage manchmal intetesgascheinen mag
und Praktiker ab und an dazu tendieren, gekert dahingehend umzudeuten.

Satz 2.8
Ist unter den Voraussetzungen von Definifiod 2. kinelementigPy stetig undy ein Test vom
N-P Typ, so folgt

Po(X) ~ UNI([0, 1]).

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Prinzip der Quantilstransformation (vgl. Wahrddikeits-
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theorie), denn fut € [0, 1] gilt

Pu(pp(X) <t) = Pu(l—Fr(T(X)) <t)
= Pu(Fr(T(X)) =21-1)
— PU -0 =1-PU <1—1)

— 1-(1-t) =1,

wobeiU eine UNI([0, 1])-verteilte Zufallsvariable bezeichnet. [

Anmerkung:

(i) Unbedingt gilt, dasp,(X) stochastisch nicht kleiner als eine 40f1] gleichverteilte Zu-
fallsvariable ist, als&/y € H : Py(p,(X) <t) <t,t € [0,1].

(i) Da fur viele in der statistischen Praxis angewendeten Modelle die Veegisgen von
Satz[ 2.8 erfiillt sind, kbnnen im Rahmen eines mutiplen Testproblems heterBgerel-
TestproblemeH; versuskK;, i € I, elegant mit Hilfe vorp-Wertenp;, i € I, einheitlich
statistisch behandelt werden.

Bemerkung 2.9(Resampling-basierte Schatzung yekVerten)

Oftmals kdnnen selbst unter der Nullhypothese keine exakten Verteilyegsehaften voff’ (X))
bestimmt werden. Der-Wertp,(x) wird in solchen Fallen mit Hilfe von Computersimulationen
unter Verwendung sogenannter Resamplingverfahren approximi@rtZweistichprobenproble-
me sind typischerwesie Permutationstests geeignete Werkzeuge daffistichprobenproblemen
wird gerne das sogenannte Bootstrapverfahren (B. Efron) verviéihianchhausen-Methode der
Statistik).

Betrachten wir zur lllustration den parametrischen Einstichproben-Broagadfir Lageprobleme.
Dazu sei(R,B(R), (Py)ycocr) €in parametrisches statistisches Modell uiith)sco derart,
dass fiir je zwei Parametel; = 1, aus© die zugehorigen Verteilungsfunktionen die Gleichung
Fy, (x — 1) = Fy,(x — 92) fur alle z € R erfullen. Uber die genaue Gestalt vdn sei nur
bekannt, das®y fur alle ¥ € © eine endliche Varianz ungleich Null habe. Zu testen sei das Hy-
pothesenpaaf : {¢ = 0} versusk : {¥ > 0}.

Ohne Beweis und Herleitung ergibt sich dann das folgende Resamplermgactur Schatzung ei-
nesp-Wertes.
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Resamplingschema:

(A) Erhebe eine Zufallsstichprobe vom Umfanmit X4, ..., X, i.i.d. ~ X.

(B) Bilde die Teststatistif;,, = X,, = n~'>_" | X; der Originalvariablen
X1, X,

(C) Generiere durch Ziehen mit ZurticklegBn,bootstrap Datensatze"
(X{p-- s X0 p))b=1,..,5- Eswird also fur allel <i <n,1<b<B
X}, zufallig (gleichverteilt) au{ X1, ..., X, } gezogen.

(D) Berechne fub = 1,..., B die ,bootstrap Teststatistiken*
Top = /71 - (X p — Xn)-

(E) Ermittle den approximativep-Wert fir das Testprobler{ versusKk beruhend auf de
StichprobeXy, ..., X, als

=

A(x) _ |{Tn,b : Tn,b > Tn}| +1
B+1 )

Damit der NenneiB + 1 in der Approximation glatt wird und um somit eine moglichst rundungs-
fehlerfreie Schatzung desWertes zu erhalten, sind = 999, B = 4999 oder B = 9999 beliebte
Wahlen firr die SimulationsanzaBl.

Heuristische Herleitung des obigen Resamplingschemas:
Nach zentralem Grenzwertsatz (ZGWS) folgt hinreichend glatt), dass

£<\/E(X”_“)> — N(0,1),

o n—00

wobeiy = E[X] undo? = Var(X). Dies gilt nach Slutsky auch noch, fattsersetzt wird durch
Va2 mitV, = (n— 1)L 7 (X — X,)2
Wenden wir den ZGWS nun auf eine bootstrap Stichpfpg ..., X7 , an, so ergibt sich
Vi (X5, ~ EIXT,))
— N(0,1).
Var(X7,) oo

L

Man zeigt leicht, dasg[X} ;] = X, und Va( X} ,) = n~' Y1 | (X; — X,,)* = (n — 1)V, /n.
Also haben unter, = 0 die Statistiken
X, NG X:;b - X,
V%, Vi )

1/2 _ 1/2
Vn/ nnl n/

die gleiche Limesverteilung. ,Kirzen* vogp'n und an/Q rechtfertigt nun den Vergleich vdh, =

XopundT,p = /50 - (X — Xo).
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Bemerkung 2.10

Beruht ein multipler Test = (y;, i € I) aufp-Werterp;, i € I fUr die einzelnen Hypothesenpaare
H; versusK,, i € I, so istyp ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Niveadalls p;(z) =

1 < pi(z) < afirallei € I (folgt direkt aus Satz 2.6).
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Kapitel 3

Simultan verwerfende multiple
Testprozeduren

3.1 Allgemeine Theorie und der erweiterte Korrespondenzsatz

Simultane Testprozeduren werden in einem Schritt durchgefiihrt, d.bbdirifung einer Hy-
pothese hangt nicht vom Testergebnis bereits Uberprifter Hypothbse ,simultan” (englisch:
single-step test). Fur jeden Einzeltesti € I, wird derselbe kritische Wert zum Vergleich mit
dem realisierten Wert einer Teststatistik: € I, verwendet. Leider ist dies noch keine mathema-

tische Definition eines Simultantests.

Hochberg and Tamhane (1987):
»[Ein Simultantest ist] characterized by a collection of test statisfics € I, and a common

critical constant such that the procedure rejedisif Z; > £, i€ 1."

Mit Z; .= ¢;(X), 1 € T und¢ = 0 ware dann aber jeder multiple Test= (¢;,i € I) ein
Simultantest.

Wir folgen der Theorie von Gabriel (1969). Hierbei wid= ¢, so bestimmt, dass der zum Testen
der Globalhypthesdl, = (1, ; H; verwendete Test ein vorgegebenes Signifikanzniveaa

(0, 1) einhalt. Unter gewissen Annahmen an die Strukturiound die Teststatistike{il;,i € I}
liefert dies einen Test zum multiplen Niveau

Definition 3.1

Gegeben sei ein multiples Testproblém A, P, H = {H;,i € I* := {0,1,...,m}}) und ein
multipler Testy = (p;,i € I*) fur (22, A, P, H) basierend auf Teststatistikeh),: € I*, die

(im Sinne der Monotoniebedingurig (2.1) aus Definitiomh 2.3) unter der Ateak; zu gréReren
Werten tendieren als untéf;. Dann heil3t

1. (H,T) mitT = {T;,i € I*} eine Testfamilie.
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2. ¢ = (p;,1 € I*") eine simultan verwerfende Testprozedur, falls

1, falls T; > cq,

Pi =
{0, falls T; < c,, wobei
Vi € Hy: Py ({po=1}) =Py ({To > ca}) < v (3.1)
Anmerkung:

(i) Oft ist man gar nicht daran interessiert, die GlobalhypothEgezu testen. Sie wird nur
hilfsmafig zuH hinzugenommen, um, festzulegen.

(i) Im Folgenden wird es darum gehen, Strukturannahmen heratitgar, sodass der durch
(3.1) bestimmte multiple Test ein Test zum multiplen Niveaa ist.

Definition 3.2

(a) Eine Testfamilig?{, 7") hei3t monotonfalls fir allei, j € I* mit H; C H; und fur alle
zeQqilt:  Ti(z) > Tj(z).

(b) (H,7T) heil3t streng monotgrfalls fur alle Nicht-Elementarhypotheséi; und fiir jedes
r € Qi Ti(r) = max;.g,cn, Tj(z)

(¢) (H,T) heilst gemeinsapfallsvJ C I Vo € ﬂje, H; die gemeinsame Verteilung von
{T},j € J} dieselbe ist.

(d) (H,T) heiRt abgeschlossefalls # durchschnittsabgeschlossen ist.

Bemerkung 3.3

(i) Die Monotoniebedingung_3.2 (a) kann zu-fast sicher* abgeschwacht werden, wobhei
ein o-finites, dominierendes Malf? ist.

(i) Obwohl Monotonie im Sinne vdn 3.2 (a) sehr restriktiv anmutet, ist sie Baispiel er-
fullt, falls die T;,7 € I*, Likelihood-Ratio-Teststatistiken sind (siehe Ubung). Damit ist die
Theorie der Simultantests auf die grof3e Klasse der Likelihood-RatiorbeasiBestfamilien
anwendbar.
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Satz 3.4

(a) Eine simultane Testprozedur basierend auf einer Testfaf#i€/) ist genau dann kohéa-
rent, wenn(#, 7") monoton ist.

(b) Eine simultane Testprozedur basierend auf einer Testfa(®ili§") ist genau dann kohéarent
und konsonant, wen({, 7°) streng monoton ist.

Beweis:
zu (a):Seieni, j € I* mit H; C H; beliebig, aber fest gewahlt. Dann gilt

Vo e Q:Ti(x) > Tj(x)
SVae (0,1): {zeQ: Tjx)>ca} C{zreQ: Ti(z) > co}
< {pj =1} C{p =1}
(Fur die mittlere Aquivalenz muss streng genommen gelten, dass der WeitibaerZ; durch

{¢a : a € (0,1)} Uberdeckt wird.)

zu (b):Nach Lemma1.18 (b) ist Koharenz und Konsonanz (gemeinsam) aquizaten
Vi € I, fur die H; echte Obermengen i besitzt, gilt: {p; =1} = Uj:HpHi{goj =1}
Dies wiederum ist (bei Simultantests) aquivalent dazu, dass flnatl€0, 1) gilt:

{zeQ:Tix)>cal = |J {ze€Q: Tj(z) > ca}
J:H;DH;

& Ti(z) = jmax, Tj(x) (%)

< (M, T) ist streng monoton.

(FUr (+) muss dieselbe Forderung &, : « € (0, 1)} gestellt werden wie unter dem Beweis zu
(@)). [ |

Satz 3.5

Sei(H, T) eine Testfamilie ungp = ({;,7 € I* = {0,1,...,m}) eine simultane Testprozedur
far das multiple Testproblerf2, A, P,H = {H;,i € I*}) basierend auf#, 7).

Es gelte

(@) (#H,T) ist monoton
(b) (H,T) ist abgeschlossen oder gemeinsam.

Dann istp ein multipler Test zum multiplen Niveaufur (2, A, P, H).

29



Beweis:

Wegen (a) istr nach Satk 314 koharent. Fernergatinter (a) wegeri(3l1) ein Test zum allgemeinen
lokalen Niveauwv. Ist (#, 7) abgeschlossen, so isthach Satg 1.28 ein Test zum multiplen Niveau
.

Ist (H,7") nicht abgeschlossen, aber gemeinsam, so liefert die MonotonigH/oh) zusammen
mit Lemmal1.2b (b), dasg Test zum multiplen Niveaw ist (detaillierter Beweis in_Gabrlel,
1969). [

Viele Simultantests werden aus simultanen Konfidenzbereichen konstruadnegr Dor den kon-
kreten Beispielen noch kurz etwas zur Korrespondenz von Tests amiibiénzbereichen.

Definition 3.6

Gegeben sei ein statistisches Mod€ll A, P = {Py : ¥ € ©}). DannheiBC = (C(x) : = € Q)
mit C(x) € ©Vz €  eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveaux fur
VeEB <=VIcO:Py({zx: C(z)39})>1—a.

Satz 3.7(Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romano|(2005) odergy\/iHiabh)

(a) Liegtfurjedes € © ein Testpy zum Niveau vor und wirdy = (py, ¥ € O) gesetzt, so ist
C(yp), definiert UberC(z) = {¥ € O : py(z) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen
zum Konfidenzniveau— .

(b) IstC eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniteaur und definiert man
© = (g, ¥ € ©) Uberpy(z) =1 — 1¢ ;) (9), So isty ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveaua (und nach Bemerkurig 1.30 (d) sogar ein Test zum multiplen Nivpau

Beweis:
Sowohl in (a) als auch in (b) erh@lt m&n) € © Va € Q: py(x) =0 <= ¥ € C(z). Also ist
v ein Test zum allgemeinen lokalen Nivealgenau dann, wenn

Vie®: Py({ps=0})21-a
& Vdeo: Py({x: Cx)a9})>1-a
< C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenznivéau c.
|

Bemerkung 3.8 (a) Die Dualitétpy(x) = 0 < 9 € C(z) lasst sich schon grafisch veran-
schaulichen, fall$2 und © eindimensional sind.
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Abbildung 3.1: Dualitétpy(z) = 0 < 9 € C(x)

(b) Ein einzelner Tesp zum Niveauw fur eine Hypotheséd kann interpretiert werden als
(1 — «)-Konfidenzbereich. Setze dazu

C(x) =

o, falls p(z) =0,
K=06\H, falls p(z) = 1.

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzberei€tiz) einen Test zum Niveaufur eine Hypothese
HcCo.
Setze hierzyp(z) = 1x(C(z)), wobei

1, falls ACB,
15(A) =

0, sonst.
fur beliebige Mengent und B.

Frage:Lasst sich ein Korrespondenzsatz fir multiple Tests zum multiplen Nivéauallgemeine
Hypothesensystenté beweisen?

Satz 3.9(Erweiterter Korrespondenzsatz, Finner, 1994)
SeiH = {H;,i € I} eine beliebige Hypothesenfamilie ufd, .4, P, H) ein multiples Testpro-
blem.
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(@) Iste = (¢i,i € I) ein multipler Test zum multiplen Niveau fur (Q2,.4,P,H) und
C(z) = ﬂj:%(m):l K; Ve, wobei); K; := 0,s0istC := C(p) = (C(x), z €
Q) eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau fir v € ©.

(b) Liegt eine Familie€€ = (C(x), = € Q) von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveaux
fr ¥ € © vor und seip(C) = (p;, ¢ € I) definiert durchy;(z) = 1k, (C(z)) Vo € Q,
Vi € I, so istp(C) ein Test zum multiplen Niveaufir (2, A, P, H).

(c) Isty ein Test zum multiplen Niveaufur (2, A, P, H) undpy := 'njlaég) piV9 e®
1€lp
= (g, U € ©) ist Test zum multiplen Niveaufir (2, A, P, O).

(d) Falls (g, ¥ € ©O) ein multipler Test zum multiplen Niveaufir (€2, A, P, ©) ist und
© = (¢4, 1 € I) definiert wird Uberp; = 1§n¥11 wy Vi€ I, soistp ein Test zum multiplen
€
Niveaua fur (2, A, P, H).

Beweis: Ubung. [ |

Anmerkung:
Gilt in Satz[3.9 speziellH = ©, so reduziert sich der erweiterte Korrespondenzsatz wieder zum
~gewohnlichen* KorrespondenzsatzB.7. Unter (a) gilt dann namlich Berspiel

Cl@)= (] Ki= (] e\{v}={9€O: py)=0}

Jej(x)=1 Vrpy=1
3.2 Spezielle Methoden im Kontext der Varianzanalyse

Modell 3.10 (Einfache Varianzanalyse, vgl. Beisdiell1.4)

Es seienX;; ~ N(u;,02),i = 1,...,k,j = 1,...,n;,1; € RYi,0? > 0, X;; stochastisch
unabhangig unde. := "% n; >k > 3(X = (Xij )izt keimt...ni)-

Mathematisch formal:

(Q,A,P)=(R™B™,P), wobei

iul]‘nl
P=N : et (3.2)
Hierbei bezeichnet,, ,j = 1,...,k, einenn;-dimensionalen Vektor aus lauter Einsen uhd

die Einheitsmatrix imR"™ >,

In dem Modell [3.2) sollen (zum multiplen Nivea) alle paarweisen Mittelwertvergleiche durch-
gefuhrt werden. Es liegen al$§) = k(k — 1)/2 Hypothesenpaare der Form

Hij: {pi = pi} vs. Ky {p# ), 1<i<j<k (3.3)
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vor. Die Globalhypothese lautet

Hy = () Hy={m=p2=...=m}
1<i<j<k

Geeignete Teststatistiken zum Prifen éigy sind gegeben durch

nin; |Y1 — YJ‘ . R
T(X) = L 1<i<j<k
Z( ) n; +n; S =)=

Uz

S 1 & 1 —
mit X, = ‘ ZXM und 52 = Z (Xzf - Xz)2
(=1

n n.—k
v i=1 =1

Beispiel 3.11(Bonferroni t-Test)

Obwohl streng genommen nach Definifiond 3.1 i&imultantest, Iasst sich naturlich fur das durch
(@:2) und 3:3) gegebene multiple Testprobelm ein Bonferroni-T&S" durchfiihren. Dieser ist
gegeben als

(p?]pnf.(@ _ 1, falls t; > t, _pa/kk—1))s

0, falls t; < ) _ka/(k(k—1))-

undngonf.: (%Bjonf', 1<i <j < k)

GemaR Beispidl 1.24 ist®°™ ein multipler Test zum multiplen Niveau fur (Q, A, P,H =
{H;;,1 < i < j < k}). Wie bereits in Beispid[ 124 erwahnt, kapf°"" sehr konservativ
sein und schlechte Giiteeigenschaften haben.

Anmerkung:
Leider ist(H, 7)) weder abgeschlossen noch gemeinsam (kals3 und nicht allen, identisch).

Satz 3.12(Scheffé| 1953)
Unter Modell[3.10 bezeichne

q
L= hiaP: hjeRVj=1,..qd"V, . . a? cR"linear unabhangige Vektore
j=1

eine Menge von Linearkombinationes (linearer Unterraum de®” der Dimensiony). Eviden-
terweise isty < k.
Dann gilt fur alle s € R* undo? > 0:

P.02) (cT,u € |:CT[1, — \/qvgr(cTﬂ)qu.,k;a, o+ \/an\r(cTﬂ)Fq,n,k;a} Ve e L’)

E 2
=1, wobeig = (X1,..., X,)" undVar(c"p) = 2 3 L (3.4)
1
=1
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Wir haben also7 € R¥  Vo? > 0 simultane Konfidenzbereich&{ € £ gleichzeitig) zum
Konfidenzniveau — « fiir den linearen Kontrast! 1.
Fur unser Hypothesensystéibetrachten wir nun speziell den Unterraum

k
L={(c1,....,cx)T: ch =0}
j=1

der Dimensionk — 1). Die PaarhypotheseH;; lassen sich dann ausdriicken als
Hi]‘ : {C%;j) n= O} mit

L3cu=(0_...,0,+1,0,...,0, -1,0,..., 0 ).
S Y
i J

Dies fuhrt auf den Scheffé-Test.

Beispiel 3.13(Scheffé-Test)
Unter Model[3.1D ist der Scheffé-Test figt, A, P, #) gegeben durckpSchefe— (goiSjCheﬁf
1<i<j<k)mit

Scheffé L, falls  Fij(x) > Fy-1n.—ka

“ 0, falls  Fij(2) < Fir1n—ka

und )
ning (Ti. —T;.)

Fij(x) = :
J(x) n; + g (kﬁ — 1)82

Bemerkung 3.14

(a) Wegen(3.4) mit¢ = k£ — 1 und dem erweiterten Korrespondenzs$atz 3.9 (b) ist der Scheffé-

Test ein multipler Test zum multiplen Niveau

(b) ©Seheffist ein Simultantest, denn fiir die Teststatigfikdes tblichen F-Tests fiir die Glo-

balhypothese gilf) = sup F. sowieFy ~ Fj,_1 5. — -
cel Ho

(c) Mit den Setzungel* := H U {Hoy} sowieF* := (Fy, Fi2, ..., Fy_1 ) ist (H*, F*) eine

monotone Testfamilie. Damit ist = (00, 5™ ..., 3" nach Satz 314 (a) koharent.

(d) WegenFy > max;<i< <k Fij ist (H*, F*) nicht streng monoton ung* daher nach Satz
[3.4 (b) nicht konsonant. Es kann also vorkommen, d@ss c,, aberF;; < c, V1 <i <
j < kqilt.

(e) Der Scheffé-Test ist dem Bonferroni t-Test nicht zwingenddgesr. Es gilt miv = n. — k

<t,_a = SheMpesser
(k= 1) Fk-100 'rE=1)
>t _a = B hesser
Rh=T)
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beziglich aller drei Gitemalfe in Definitibn 1.37. Da obige Bedingung uivadf vonz
ist, kann die bessere Methode schon in der Experimentplanung ausiy@vwe#den.

() Umgekehrt betrachtet kann man im Scheffé-Testprinzip ein Beispielafiallgemeine
Vereinigungs-Durchschnitts-Prinzip (union-intersection method, fRamn 1953) zum Tes-
ten einer mehrdimensionalen Hypothé$e_ R* sehen (beim Scheffé-Tes:= Hy):

(1) ZerlegeH in einfachere Hypothesefil,,a € A, sodassi = (,.4 H, (N-Prinzip)
(2) Konstruiere Testg, zum Niveauyc, fur H,
(3) Konstruiere aus2) einen Tesp fur H : ¢ = max gq bzw. {p =1} = U {pa =1}
ac
acA

(U-Prinzip)

(4) Wahleao. SO, dassp Test zum Niveaw ist, d.h.supyepy Py (Uyc afpa = 1}) <

Als letzte Beispiele fur einen Simultantest fir= (H;;, 1 <1i < j < k) aus Model[:3.1D sollen
nun noch der Tukey-Test und verwandte Prozeduren betrachtdeme

Fir den original Tukey-Test (siehe Tukey, 1953) ist unter Mddelll 21isatzlich noch ein balan-
ciertes Design, also

Ny =ng=...=np =N (3.5)

notwendig. Der Tukey-Test beruht auf folgender Aquivalenz:
V1<i<j<k:Tj(z)<cl = lgr?g;;kﬂj(x) < Cq.

Gesucht: Verteilung von max T;;(X)
1<i<j<k

Definition 3.15
SeienY?, ..., Y} iid. Zufallsvariablen.

(i) R(Y1,...,Y,) = maxj<i<x ¥Y; — minj<;<; Y; heilBt die Spannweiten- (Range-) Statistik
vonYi,..., Y.

(i) Gilt zusatzlichY; ~ A(0,1) und ist.S? stochastisch unabhangig vdii, ..., Y;) mit
vS% ~ x% (v € N), so heiBtR(Y1/S,. . .,Y;/S) studentisierteSpannweiten¢studentized
range) Statistik vonti, ..., Y. Die Verteilung vonR(Y1/S, ..., Y /S) mit Parameterrk
undv wird mit g, , bezeichnet und ihre Fraktilg, .., sind in Software-Systemen verfligbar

oder auch z.B. in_Pearson and Harfley (1966) oder Hochberg anch@amm (1987) tabel-
liert.

Lemma 3.16
Mit T;;(X) := v2T3;(X), 1 <i < j < k, gilt unter Model(3.ID mi(3.5), dass

max T;:(X) ~ 1.
1<i< <k i ( )Ho Ak k(n—1)
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Beweis: zur Ubung (einfach!). |

Beispiel 3.17(Tukey-Test, Tukey, 1953)
Gegeben sei das multiple Testproblém A, P,H = (H;;, 1 < i < j < k)) aus Model(3.1ID
mit (3.8). DefiniereT};(x) = /n|7;. — T;|/s fir 2 € R¥*™ undi < i < j < k. Dann ist der

Tukey-Tesp” Fey = (gaiTj“key, 1 <i<j<k)fur(Q,A P, H) definiert durch

1 falls  Tii(z) >  qurn1):
Tuk ) ij k(n—1);00
%‘ju €

0, falls Tjj(x) < qurm—1)a-

Bemerkung 3.18

(@) pTukey st eine simultane Testprozedur, da = Tk, k(n—1); UNter Hy bestimmt wird tber
die Verteilung vomax <<y T5;(X).

(b) pTukey st ein Test zum multiplen Niveay dennv) # Io(9) C {(1,2),...,(k — 1,k)}
g||t W, € m(i,j)é]o(’ﬂ) H” :

Py (¥(i.4) € Io(9) : 0"V (X) = 0) =Py ((m@ﬁng()c)_ca)

= P, <1<I?<E?(<k T;(X) < Ca)
=1-a. (nach Lemm& 3.16)

(c) Betrachtet man wiedeit* = H U { Hy} und

1, falls max Tij(ZL‘) > Gk k(n—1)as

Tukey __ 1<i<j<k
o fall 3
0 alls max T;:(x) < 1)
J 1<icj<k ij(@) < Ak k(n—1);0
. * Tukey Tukey Tukey .
soisty* = (w5 Y, 010 s 0 1) wegen Satz 3.4 und der strengen Monotonie von

(H*, T* = (T, Ta2, - - -, Ty—1 1)) kohérent und konsonant.

(d) Gemal Saiz 3.9 (a) sind simultane Konfidenzintervalle fir alle Diffengnze 1.;,
1 <i<j<k, gegebendurch?’y € R¥ Vo2 > 0:
— 1

P(M,O'Q) (MZ — Wy € (XZ _Xj.) + %qu,l/;a Vi<i<j< k) =1-oa.

(e) ¢ kst besser algS"und besser algB°" beziiglich aller drei GiitemaRe in Definition
[L.37.
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Beispiel 3.1 Tukey-Kramer-Test, Tukey (1953), Kramer (1956), Kramer, 957

Gilt unter Model[3.ID die Annahme balancierten Designs ge(@ah nicht, so hangt die Vertei-
lung vonmax<;<j<i Ti; von (ni,...,n;) ab und ist sehr aufwandig zu berechnen. Man kann
jedoch auch in diesem unbalancierten Fall einen multiplen Test zum multipleaiNy konstru-
ieren, der aufg; , mitv = n. — k beruht. Hayter|(1984) hat namlich eine alte Vermutung von
Kramer aus den 1950er Jahren (Kramer (195%6), Kramer, 19%Wibsen. Er konnte zeigen, dass
Y (ni,...,nk) gilt:

P(u.02) (Kl}."g?gk Ti(X) < Qk,u;a/\/ﬁ> z1-a.

Der resultierende Tukey-Kramer Test ist jedoch konservativ, a.dth&pft im unbalancierten Fall
« in der Regel nicht aus und hat demzufolge auch schlechte Giteeigéesch
Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung eines kritischen Wertes lieferiddik-Sngleichung.

Lemma 3.20(Sidak, 196/7)
SindZi, ..., Z, beliebig stochastisch abh&angig¥/(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen und
S ~ y/v~1x2 stochastisch unabhangig vdf, . . ., Z,, dann gilt firc; € R beliebig,

Dabei sindZ, ..., Z,, S stochastisch unabhangig utfl ~ A/(0,1), i =1,...,7.

Definition 3.21
SeienYi,...,Y,, S stochastisch unabhangige Zufallsvariablen it~ N(0,1),i = 1,...,r
undS ~ /v~1x2. Dann heif3t die Verteilung von

max |Y;|
1<i<r S

die ,studentized maximum modufeigerteilung mit Parametern- undv, in Zeichenm/|;. .

Auch ihre Fraktile|m|, .., sind vertafelt oder per Statistiksoftware verfiigbar.

Beispiel 3.22(GT2-Methode von Hochberg, Hochberg, 1974)

Unter Modell(3.10 mitt;; := Tj;(z), 1 < i < j < k fir eine Realisierung: € R™ ist der
GT2-Test von Hochberg fiif2, A, P, H = (H;j, 1 <1i < j < k)) definiert durch

@GT2 = ((piGjTQ, 1<i<j<k)mit

1, falls tiyj > |m/| ,

GT ﬂ’L.—k};Ol
Pij 2(95) = (2)
0, falls tij < |m| k

()

n.—k;a
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Satz 3.23
Unter Model[3.10 isty“T? eine simultane Testprozedur zum multiplen Nivediir
QAP H={H;, 1<i<j<k}).

Beweis:
Seif) # Ip(W) € {(1,2),...,(k—1,k)}. Danngiltyd € (|  Hy; und mity := n. - k, dass
(4,9)€lo(9)

Py (v (i,5) € To(¥) : p5T2(X) = o) =Py (V (4,7) € Io(9) : Tij(X) < Im\(g)m>

> Py, <V1 <i<j<k: n’jﬁi] \ S/UJ I/ < m|(§),u;o¢> =: ().

Ersetzt man nun die stochastisch abhangig&n, 1)-verteilten Zufallsvariablen

g (X = X5) _
n; +n; o T

durch stochastisch unabhéngi@’g’s, 1 <i < j <k, so gilt nach Sidak-Ungleichung, dass

L 12451
x) > Py, (V1<i<j<k: < |m|
( ) 0( S/O‘ | |(2),y;a

|Zij]
= < = .
P, (13%%‘}{319 S/o = |m‘(ls)%a ()

DadieZ;; ~ N(0, 1) iid. und stochastisch unabhéngig vérsind undv.S? /a2 ~ x2 ist, ist nach
Definition[3.21 _
’Zij’ ~ ’m‘ L
1<i<j<k S/o (5)w

und daherxx) = 1 — a, woraus die Behauptung folgt. |

Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir nun nhoch den Dunnettuiastergleich mit einer
Kontrolle.
Anwendungsbeispiele:

- Agrarwissenschaften: Vergleiche verschiedene neue Diingemittel mit

a) altem, bewéahrten Diinger bzgl. des Ertrags.
b) Ertrag auf ungediingtem Boden.

c) verschiedene chemische Dinger mit einem biologischen.
- Medizin:
a) Vergleiche verschiedene Dosierungen eines Praparates in ihiemdyimit Placebo.
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b) Vergleiche neue Praparate in ihrer Wirkung mit Placebo oder einertiestab Stan-
dardpraparat.

— ,Many-to-one* Vergleiche.

Formal lasst sich dieses Problem beschreiben, indem unter Nlodell &1ygpothesensystef
eingeschrankt wird. Sei also eine deGruppen in Model[3.10 als Kontrollgruppe ausgezeichnet.
O.B.d.A. sei es die fui = 1. Wir definieren

H=(Hi 2<i<k)mit H;: {p; = pu1} versusK; : {u; # p1}. (M-1)

Es sind also hietk — 1) Nullhypothesen zu priffen. DH C A ist, kénnte man natirlich die
bisher besprochenen Verfahren fur Paarvergleiche auch dauizke, einen multiplen Test zum
multiplen Niveau fir (Q, A, P,H) durchzufiihren. Dieses Vorgehen wére jedoch (insbesondere
flr groBere Werte voRk) extrem konservativ. Daher diskutieren wir ein spezielles Verfaltas,

von Dunnett/(Dunnett (1955) bzw. Dunnett, 1964). Wir beschrénkes auf balancierte Designs
gemaR[(315). Das Konstruktionsprinzip folgt dem des Tukey-Tests.

Bezeichnungen 3.24
Unter Modell3.10 mi{8.8) wird die Verteilung von

max n 7|YZ _ Y1'|
2<i<k \ 2 S

mit |d|;, 1 ,,—1) beZeichnet. lhre Fraktile sind in den Arbeiten von Dunnett (DunnettS)L6aw.
Dunnett| 1964) tabelliert.

Anmerkung:

n | X; — X1 L _ .
\/;S s t, mit v = k(n — 1) Freiheitsgradeni = 2, ... k.

Beispiel 3.25(,Many-one t-Test“ von Dunnett)
Gegeben sei das multiple Testproblein A, P, #) mit (2, A, P) wie in Model (310 mi{33)und
7_2 gemam Dann heiBKODunnett — (¢2Dunnett7 e, (kaunnett) mit

Dunnett _ 1’ falls V TL/Q @ > ’d‘kfl,l/mn

¥ -
0, falls /n/2 Bl <d) gy,
vi=k(n—1),i=2,...,k, Many-one t-Test

Bemerkung 3.26

(a) pPunrett st eine simultane Testprozedur zum multiplen NivegBeweis analog ziu 3.1.8).
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(b) Wie pSchefféynd oTukey kann auchpPun et zum Testen allgemeiner linearer Kontraste
benutzt werden.

(€) Mit pfummett .= maxgc;<p pPunnett st (pfunmett . pPunnett) kohgrent und konso-

nant, da die zugehdrige Testfamilie streng monoton ist.
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Kapitel 4

Mehrschrittige multiple Testprozeduren
(zum multiplen Niveau)

Im Gegensatz zu den in Kapifél 3 betrachteten Simultantests zeichnen sidthrétige Verfah-
ren (schrittweise verwerfende multiple Tests, englisch: stepwise (regeativitiple tests) dadurch

aus, dass

a) die Entscheidung Uber eine Hypothdéedurch die Hintereinanderausfliihrung von Tests
gewonnen wird und somit die Uberprifung jeder einzelnen Hypothdsinaig vom Test-
ergebnis bereits Uberprifter Hypothesen ist.

b) die verwendeten Einzeltestes im Allgemeinen nicht den selben (unteraleal®/pothese

ermittelten) kritischen Wert verwenden.

Schrittweise verwertete multiple Tests sind haufig Verbesserungen von Sitests(siehe Ab-
schnitf4.B8) und bauen auf diesen auf (vermittels des in[Satk 1.29 disku#drsehlussprinzips).
Um die kritischen Werte flr die Einzeltests unabhangig von speziellen Vergsidunnahmen an-
geben zu kdnnen, werden schrittweise verwerfende Testprozederee mit Hilfe vorp-Werten
p;, ¢ € I fur die marginalen Testproblend&; vs. K;,1 € I, formuliert.

Erinnerung 4.1 (an Kapite[2)
Sei(Q, A, P,H = (H;,i € I) ein multiples Testproblem.

a) Ist H; einelementidi € I), Py, stetig, und liegtp; eine Teststatistil;(x) zu Grunde, die
unter der Alternativel<; zu gréReren Werten tendiert als untdg, so bezeichnet;(z) =
1—F;(t) mitz € €2, wobeiF; : die zuP g, gehorige Verteilungsfunkion van, t = T;(x),
denp-Wert vonz beziglich des marginalen Testproblefisversusk;.

b) pi(x) ist eine monoton fallende Funktion vén
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c) Unter den Annahmen von Teil a) ist die ZufallsvarighleX ) unter H; gleichverteilt (recht-
eckverteilt) auf dem IntervalD, 1]. Ist H; zusammengesetzt od®y;, nicht stetig, so ist
pi(z) stochastisch nicht kleiner als UNI[0,1]

d) Ein Testp; zum Niveaw fur H; versuskK;; ist gegeben durcky;(z) =1 < p;(z) < .

4.1 Historische Beispiele

Beispiel 4.2(LSD-Methode von Fisher (1935), Section 24)

Die Least-Significant-Difference (LSD)-Methode ist ein zweischrittigdtipler Test. Er geht auf
Fisher (1935, The Design of Experiments) zurtick und ist einer dgerischrittweisen multiplen
Tests. Obwohl die LSD-Methode auf jedes experimentelle Design msctdieslich) festen Ef-
fekten sowie auch auf multiple lineare Regressionsmodelle angewerrdetwvkann, stellen wie
sie hier anhand von Modél[ 3.110 (alle Paarvergleiche im einfaktoriellen AND¥sign) dar. Be-
trachte also unter dem statistischen Mod@ll2) das Hypothesensystem

mit
Hij: {pi =pi},1<i<j<k
sowie
H*=HU{Hy} mit Hy = ﬂ Hij={pm=p2="- =}
1<i<j<k

Dann ist der (-)Least-Significant-Difference-Test von Fiskhe€r®? fir 1* gegeben durch

LSD LSD LSD _LSD LSD  LSD ;
O = (007007 I 00T 2Ty it
1 >
k
> oni(@—x.)?
oF9P (z) = nok . = Fi—1p:a ¢, wobeiv=n —k
Z (x'i] —Zg )2
i=14=1
0 <
- J
1 >

1 <i< g <k

c
>
o
S
Nl
n
>
—
&
~—
|
2z
NS
<.
el
» '|
8
.
~
X
[N]1)
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Bemerkung 4.3

a) Prinzipiell (fur allgemeinere Kontraste) lasst sich die LSD-Vorgeheise wie folgt cha-
rakterisieren:

1.Stufe: Teste die Globalhypothedé, mit einem geeigneteti-Test zum Niveau. Falls
dieser nicht verwirft, lehne keine einzige Hypthese &ifsab und beende die Analyse.
Anderenfalls gehe zur 2. Stufe uber.

2.Swfe: Teste jede Paarhypothedg;, 1 < i < j < k mit einem geeignetemTest zum
Niveaua. H;; wird also genau dann abgelehnt, wenn die zum Testenfipwmerwendete
F-StatistikFj unddie t-Statistikz;; (zum Niveauy) signifikant grof3 sind.

b) 5P hat seinem Namen daher, dass auf der zweiten Stufe der kritische, Weverwen-
det wird. Dies ist der kleinste Wert (least value), den eine Mittelwertsdiffeffir sich
genommen) Uberschreiten muss, um als signifikant groR zu gelteredem&tz dazu wird
die Tukey-Methode auch als ,wholkignificant difference test” oder als ,honestbigni-
ficant difference test* bezeichnet, da hierbei Signifikanz bezugliclyalezen Gruppe von

Mittelwertdifferenzen gefordert wird.

Satz 4.4(Eigenschaften vop™SP)
Es gilt:

a) ™7 ist ein Test zum globalen Niveau
b) Furk = 3ist 0“3 ein Test zum multiplen Niveau
c) Furk > 3ist™P keinTest zum multiplen Niveau
d) 5P ist koharent.
e) 5P ist nicht konsonant.

Beweis: a)undb): Ubung!

zu c): Sei 0.B.d.Ak = 4 und bezeichn® = (ji,o?) mit i = (u1,...,us)". Wegen der Stetig-
keit der F'-Verteilung existiert ein}* mit den folgenden Eigenschaften:

() g = pa, (i) p3 = pa, (i) Py- (0P = 0) < (1 — o) fiir a € (0, 1).
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Dann gilt:
Py (05" - o157 =0 A 0f°P - 0377 = 0)
=Py-(p5%" =0 Vv (9§®" =1 A o157 =0 A 57" =0))
=Py (967" = 0) + Po- (0" =1 A o1 =0 A 93" = 0)
< Py (5°P = 0) + Po- (015 ” =0 A 97" = 0)
— Py (6P = 0) + Py (6157 = 0) - Pyr (2552 = 0)

(g)a(l—a)+(1—a)2:1—a.
zu d): Trivial, da flr allel < < j < k die Globalhypothesél, die einzige Teilmenge VOH;;
in #* ist und nach Konstruktio/;; nur abgelehnt werden kann, fajig>? = 1 ist.

zu e): Der Beweis kann Uber die Dualitat von Konfidenzbereichen und statistiseésts gefuhrt
werden. Dann ist zu zeigen, dass es Punkte auf3erhald desv)-Konfidenzbereiches zu
Fy, aber innerhalb defl — «)-Konfidenzbereiche zu defi; gibt. Dies ist wahr, wie die
folgende Skizze suggeriert (Quadrat und Kreis (dm ;)):
Hj

A

i

Beispiel 4.5(Muliple-Range-Test von Newmah (1939) und Keuls, 1952)

Wir betrachten wieder Modell 3.10 mit balanciertem Design und dem multipdstpiblem
(2, A, P, H*). Bezeichner; < 79 < --- < 7 die Orderstatistiken der Stichprobenmittel
und g, - - -, k) die zugehorigen, entsprechend umsortierten Erwartungswerte.iérefin

S Lo
Cj = qj,k(n—l)m : % fur.] = 2> sy k

Mit ¢} k(n—1);o Wie in Definitior 3.1b.
Dann lasst sich der Multiple-Range-Tesin Newman und Keuls (MRNK-Test) wie folgt beschrei-

ben:
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1. Schritt: Falls z3; — ) < cx, S0 akzeptierddy : {1 = p2 = --- = pi} und beende die
Analyse. Anderenfalls gehe zum 2.Schritt.

2. Schritt:

() Falls Zjx_q; — ;) < k-1, SO schlussfolgerg;; = -+ = pp._1) und untersuche
diese Gruppe nicht weiter. Ansonsten spalte diese Gruppe in zwei &rupip jeweils
(k — 2) Mittelwerten auf und gehe zum 3. Schritt.

(i) Analog zu (i), aber unter der Verwendung vop; — Ty

j-ter Schritt (3 < j <k —1): Vergleiche alle verbliebenen Mittelwertdifferenzﬁ[gﬂ — Z[jy)s
wobeij; — j2 = k — j + 1 gilt, mit ¢, 11 und falle Entscheidungen wie oben.

Das Verfahren endet (spatestens) nach Abarbeiten(kles1)-ten Schrittes bzw. friher, falls in
einem Schritf mit1 < 5 < k — 1 keine signifikant gro3e Mittelwertdifferenz mehr aufgetreten ist.

Bemerkung 4.6

a) Der MRNK-Test ist (hinsichtlich Gite) eine Verbesserung des Tldstg. Die Differenz
von zwei Mittelwerten wird namlich als signifikant gro3 beurteilt, wenn disnBwaite von
je ¢ Mittelwerten , die diese beiden enthalten, (zum Nivepsignifikant grof3 ist fur jedes
¢ = 2,...,k. Beim Tukey -Test (vgl. Beispiel 3.17) wird nur der Paarvergleiclcioige-
fuhrt, dieser allerdings zu einem (konservativen) Signifikanzniveaudela Vergleich von

k Mittelwerten entspricht.
b) Der MRNK-Test ist koh&rent nach Konstruktion, aber im Allgememeimt konsonant.

c) Der MRNK-Test ist ein Test zum globalen Niveaaber nicht zum multiplen Niveaufir
k > 3 (,Reparatur” folgt in Abschnit{4.B).

Anwendung 4.7(Durchfiihrung des MRNK-Tests)
Seik=n=5(=k(n—1):=v=20),a=0,05, s//n =12 sowie

T1. = 20,7; 9. = 17,0; T3 = 16,1; T4 = 21,1 undZzs5. = 26, 5.

Gerundete kritische Werte:

/ 2 3 4 5
qe20:005 | 3,0 3,6| 4,0 4,2
3643|148 5,1

qe,u;a-ﬁ
Bei der Durchfiihrung des MRNK-Tests ist es hilfreich, sich als Gedetilize die entsprechend
umsortierten Erwartungswerte in einer Zeile aufzuschreiben und Grupge nicht signifikant

verschiedenen Spannweiten durch Striche zu kennzeichnen.
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Hier:
“3 2 H1 o pHa o M5

1. Schritt (¢ = k =5)

T — Zp) = 26,5 — 16,1 = 10,4 > 5,1 = 2. Schritt

2.Schritt (¢ =k —1=4)
T[5 — T = 26,5 —17,0=9,5 > 4,8 = 3. Schritt
Ty — T = 21,1 — 16,1 = 5,0 > 4,8 = 3. Schritt
3. Schritt (¢ =k —2 = 3)
5] — Tz = 36,5 — 20,7 = 5,8 > 4,3 = 4. Schritt

Ty — Tp = 21,1 -17,0=4,1 < 4,3 = Strich

Ty — Iy = 20,7 16,1 =4,6 > 4,3 = 4. Schritt
4, Schritt ({ =k — 3 =2)
I[5) — T = 26,5 — 21,1 =5,4> 3,6
T — T = 17,0-16,1=10,9 < 3,6

Schlussfolgerung (Testentscheidung):

ps # pj Vi=1,...,4
/-L37£M] furj:1,4,5

Beispiel 4.8(Bonferroni-Holm-Test, siehe Holm (1977) und Holm, 1979)
Sei(Q, A, P,H ={H;,i € I = {1,...,m}}) ein (beliebiges) endliches multiples Testproblem.
O.B.d.A. sei

{i € I : H; ist Elementarhypothese #} = {1,...,k} mitl <k <m.

Fur jedes marginale Testproblefd; versusK;,i € {1,...,k}, sei einp-Wertp; verfugbar. Be-
zeichnepy;; < ppy; < -+ < py die Orderstatistiken dieset p-Werte undHyy), . .., Hy die
entsprechend umsortierten Elementarhypotheserud®etze fue € {1,...,k} =: I

afi, falls diep;(X), i € I beliebig stochastisch abhhangig sirfeall I)
1—(1—a)'/t fallsdiep;(X),i € I, stochastisch unabhéngig sinBall I1)
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Dann lehnt der zugehdrige Bonferroni-Holm Test? (genau) die Elementarhypothesen
Hm, ceey H[Z*] ab, wobei

it =max{i € Iy :py) < ap_j11 Vi =1,... i}

Fur die SchnitthypotheseH,, ¢ € I\ I; gilt: H, wird genau dann abgelehnt, falls mindestens
eine der zur Schnittbildung herangezogenen Elementarhypotheseorfear wird.

Bemerkung 4.9 a) Die Testvorschrift vop®# (fiir die Elementarhypothesen) lasst sich gut
anhand eines Ablaufdiagramms illustrieren:

Start Nichtablehnung von ...und STOP

Py < o nein Hpy, oo, Hyg

ja=H[y) ablehnen!

i < Q-1 nein Hpy,..., Hy

ja=H[) ablehnen!

Pl < p—py1 nein Hyg, ..., Hy

ja = H{zablehnen!

Pl < nein H[k]

ja

alle H; ablehnen

b) ¢PH ist ein sogenannter step-down Test (vgl. Abschniit 4.2), da mit denifdigntes-
ten“(groRten) Teststatistik zu testen begonnen wird undgith dann schrittweise, ,nach
unten” (zu den kleineren Teststatistiken) vorarbeitet.

c) oBH ist nach Konstruktion koharent und konsonant.

d) ¢PH ist (hinsichtlich Giite) eine gleichmé&Rige Verbesserung des entspoen
Bonferroni- (Fall I) bzw. Sidak-Tests (Fall II).

Satz 4.10
©BH ist ein multipler Test zum multiplen Niveadfir (Q, A, P, H= {H;,i € [ = {1,...,m}}).
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Beweis (per, Nachrechnen®): Seien O.B.d.AHq, ..., H,. wahrfurl <r < kund
H,.1,..., Hy falsch, d.h.,

ve Hin---NHNK,y1N---NKiund damitlp(9) N I, = {1,...,7}.

Eine wahre Hypothese wird von v’ héchstens dann abgelehnt, wenn mindestensg;airit
i € {1,...,r} Kleiner oder gleich, ist.
Demnach ist

Py(,irgendein Fehler 1. Artf < Pﬁ(lrgjgpi < ay) =Py( U {pi <a})
== 1<i<r

< i Py(pi < a/r) <r% =a, (Fall 1)
i=1
1= PolNuie i > 0 ) = 1= [0 - Po(p < 0) S 1= (1=, = (Falll)
[ |

Beweis (per Abschlussprinzip): Sei# = {H : J € I} die durch# erzeugten-abgeschlossene
Hypothesenfamilie mit geeignetec 2t!-*} und mitH,; = (., H;. Damit gilt

H.DH;=rcJundH C H.
Definierep = (v, J € I) als

1, falls minjej < Q|
ps(x) =

0, falls mil’ljej > Q|-
Dann isty ein Test zum allgemeinen lokalen Niveadiir H. Der zuy gehorige Abschlusstest

ist definiert Gber

1, fallsVL 2 J,Lel:¢p(x) =1,
@s(x) =
0, sonst.

Seinun O.B.d.Ap; < --- < p; und setzep; := ¢;,. Dann gilt:

cﬁi:1<:>VJ€1:miti€J:mi51pjSam

j€

<:>VT€{1,...,/<:}:VJGI_mitiGJund|J|:T:mi?pjgar.
j€

Dies folgt aber aus der Testvorschrift veff 7, denn fallsp; < aj_;,1 fir allei = 1,...,4*, so
gilt offenbar:
Vi=1,...,i" :¥r=1,...,k:¥YJ € Imiti € Jund|J| =r:
MiNje ) Pj = Pminfjet} < Yh—min{jes}+1 < O
damin{j € J} <k —r+ 1 undo fallend inZ ist. [ ]
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Anmerkung:

Es kann passieren, dass der Abschlusstest Hypothésene I, ablehnt, die der Bonferroni-
Holm-Test nicht ablehnt (siehe Ubungsaufgabe). Man ,erkauft“sish die Konsonanz vap?H#
mit einer gewissen Konservativitat. 1% ,komplett®, also gilt|’i-_t] — 2k — 1, so stimmen die
Ergebnisse beider Testprozeduren tberein.

4.2 Allgemeine Theorie von step-up und step-down Tests

Mehrschrittige Testprozeduren erfordern die Festlegung einer Relfenin der die zu testenden
Hypothesen abzuarbeiten sind bzw. eine Ordnungsrelatiok auf

¢ In hierarchischen Hypothesensystemen ist diese in nattrlicher Weisitteds der Ober-
mengenrelation gegeben.

¢ In nicht-hierarchischen Hypothesensysterfier (H;,: € I) kann diese Ordnung dé{;
vermittels Anordnung der zugehdrigen Teststatistiken heWerte definiert werden, wie
z.B. beim Bonferroni-Holm-Test (vgl Beispiel 4.8).

Zwei prinzipielle Teststrategien sind dann ,, step-up® und ,, step-down*:

HiNHyN H; step-down step-up
Hi N Hy HlﬂHg HQﬂHg,

o

In grélReren (machtigeren) Hypothesensystemen besteht auch die Mégliauf einer mittleren
Hierachieebene zu beginngen und dann - abhangig von getroffestenischeidungen - in step-
up- oder step-down-Sinne weiter zu testen (step-up-down Tests,udll. Kapitel$). In struk-
turierten Hypothesensystemen spricht man hierbei auch von der ;fecels-Methode (Mans-
mann, Goeman). Andere Unterscheidungskriterien zwischen stepeugtemdown kdnnen tber
Stoppregeln formuliert werden (Dunnett and Tamhane,|1992). Solcppi@geln liefern gleich-
zeitig eine Vorschrift, wie mit Hypothesen verfahren wird, die nicht expijeiestet werden.

Bemerkung 4.11

a) Step-down-Prozeduren stoppen, sobald eine Hypothese niaharfen wird. Alle beziglich
einer festgelegten Ordnung groReren Hypothesen diirfen ebenfallsabgbiehnt werden.
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Speziell in hierarchischen Hypothesensystemen: Wirdicht abgelehnt, so stoppt der Test
und alle H; mit H; O H; werden ohne weitere Priifung nicht verworfen.

b) Step-up-Prozeduren stoppen, sobald eine Hypothese verwartenAlle beziglich einer
festgelegten Ordnung kleineren Hypothesen gelten ebenfalls als verwsptkeziell in hier-
archischen Hypothesensystemen: Wird zum ersten Md/ eirerworfen, so stoppt der Test
und fuhrt zur Ablehnung alleH; mit H; C H; (ohne weitere Prufung).

Mathematisch formalisiert:

Definition 4.12

Seien(), A,P,H= {H;,i € I ={1,...,m}}) ein endliches multiples Testproble(t{, <) eine
Ordnungsrelation und> = (¢;,7 € I) ein (beliebiger) multipler Test fuf2, A, P, H). Dann
heif3t

a) ¢P () := (pP i € I) step-down Prozeduru p, falls Vz € Q,Vi € I:

SD( N\ _ : ) _ :
pfP@) = min @) = IT «#i@
jE:H;<H;
1, fallsy;(z)=1Vjel: H; X H;,
_ pj() J J (4.1)
0, sonst.
SU( Y — (/SU ; ) o
b) ¢”%(p) := (77,1 € I) step-up Prozeduruyp, fallsvVz € Q,Vi € I:
piU(@) = max pi@) = 1- J[ (1-¢i@) (4.2)

]G]HJEHZ

0, fallsypj(x)=0Vjel:H; = H,,

1, sonst.

Bemerkung 4.13

a) Falls H in Definition[4.12 durchschnittsabgeschlossen, die Ordnungsrelation aifsefe
genbeziehung gewahlt ugdein Test zum allgemeinen lokalen Niveaist, so istp ” (¢)
der zup gehorige Abschlusstest (vgl Saiz 1.29). Dieser ist koharent unesirzdm multi-
plen Niveau.

b) ¢V () ist komponentenweise nicht kleiner a¥” ().
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c) ¢°Y(p) und P () wie in Definition[4.IP sind jeweils koharent (Beweis analog zu Satz
[1.29c)).

d) Im Allgemeinen sind weder’ (¢) noche®? () konsonant. Zusétzliche Bedingungen kén-
nen jedoch Konsonanz erzwingen (siehe Bemerkung 4.14 ).

e) Im Falle dreier Elementarhypotheséh, Hy, H3 und
H = {Hl,HQ,Hg,Hl NHo,HH N Hs, HyN Hs, H N Hy N Hg}

mit Teilmengenordnung (also im Beispiel aus der Einleitung) lassen sicmdgichen
Entscheidungsmuster einer step-down Prozedur wie folgt illustrieren:

0 1 1 1 1 1 1 1 1
000 000 100 110 110 111 111 111 111
000 000 000 000 100 000 100 110 111

2 3 4 6 7 9]

(O.B.d.A. sei hieHH; " Hy, C Hy N Hy C Hy N H3und H; C Hy C H3 gesetzt.)
Konsonanz ist hier nur fur die Entscheidungsmuster 1,5,8 und 9 erfullt.

Bemerkung 4.14
Geht man vorp°P (p) zug®P = (7P, i € I) tber mityr € Q,Vi € I

7P (z), fallspH; € HmitH; C Hj,
¢7P(x), falls3H; € HmitH; C Hj,
wobei

1, falls3H; > H;: g;P(z) =1,

0, sonst,

so gilt offensichtlichvi € I:

{gi?=13= |J {&" =1},
J:H;OH;
das heift der ,abgeschlossene step-down Test” ist kohdrent und konsonant. In dem Tableau
unter Bemerkung 4.13 e) werden dartd) — (1), (3) — (1), (4) — (1), (6) — (1) und
(7) — (5). Man erkennt eindeutig, dass Erzwingung von Konsonanz hier zachlechterung
von e3P hinsichtlich Giite fiihrt.

Hinreichende Bedingungen fir die Einhaltung des multiplen Niveausn step-up (und damit
auch step-down) Tests liefert der folgende Satz.
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Satz 4.15(Alt, 1988)
Sei (2, A, P,H= {H;,i € I = {1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem mit streng
hierarchischent{. Seia € (0,1). Seip = (¢;,4 € I) ein multipler Test fu(Q, A, P, H) mit

m
(i) Py(pi =1) <a; V9 € H; Vi€ I sowie (ii) a; >0VieTund > a; < a.
=1

Dann ist der step-up Tegt’V = U (y) ein multipler Test zum multiplen Niveaufir
(Q, AP, H).

Beweis: Sei O.B.d.A.H, C Hy C --- C Hp,. Seil # Iy(9¥) = {i*(¥),...,m}. Wegen der
Koharenz vonySU () gilt nach Lemma&1.18.a(iy9 € ©:

Py (il = 1) = Py( U eV =1=rs( |J {¢" = FWERy(¢°").

j:HjQHi*(g) ]610(19)

Ferner ist nach Konstruktion vap’? ()

Vo€ 0Py~ =Po |J o =11 =P fws = 1)
j:HjQHi*<19> j=1*

<Y Bo({p; =1} < Za](ga

j=i*

Beispiel 4.16(zum Abschlussprinzip)

Gegeben sei Moddll 3.10 mit = 3 und dem durchschnittsabgeschlossenen Hypothesensystem
H* = {Hi2, H13, Ha3, Ho}

a) Testet manf, mit einemF-Test zum Niveaw und im Fall der Ablehnung voii{, alle
H;;,1 <4 < j < 3 mitt-Tests zum Niveaa, so ist dies der LSD-Test von Fisher und
gemafd Abschlussprinzip ein koharenter multipler Test zum multiplen Niveau

b) Testet marfH mit dem studentized range-Test zum Niveawnd verfahrt weiter wie unter
a), so ergibt sich der Newman-Keuls-Test. Auch hier folgt multiples Nixeand Kohérenz
nach Abschlussprinzip.

c) Die beiden Verfahren unter a) und b) stehen also in Konkurrenz sridtéislang nicht
vollstéandig geklart, in welchen Fallen welches Verfahren besser ist.

Fir step-down Tests lassen sich allgemeine Konstruktionsprinzipien uemégev strikten Bedin-
gungen an das Hypothesensystem angeben.
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Satz 4.17(Abschluss in Gruppen, Shortcut, nach Sonnemann, 2008)

Sei(, A, P,H={H;,i € I = {1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem uHddurch-
schnittsabgeschlossen. O.B.d.A. séifn. .., H, mit2 < k < m die Elementarhypothesen von
H.AuBerdemgeltei =k + 1,...,m (mitl, = {1,...,k})

Hi: m Hj = m Hj = HJ(Z)
Jjely:H;DH; JeJ(3)

sowiem = 2F — 1 (d.h.,H ist komplett). Ferner werdé (i) := {i} fir i € I gesetzt. Fir alle

i € Ij sei einp-Wertp; verflgbar. Seien lokale NiveawTests fur alleH ;;),i = 1,...,m,
gegeben als

1, minje ) pi(z) < ca,ug,
vrpy(z) = IO © (4.3)
0, sonst,

d.h., es seien Konstantep ;(;),i € I gegeben mit der Eigenschaft € H ;(;): Py(p i) = 1) <

a Vi€ I. AulRerdem seien dig;(;) konsonant in dem Sinne

V1l < i,j <m: HJ(Z) C HJ(]‘) = Ca,J(i) < COC7J(J’). (4.4)

Dann ist ein konsonanter und kohé&renter step-down Test zum multipleal fur (2, A, P, H)
gegeben durchp®P(p) = (go%’),z’ =1,...,m) mit

1, falsze [\ {esp=1}
@55) (z) = I ()2 () (4.5)
0, sonst.
Beweis: Einhaltung des multiplen Niveaus und Kohéarenz folgen aus dem Absphitizie. Zum
Nachweis der Konsonanz sei 0.B.djA. < py < --- < py. Fallspi(x) > ca 1, @ or.(x) =

0 = @?5)(37) =0Vie I,daJ(i) C I} Vi € I. Giltindes fur allel <i < j < k, dass

pi < Cofinky [, sOWiepj 1 > cq 1 ky ¥4,

so folgt ausi| @1k @)0 = VO£ JW) C{j+1,... k}: wﬁg) =0.
AuRzerdem folgt aug«] und (4.3), dasgy; . iy (z) = 1 und dies impliziert weger (4.4) wiederum
VI S, k) [T N i, £ 0 = pge(x) = 1], dennJ (£) N {1,...,j} # 0 =

b := min j(p) < jund damitmin,e () Pa = Pb < Co fb,.. 5} < Ca,J(e)- ZUSaMmen mif(415) ergibt
sichdamitv.j(¢) C {1,...,k} : [J{O)N{1,...,j} #0 = wﬁ@)(x) = 1], und daraus folgt die

Konsonanz vorp>P, [ |
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Beispiel 4.18
Wahlt many wie in (4.3) mitc,, ;;) = /| J(i)|, so erfillty nach Bonferroni-Ungleichung offen-
bar:

Ferner ist die Konsonanzbedingurig (4.4) erfullt. Fiir= 2 — 1 ist der durch die Gleichung
(4.3) definierte step-down Test” () gerade der Bonferroni-Holm Test aus Beispiel 4.8, Fall I.
Der Bonferroni-Holm Test wird deswegen manchmal auch als ,aligessener Bonferroni-Test"
bezeichnet.

4.3 Tukey- und Scheffé-basierte step-down Tests zum multipleNi-
veau

In Abschnitf4.1 wurden mit dem Newman-Keuls Test sowie dem LSD-TasFisher zwei his-
torische Beispiele von schrittweisen multiplen Testprozedureiiid, P, H) aus Model[3.1D
behandelt. Diese lassen sich formal als step-down Tests ansehenyeuthklie Autoren damals
noch nicht in diesen Kategorien gedacht haben. Beziglich Gite stelidfedenan-Keuls Test
eine Verbesserung des Tukey-Tests und der LSD-Test von FisteeVerbesserung des Scheffeé-
Tests dar. Beide sind jedoch nur fiie= 3 Tests zum multiplen Niveau. Vermittels der méchtigen
Konstruktionsprinzipien (Abschlussprinzip, Shortcut) aus Abschnitfid.Roharente step-down
Tests zum multiplen Niveau lassen sich die Ideen von Newman und Keul§&ksher nun verwen-
den. um verwandte step-down Tests mit den gewiinschten Eigenscheafgemeiten. Heuristisch

lasst sich anhand der Struktur vhleicht erkennen, welche zusatzlichen Schritte zur ,Reparatur
nétig sind. Sei dazu zunachist= 4. H lasst sich dann schematisch wie folgt darstellen:

Hy234
Hyo3 Hioy  Hiza Hoza Hizza Hizos Higps
Hy  Hyi3 Hiy  Hy3  Hyy  Hyy

Insbesondere die mittlere Hierarchieebene (di€” vollkommen unberiicksichtigt lasst!) ist ge-
nau zu studieren. Hier treten namlich neben den vier ,Homogenitatshypaths,s, H124, H134
und Hs34 noch die sogenannten ,Partitionshypothesén’ 34, H1324 und Hi423 auf, die der
MRNK-Test wiederum zu testen ,vergisst”. Damit ist in beiden Fallen dascAlussprinzip ver-
letzt.

Anmerkung:# ist nicht komplett. Die MachtigkeitH| des durch# im Falle vonk Gruppen
erzeugten, durchschnittsabgeschlossenen Hypothesensysteragkagse folgt bestimmen.
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Bezeichne

die Stirlingschen Zahlen 2.Art.

Dann gilt:
k—1 k—1 m k=1 p k—1—r m
_ (m) _ 1 mer (M & _ N7 (=1
LR SEEED DD NI D Dl D=
m=1 m=1 r=1 r=1 m=

t

0
Es ergibt sich z.B|H,| = 14, |[Hs| = 51, |Hio| = 115.974, |H13| = 27.644.436, |Hao| =
51.724.158.235.371.
Dies kann fir (sehr) kleinefs dazu verwendet werden, zu Uberprifen, dass man keine Partitions-
hypothesen unbertcksichtigt gelassen hat. Fur gro3éegt die Formel nache, nach Shortcuts

Ausschau zu halten.

Definition 4.19
Gegeben s€if?, A, P, H= {H;;,1 < i < j < k}) aus Model[3.1ID. Sefy, = {1,...,k}. Dann
heif3t

a) Hy: {u; = p; Vi,j € J}, wobeiJ C I;, mit|.J| > 2 ist, Homogenitatshypothese

g = Mooy Hy mit || > 2, J;, N Jg, = O fur iy # i und@ £ 3 J; C I
=1

7777

Partitionshypothese

4

Anmerkung:Homogenitatshypothesen lassen sich als Spezialfélle von Partitionshygoties
stellen(¢ = 1).

Zum Testen von Homogenitatshypothesen konAehests oder studentized range-Tests benutzt
werden. Zur Durchfiihrung des AbschlusstestsHiirmit & > 4 mussen demnach nur noch ge-
eignete Tests flr allgemeinere Partitionshypothesen angegeben werden.

Satz 4.20(Finner, 1988)

Gegeben sei das multiple Testprobleét A, P, H= {H;;,1 < i < j < k}) aus Model[3.10 mit
balanciertem Design sowie den PartitionshypotheBgn  ;,) aus Definitori 4.19. O.B.d.A. sei
o =1undy; = 0Vi € I, unter Hy. Dann ist ein Niveau-Test furH;, ....7,) 9egeben durch

1 >
PO ,d) () = Jhax, MaX frs  q(h,....Jp)wia
0 <

Dabei werden die kritischen Werte= q(, ... 5,).;o Uber die folgende Bestimmungsgleichung
ermittelt. Sei dazu abkirzergh X; =: Z; Vi = 1,..., k. Damit gilt unterH,, dass di€Z;)icr,
i.i.d. standardnormalverteilt sind. Nun berechnet sjaliber
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‘Zr - Zt‘ g
1—a= lor = 2l o <
o= on(lrg?ge max ——o— <q) = [Py, (max max|Z, — Z| < qs) dP°(s)

1
:/1:[1]%0 nt12x2|Z Zi| < ¢s) dP°(s /HGJ gs) dPS(s),

wobei G, (-) die Verteilungsfunktion der (nicht-studentisierten) Spannweitenstatistik wben-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen bezeichnet. Diese kann durchetieiingsfunktion von
N (0, 1) dargestellt werden.

Korollar 4.21
Ein Abschlusstesp = (@;;,1 < i < j < k) fur (0, A, P,H = {H;;,1 <i < j < k}) aus
Modell[3.10 mit balanciertem Design ist gegeben durch

Pij = 1 & PJy,de) = 1 VH(‘]lP"?JZ) - Hija mit Py, Te) wie in Satz 4.20

Bemerkung 4.22

a) Die kritischen Wertg s, . ;,).:.o h@ngen nur von defJ;|,i = 1...,¢ ab und micht von
den in denJ; enthaltenen Indizes.

b) Die Anzahl der benétigten kritischen Werte entspricht der AnzahlZddegungen vok in
natlrliche Zahlen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und ohnedeidg(1, ..., 1).
Formelmafig lasst sie sich berechnen@ls) = h(k) — 1, £ > 3 mit

h(0)=0und h(k)= > (=1)h(k -

1<38+l <y,
Beispielsweise gily(10) = 41, g(13) = 100, g(20) = 626, g(50) = 204225.

c) EsqiltVl <i< j <k:

Tuke

(pz’j Y < 9023 < ()DJV[RNK

Da Ty (z) und @M ENK (1) einfach (Uber Standard-Statistiksoftware) zu bestimmen
sind, ist nur noch zu priifen, ap;;(z) = 1 oderg;;(x) = 0 ist, falls ¢T“key( ) = 0und

@i PV () = 1 gilt. Die entsprechenden Hypothes#h; werden als ,strittig* bezeich-
net. Dies reduziert den Rechenaufwand weiter. (Selbst von den stritiigerthesen konnen
wegen Ordnungseigenschaften dgr, .., einige unberlcksichtigt gelassen werden.)

Beispiel 4.23(REGWQ-Test, vgl. Tukey (1953), Rvan (1960), Einot and Gahfigr6), Welsch,
1972)
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Eine einfachere Variante einer Verbesserung des Tukey-Tests @eRyan, Einot, Gabriel und
Welsch zuriick. Sei dazu
«Q, p=koderp=Fk—1,
Qp =
1—(1—a)Pk p=2... k-2
undc, = Gpu.a,- Falls die ¢, nicht steigend irp sind, ersetzer, durch ¢, = maxa<, <) cr,
p=2,..., k. Dannist der REGWQ TegttF¢WQ — (gpﬁEGWQ, 1 <i < j < k) definiert durch

WZEGWQ(:I:) =1 & VYJD{ij}: ma§|trs| > C‘/J|V.Z‘ e, Vl1<i<j<k, bzw.
r,s€
(pf]{EGWQ(x) =1 & VLD J: ma}L(’tij| > C‘/L|.
1,)€

Bemerkung 4.24

a) pltFEWQ jst ein multipler Test zum multiplen Niveaufiir (2, A, P, H) aus Model(3.1D
mit balanciertem Design.

b) Das Testschema vas*FGWQ |4sst sich wie folgt illustrieren:

1...k Ck

1...k—1 2...k 1

1...k—2 2. k-1 3...k Clos
(172)7 (173) e (k - 17k) 6,2

Dies ahnelt dem Newman-Keuls-Verfahren; allerdings werdepB&F"W < die Partitions-
hypothesen implizit durch Verwendung ,adjustierter Signifikanzniveaysp = 2,...,k
mit berlcksichtigt.

c) Fiir jede Hierarchieebene voH wird genau ein kritischer Wert fiir die Durchfiihrung von
PIREGWQR pendtigt; es handelt sich bei®*“WQ also um einen Shortcut.

d) Es ist auch moglich, das Abschlussverfahren bzw. das REGWhkéarfanter Verwendung

‘
lerstatistik des zugehdrigefi-Tests dann gegeben &%;, . ;) = > S,,, wobeiS;, die
r=1
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Zahlerstatistik des UblicheA- Tests furH ;. ,1 < r </, bezeichnet. Die Freiheitsgrade zu

S.n,....,) berechnen sich ali |J-| — ¢. SAS hatte eine Zeit lang eine REGF-Prozedur,
die allerdlngs fehlerhaft programmlert war und nach Aufdeckung dateFeaus dem SAS-
System ersatzlos gestrichen wurde. Die Prozedur REGWQ existierhjéuuféentlich rich-

tig programmiert) bis heute.

4.4 Step-up Tests zum multiplen Niveau unter Unabhangigkeit

Wie bereits in Bemerkurig 4.113 b) angesprochen sind step-up Tests iteivhrgu step-down Test
anti-konservativ, lehnen also mehr (bzw. nicht weniger) Hypothelsgialls sie mit dem gleichen
Satz an kritischen Werten durchgefiihrt werden. Bei einem step-stpv@esucht man, im ersten
Schritt bereits allen Hypothesen abzulehnen. Gelingt dies nicht, wird im zweiten Schritt vietsuc
m — 1 Hypothesen abzulehnen, etc. Will man die FWER dennochoﬁﬂtkontrollieren, SO0 macht
dieses ,unvorsichtige* Vorgehen die Verwendung kleinerer kritistferte (furp-Werte) im Ver-
gleich zuyp>? und /oder restriktivere Modellannahmen nétig.Wir thematisieren step-upfiests
nur fir stochastisch unabhangigéVerte. Ausgangspunkt dieser Ansatze ist der Globaltest von
Simes, siehe Simes (1986).

Lemma 4.25(Simes| 1986)
Seienly,...,U,, ~ UNI[0,1] stochastisch unabhangi@/.,, < --- < U,,..» die zugehorigen

Orderstatistiken undv;.,, = ia/m,i = 1,...,m fur a € [0, 1]. Dann gilt
]P(Ulzm > Qi - - U > am:m) =1-a. (46)
Beweis: Per Induktion tbem. [ |

Korollar 4.26 (Simes-Test)
Gegeben sei ein multiples Testproblé A, P, H= {H;,i € I = {1,...,m}}) und marginale
p-Wertep;, i € I, die unterHy = (-, H; i.i.d. sind. Dann ist ein Niveau-Test firHy, der
sogenannte Simes-Test"*s, gegeben durch

PIm@) =1 & Fielipin < —a.
Anmerkung:p-Werte sind unter Nullhypothesen stets stochastisch nicht kleiner als [ 1N{i6d

=" in dem Ausdruck [(4.6) wird zu %", falls die Verteilung derU;’s stochastisch groR3er als
UNI[O,1] wird.

Bemerkung 4.27
Unter den Voraussetzungen von Lenimal4.25 kann der Simes-Ta$ithatiich als Grundlage
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flr einen Abschlusstegt= (¢;,: € I) fur 1 verwendet werden. Seien dazu fur Durchschnittshy-
pothesent ; = ﬂjeJ Hj p1.; <+ < pg.; die zup;, j € J gehdrenden, geordnetenWerte.
Formal erhalt man dann

goi(x)zl = VJBiZHjGJ:pj;JS()&j:‘J|.
Beispiel 4.28(Hommel, 1988)
Unter den Voraussetzungen von zuvor gelte 0.Bjd. A - - - < p,,,. Sei
k

T ={iel:pmish> TO‘ Vk=1,...,i}.
Setze
max{i: i€ J*}, fallsJ* #£10,
1, falls J* = 0.

Dann ist der Hommel-Tegt//ommel = (pHommel ;i ¢ T) gegeben durch
1, ¢ <m* :=max{j:p; <a/j*},
HTommel () — :p 3} Ve e QViel.

0, sonst

Anmerkung:
i) Es ist bemerkenswert, dagg/°mmel = 5, Vi e T ist.
(i) "2

(i) Das Verhalten von Hommel reduziert den Rechenaufwand gegeni@ne ,Durchtesten”
aller Schritthypothesen gemaR Bemerklng .27 (ggfs. drastisch).

(iiiy Hemmel ist ein step-up Test (von der Entscheidungstruktur her).

Beispiel 4.2%Hochberg, 1988)
Unter den Voraussetzungen von zuvor sei

a

m=max{t €1l :pjm < ———
{ pz'm_m—z’+1

}.

Dann ist der Hochberg step-up Testiohbers — (0" ;i e 1) gegeben durch

Hochberg
i

()=1 & p;i <pmm, i€1,2€.

Bemerkung 4.30

a) @tochber ist komponentenweise nicht groRer atéom el Inshesondere igp°"ber9 da-
mit (unter Unabhé&ngigkeit) ein Test zum multiplen Niveau
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b) tochbera yerwendet die selben kritischen Werte wie der Bonferroni-Test im Falkbimger
Abhangigkeiten zwischen dgANerten (,Fall 1), braucht aber als step-up Test fir FWER-
Kontrolle scharfere Modellannahmen (namlich Unabhé&ngigkeit).

Zum Abschluss leiten wir noch einen ,echten” step-up Test mit exakter R\K&ntrolle fir un-
abhangige-Werte her. Dazu zunachst ein wohlbekanntes Resultat zur reknBerechnung der
gemeinsamen Verteilungsfunktion von Orderstatistiken.

Lemma 4.31

SeienXy, ..., X,, stochastisch unabhangig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verte#tungs
funktion F'(z) = P(X; < z), € R. SeienXy., ..., Xm:m die zugehorigen Orderstatisti-
ken. Weiter seiem; < --- < ¢, reelle Konstanten und;; := 1 — F(c¢;), j = 1,...,m. Sei
Fj(e1,...,¢5) =P(Xyj <c1,..., X5 < ¢5),j =1,...,m, sowiely = 1. Dann gilt

m—1
m i
Fo(er, ... em)=1— Z ( ,>F’j(cl,...,cj)a;r_11].

=0 N7

Beweis:

Foet,.o.iem) = PXim <ct,oo o, Xopm <) =1-P(Fj € {1,...,m} : Xjup, > ¢j)

m—1
= 1= ) P(Xy;<c,..., X5 < ¢, Xjprm > ¢j41)
j=0
m—1 m
= 13 Bl (7)
J=0 ’

Dieses Resultat kann nun benutzt werden, um (unter Unabhangigkateekritische Werte flr
geordnetep-Werte p;,i € I, fur einen step-up Test rekursiv auszurechnen. Die Existenz einer
Ldsung garantiert der folgende Satz.

Satz 4.32(Dalal and Mallows, 1992)

SeiF' eine stetige Verteilungsfunktion aRfund (X,,).cn eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen

mit X7 ~ F.

Dann gilt:

Va € (0,1) : J(em)men Mite; < ¢iqq fur allei € N mit der Eigenschaff,,(c1,...,cn) =

1 — «, wobei F,, wie in Lemmd 4.31 die gemeinsame Verteilungsfunktion der Orderstatistiken
Xim, ..., Xm.m bezeichne.

Nun zur Berechnung der kritischen Wetdig, j € 1, flr die unabhangigep-Werte.
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Trivialerweise isto; = «. Aus Fi,,(c1,...,Cm) 21— aund Fi(ei,...,¢5) Z1-a Vi =

1,...,m — 1 (x) folgt mit der Rekursionsformel aus Lemima 4.31, dass
m—1 m )
l—a = 1—2<,>Fj(01,...,cj)aﬁ_1],m22
j=0 7
m—1 m )
—l-a = 1-a™— (_)Fj(cl,...,cj)aﬁ_lj
=1 N
m—1 m ]
= a-—-a" = ( ,>Fj(c1,...,cj)aﬁ1j
=1 N
a—am e <m> o
— o i) It
) l-a o\J
m—1 m—2 m
= > o = <.>Oé§11j+mam
j=1 =1 N
1 m—1 m—2 m )
= q,, = - Zoﬂ— (j)a}nﬁj
j=1 j=1

Es gilt zum Beispiety = /2, a3 = a/3 +a?/12, ay = a/4 +a?/12+ a3 /24 — o* /96. Diese
(fur einen step-up Test unter Unabh&angigkeit exakten) kritischereVgahen auf Rom (1990)
zurlick und heiRen daher ,Rom-Werte".

Beispiel 4.33(Exakter step-up Test unter Unabhangigkeit)

Sei(Q, A, P, H= {H;,i € I = {1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem, ..., pnm
stochastisch unabhangige-Werte fiir die marginalen Testproblemé; versus K;,i € I,
DPlims - - - » Pmem di€ geordnetep-Werte undHy.,y, . . . , Hy,.m die entsprechend umsortierten Hy-
pothesen. Seieln = a1 > - - - > «,, die Rom-Werte. Dann wird durch folgende Testvorschrift ein
Test zum multiplen Niveaufir #H definiert: LehneH ., . .. , Hyy*.;, @b, wobei

m* =max{i € I : pim < Qm—it1}-

Anmerkung:

Esgilta/i < a; <1— (1 —a)'* Vi e I. Man hat also einen Widerstreit zwischen Konserva-
tivitat der Teststruktur, GréRe der kritischen Werte und Strukturannahiber die gemeinsame
Verteilung demp-Werte.
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Kapitel 5

False Discovery Rate (FDR)

Erinnerung 5.1 (an Definitior1.3b)
Seien(Q, A, P, H = {H,,i € I}) sowiep = (p;,1 € I) fur H fest vorgegeben bzw. ausgewahlt.

(a) Die Zufallsvariable

FDPy(¢) = 7

heil3t False Discovery ProportiofirDP) vone.

(b) FDRy(p) = Ey[FDPy(¢)] heil3t False Discovery Rat€DR) vone.

(c) Der multiple Test heifl3t FDR-kontrollierendum Niveaur € (0, 1), falls

FDR(y) := sup FDRy(¢) < a.
JeO

(d) pFDRy(p) = Eﬂ[%m(ﬁ) > 0] heif3t positive False Discovery Rg{FDR) voney.

5.1 Allgemeine Theorie und der lineare step-up Test

Lemma 5.2(Verhaltnis von FWER, FDR und pFDR)
(8) FDRy(p) = PFDRy () - Py(R(d) > 0)

(b) IstI = {1,...,m} endlich undd € O derart, dassmy(9) = m gilt, so ist FDRy(¢) =
FWERs(y). Unbedingt (fir alled € ©) gilt FDRy(p) < FWERy(¢p).
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Beweis:

2u (a):
SN TS
_E, szﬁ()ﬁv) |R(9) > 0] Py (R(Y) > 0)
+Ey RX;)Q? |R(9) = o} By (R(9) = 0)
— PFDR,(¢) - Py (R(9) > 0) + 0.
2u (b):

Furmg = mist V() = R(«}). Damit gilt pFDR,(¢) = 1 und FDRy(p) = Py (R(¥) > 0) =
Py (V(9) > 0) = FWERy(¢). Unbedingt gilt FDB(¢) < 14y(9)>0y und damitEy [FDPy(¢)] <
Ey [1{v9)>0] <= FDRy() < FWERy(¢). u

Bemerkung 5.3

(i) Aus dem Beweis von Leminal5.2 (b) sieht man leicht, dass die pFDR izeaul < (0, 1)
(im frequentistischen Sinne) nicht zu kontrollieren ist. Sie hat Bayesianlabtbrpretatio-
nen (spater mehr).

(i) Lemmd5.2 (b) zeigt zwei Dinge.
Erstens kann durch Verwendung des FDR-Kriteriums nur dann einge¥serung (hin-
sichtlich Gite) erreicht werden (ein Tegtmit mehr erwarteten Ablehnungen ausgewéhlt
werden), falls die Existenz falscher Nullhypothesen vorausgesetzt wird.
Zweitens (allgemeiner gedacht) ist der zu erwartende Gutezugewimm (man Typ-I-
Fehler mit der FDR statt der FWER misst) umso gro3er, je mehr falscheyigollhesen
es inH gibt. Gilt im Extremfall zum Beispieh,(¢) < ma, so kénnen durclp alle m
Nullhypothesen abgelehnt werdeR({)) = m), ohne dass die FDP vop den Werta
Uberschreitet. Insbesondere gilt flir einen schrittweise verwerfed@R;kontrollierenden
multiplen Test stets FDRy) < min(«, mg(d)/m) und FDRy(y) ist (im Gegensatz zu
FWER;(¢)) nicht notwendigerweise eine wachsende FunktionBgi()]. Dadurch tra-
gen FDR-basierte statistische Analysen eher ScreeningcharakteendiRWER-basierte
Analysen typischerweise als konfirmatorisch angesehen werden.

Algorithmus 5.4 (Benjamini and Hochberg, 1995)
Sei(Y, A, P,H ={H;,i € I ={1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem. Dann ist der
lineare step-up Test™Y = (pF5U i € I') von Benjamini und Hochberg wie folgt definiert.

Unter der Voraussetzung, dass fir die marginalen TestproblEmeersusk;, i € 1, p-Wertep;
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verfugbar sind, bezeichng.,, < po., < ... < Py, die Orderstatistiken vofp;,i € ) und
Hi.p, ..., Hy. die entsprechend unsortierten HypotheseftinSeik := max{i € I : p;., <
ia/m}. Dann lehntp™SY genau die HypotheseH,.,,, ..., Hy., ab. Falls das Maximum id
nicht exisitiert, so wird keine einzige Hypothesé4rabgelehnt.

Bemerkung 5.5

(i) 5V ist ein step-up Test mit Simes’ kritischen Werten (vgl. Simes-Test eusd d.25 und
Korollar 4.28).

(i) Die Entscheidungsregel voplSU |asst sich wie folgt grafisch veranschaulichen:

Abbildung 5.1: Grafische Veranschaulichung veh’V

Dabei heiltt — t/a Simes-Gerade untdt = sup{t € [0,a] : E,(t) > t/a}, wobeiF,,
die empirische Verteilungsfunktion vém, i € I) bezeichnet.

(i) Unter gewissen Voraussetzungen (siehe Defin[tioh 5.6) kontrolti&ft’ die FDR zum Ni-
veaua.

(iv) Wie das Abschlussprinzip und daraus resultierende step-dowreBuoen die Basis fir
FWER-Kontrolle sind, so isp™“*Y die Basis fur viele FDR-kontrollierende step-up Tests.
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Man findet daher haufig die Assoziationen

step-down <+  FWER-Kontrolle
step-up <«  FDR-Kontrolle.
Definition 5.6 (generelle Voraussetzungen)
Zum Beweis der FDR-Kontrolle eines multiplen Tests= (p;, i € I = {1,...,m}) fur ein
endliches multiples Testprobleft, A, P,H) mit X = {H;, i € I} nehmen wir an, es seien
marginale p-Wertdp;, i € I) verfugbar und die Testentscheidung vokomme durch Vergleich

der p;.,,, mit kritischen Wertenvy.,,, < ao.n < ... < aun.m zustande. Dann definieren wir die
folgenden Eigenschaften.

(STEP) ¢ ist eine schrittweise verwerfende Testprozedur (step-up, step-dirvisi@p-up-down).
(D1) VY € ©:Vjel:Viely(V) : Py(R(V) > jlp; < t)istnicht-wachsend i € (0, aj.p,].
(D2) V¥ € ©: Vie Iy(9): p; ~UNI([0,1]).

(11) V9 € ©: Diep;(X),i € Iy(9), sind iid.

(12) V¥ € ©: (pi(X) : i € Ip(9)) und (p;(X) : i € I;(¥9)) sind stochastisch unabhangige
Zufallsvektoren.

Anmerkung:

() (D1) und (D2) sind Verteilungs- (distributional) Eigenschaften. (xt)eine positive Ab-
hangigkeitseigenschatft, die unter anderem multivariate Verteilungdieetfdie multivari-
at total positiv der Ordnung 2 (MTB? oder positiv regressionsabhéngig auf der Teilmenge
(PRDS)Iy(¥) sind.

(i) Uber die Abhangigkeiten zwischen den(X),i € I;(+), werden keinerlei Annahmen ge-
macht.

Theorem 5.7(Benjamini and Yekutigli (2001), Finner and Roters (2001), Sarkap2p
Unter (D1) gilt

VO EO: FDRy(pXYV) < mfﬁ)a.
Unter (D2)-(12) gilt
V9 eO: FDRy(p-Y) = ”“;7(;9)@
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Anmerkung:

(i) Insbesondere ist (D1) eine hinreichende Bedingung dafiir,@&a¥$ die FDR zum Niveau
a kontrolliert.

(i) Unter (D2)-(12) hangt FDR (V) nicht von der ,GréRe* vor selbst, sondern lediglich
vonmg(v) ab.

(iii) Die Voraussetzungen aus Definitibn 5.6 kdnnen zum Nachweis der-k@#rolle allge-
meiner step-up-down Tests mit geeigneten kritischen Werten in Anlehnuthgramachste-
henden Beweis fiip5U verwendet werden.

Beweis: (Finner, Dickhaus, and Roters, 2009). $eE O beliebig, aber fest vorgegeben. Dann
berechnet sich FDR V) als

FDRy(¢™°Y) = > Z jypi =1)

i€lp(9) j= 1

(STEP) Z Z 9 (pi < Qe :m) Py (R(9) = jpi < Oéj,m)
i€lo(9) j=1

< Z Za]mpﬁ *J‘ngagm)

ielp(9) j=1

Z {alzm Pﬁ (R(ﬁ) > 1|pi < al:m)
i€lp(V)

+Z <; — ;_11> Py (R('ﬁ) > ]’pi < Oéj:m) }
j=2

mo (V) N

n (%) gilt ,=* unter (D2) und in(xx) gilt ,=* unter (D2)-(12). [
Hinweise:

e Fir schrittweise verwerfende Testprozeduren gilt:
Viel:RW)=j=Niel:p;=1 < p; < ajpn

o Py(R(V) = jlpi < ay.m) wird in der vierten Beweiszeile ,teleskopiert” zu
Py(R(V) > jlpi < ajim) — Py(R(9) > j + 1|p; < ajun) und firj = 2,...,m wird
(nach (D1) ,erlaubt*)Py(R(F) > jlpi < oj—1.,) abgeschatzt durchy(R(9¥) > jlp; <
aj.m). FUr step-up Tests gilt sogar ,konstant* anstelle von ,nicht-wachsen(D1).
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Bemerkung 5.8

Kann positive Abhangigkeit zwischen den marginalen p-Werten im SinméDdg nicht ange-
nommen werden, so st im Allgemeinen keine FDR-kontrollierende Testprozedur. Dies kann
Jrepariert” werden, indem die kritischen Werte ven.,,, = io/m zZU .y, = 1€1,

N

geandert werden, alse durch = ersetzt wird. Die resultierende Benjamini-Yekutieli Proze-
Zak=1

dur (Benjamini and Yekutieli, 2001) ist jedoch im Allgemeinen sehr keathe Bis heute ist das

Problem ,FDR-Kontrolle unter negativer bzw. nicht spezifizierter Aldigkeitsstruktur” nicht

befriedigend im Rahmen der Theorie schrittweiser multipler Tests gelodewor

5.2 Explizite Adaptionstechniken und die Storey-Prozedur

Auch 15 Jahre nach seiner Propagation durch Benjamini und Hocidiedgr lineare step-up
Test die am weitesten verbreitete Prozedur zur FDR-basierten statistidebemanalyse. [Das
Uberpriifen von (D1) ist dabei ein Problem, das haufig nicht systerhatiscBestandteil des
Analysevorgangs beriicksichtigt wird.] Selbst unter (D1)-(12)at’ jedoch den Nachteil, das
FDR-Niveaua im Falle vonmg < m nicht auszuschoépfen. Ware, bekannt, so kénnte man
©™SU zum adjustierten FDR-Nive%% durchfihren und erhielte eine (unter (D2)-(12)) exakt die
FDR kontrollierende Testprozedur (eine sogenannte Orakel-Pr)z&him, = mg() jedoch
eine Funktion des unbekannten Parameféss, ist ein solches Vorgehen in der Praxis nicht durch-
fuhrbar. Explizite (daten-) adaptive Teststrategien schéatzen dahér einem ersten Schritt vor
und verwenden die Schatzurg, dann fur die Konstruktion von kritischen Werten bzw. Ablehn-
kurven. Fur die FDR-Kontrolle ist dabei wichtig, dakg den unbekannten Wert ,konservativ*
schatzt, also (im statistischen Mittel / fast sicher) Gberschatzt. Es existierBrere konkurrieren-
de Schatzprinzipien. So kann zum Beispiel eine unadjustierte multiple Testhnoin einem ers-
ten Schritt durchgefihrt und ihre beobachtete Anzahl an AblehmungieKonstruktion voni
benutzt werden (so in_Benjamini, Krieger, and Yekutieli (2006) oder im&ard and Roquain,
2008). Eine andere Schatzmethode geht bereits auf Schweder aib®i®82) zurlick und
benutzt die empirische Verteilung der (beobachteten) marginalen p-Werte.

Definition 5.9 (Schweder-Spjgtvoll-Schatzer)
Zur Schétzung vom schlagen Schweder und Spjgtvoll den folgenden Schétzer vor.

7,hgchwederE mgchwede()\) _
wobei) € (0,1) ein Tuningparameter ist uné,,, wie in Bemerkung 515 die empirische Vertei-
lungsfunktion der marginalen p-Wertg;, i € I = {1, ..., m}) bezeichnet.

Anmerkung:
Es gibt zwei grafische Veranschaulichungen des Schweder-Spfatfeitzers. Die urspringlich
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von den Autoren gewahlte macht vét), Gebrauch, eine alternative benutzt ein Histogramm der
beobachteten marginaler\Werte.

N mSchweder
m=1-="7—
Fr(A)—X

1-X

A ~ Schweder
1= Fn(N) }mom

Abbildung 5.2: Grafische Veranschaulichungen des Schweder-SipjBtluitzers

Definition 5.10(Storey-Schatzer)
Storey [(2002a), Storey (2002b) und Storey et al. (2004) schlageifotyenden, leicht modifizier-
ten Schétzer fiitg := mgy/m vor:

1—Fn(\)+1
fr(?toreyz 7AT(?torey()O _ 1(_);‘ /m

Satz 5.11(Storey, Taylor, and Siegmund, 2004)
Unter (11) und (12) aus Definition 516 kontrolliert ein modifizierter stepTast, bei dem gegentiber
©LSU aus AlgorithmuE 514 durcha /75" \) ersetzt wird, die FDR zum Niveau

Beweis: Mit empirischer Prozess-, Martingaltheorie und optimalem Stoppen (Stippsahr
lehrreich! |
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Abbildung 5.12

Qe+
3
o
Q|
3
o
Q|

| hier: rOTakel('ﬂ): 4,
rStorey('ﬂ): 3;
rrsu(¥) = 2.
% -t
Q 1

Abbildung 5.3: Nach Storey et al. adjustierte Ablehngerade

Anmerkung:

Die Annahmen (I11) und (12) aus Sdiz 5.11 kdnnen fiir sehr greBéasymptotische Betrach-
tungen) zum Konzept der ,weak dependence” abgeschwachewebhbei wird nur noch ge-
fordert, dass die empirischen Verteilungsfunktionen p&Verte (p;, i € Iy(9)) und (p;, ¢ €
I,(v)) jeweils gegen eine Grenzverteilungsfunktion (im Glivenko-Cantelli Sitoayergieren
(fir m — oo). Dann kann asymptotisch auch der original Schweder-Spjatvoll-Satageweder
statt75 " verwendet werden.

Bemerkung 5.13(implizite Adaption)

Die moderne Methode der ,impliziten Adaption“ vermeidet eine Vorscmifatonmy bzw.my
und versucht stattdessen, durch geschickte Wahl von kritischenriemte Ablehnkurven (zum
Vergleich mitF},) flexibel auf mégliche Werte vony reagieren zu kénnen. Das Konstruktionsver-
fahren besteht aus zwei Schritten:

1) Gegeben ein statistisches Modell, eine Klasse von mdglichen Testearisdwier, er-
mittle die unglinstigste Parameter-Konfiguration (least favorable cordtgur, LFC) fur
¥ € © unter Alternativen, d.h., findé* € O, sodass die FDR bei gegebenegimaximal
wird.
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2) Bestimme kritische Werte oder eine Ablehnkurve so, dass die FDR®ingemau gleich
min(q, mp) betragt.

Die Berechnungen unter Schritt 2) kdnnen dabei sehr kompliziedemarnd manchmal nur asym-
ptotisch (firm — oo und unter der Annahmey/m — my € (0, 1]) durchgefuhrt werden. Unter
(11) und (12) liefert der folgende Satz ein hilfreiches Resultat zur Bestimgman LFCs flr eine
Klasse von step-up Tests.

Theorem 5.14(Benjamini and Yekutieli, 2001)
Unter (I1) und (12) seip®Y ein step-up Test mit kritischen Werten,, < ao.m < ... < mm
mit der Eigenschatft

Qj.m

ist wachsend in. (5.1)
Dann wachst die FDR vop®Y, wenn die Verteilung vofp;, i € I;(+)) stochastisch kleiner wird.

Demnach ist der LF@* hier also dadurch gegeben, dassc I (9*) gilt: p;(X) ~ ¢y (Dirac-
Verteilung mit Punktmassé im Punkt0). Unter (D2)-(12) wird eine solche Konfiguratio*
,Dirac-uniform Konfiguration“DU,,,, ,, genannt.

Lemma5.15
Unter DU,  und angenommenmy,/m — o € (0, 1], gilt

Fnt) — : 71 + 7o - t gleichmaRig irt € [0, 1] Py, 1, - f.S.,

(m—o0

wobeir; := 1 — o undPy,, ,, das zuDU,,, ., gehorige Wahrscheinlichkeitsmald bezeichnet.

Beweis: Satz von Glivenko-Cantelli. [ |

Heuristik 5.16 (Asymptotisch optimale Ablehnkurve, Finner, Dickhaus, and Raters,)2009
Seip = (pi, i € I = {1,...,m}) ein Einschritttest, d.hnvi € I : g;(x) =1 < pi(z) <t
fur ein fest vorgegebenes= (0, 1). Dann ist unterDU,,,, ., fiir m — oo die FDR vony gegeben

durch

t
lim FDRpg.m(p) = —

Ein asymptotisch optimaler Schwellenwéttr) erflllt vV o € (a, 1) die Beziehung

. TI'Ut*(ﬂ'o)
lim FDRy, m(¢) = _ Mot \To)
mgnoo Rmo’ (SO) @ ™ + mot* (7T0)
* AT
& 0t = —.
(mo) mo(1 — )

Eine asymptotisch optimale Ablehnkurfieist demnach gegeben durch

Ja(t"(m0)) = w1 4 w0 - £*(m0) <= fulu) = " . uelo1].

+(1—-a)u
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In|Einner, Dickhaus, and Roters (2009) konnte bewiesen werdas,fdaauff,, basierende step-
up-down Teste*U? unter DU, ,, Mitmg/m — m € [a, 1) tatséchlich
limyy, 00 FDRymg m (9°VP) = a gilt.

Abbildung 5.17 (x°UP basierend auf,)

Abbildung 5.4:0°U? basierend auf der asymptotisch optimalen Ablehnkurve

Wegenf, (1) = Fm(l) = 1 ist die WahlA = 1 unzulassig, da dann immer alle Hypothesen
abgelehnt wirden. Jede Wahl des Tuningparameters [0, 1) ist jedoch asymptotisch valide
(Finner, Dickhaus, and Roters, 2009).

5.3 Bayesianische Interpretationen, pFDR

Den Uberlegungen in diesem Abschnitt liegt die generelle Annahme zuwl€rdiass sehr viele
analoge Vergleiche simultan durchzufuhren seien. Die Modellbildung teat lbrsprung in gene-
tischen Microarray-Analysen, in denen geprift werden soll, ob Gerw. SNP; verantwortlich
fur ein erhdhtes Krankheitsrisiko ist fijr= 1,...,m undm ,sehr gro3* (n ~ 10.000 Gene,
m ~ 500.000 SNPs). Dabei wird eine Gleichartigkeit der Einwirkung jedes einzelnemsGe
jedes einzelnen SNPs auf das Erkrankungsrisiko modelliert.
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Modell 5.18 (Zweiklassen-Mischmodell)
Es sei(Ty, Hy), ..., (T, Hy,) eine iid. Folge von Teststatistiken und Indikatorvariablen. Dabei
gelte die Konvention

H;, =0: < i-te Nullhypothese ist wahr
H; =1: <« i-te Alternativhypothese istwahr=1,...,m.

Esseil;|H; ~ (1 - H;)Fyo+ H;Fy, wobeily und F; stetige Verteilungsfunktionen mit zugehori-
gen Dichtefunktionerfy und f; bezeichnen. Es bezeichimg= P(Hy) := P(H; = 0) die a priori-
Wabhrscheinlichkeit fir die Richtigkeit der i-ten Nullhypothese wne= 1 — .

Ist unter Model[5.1B ein multipler Tegt = (y;, i € I = {1,...,m}) charakterisiert Uber einen

Ablehnbereic® = T',, fur alle T}, € I, so gilt (hach Theorem 1 |n Storey, 2003), dass
pFDRT) = E {;ERW(F) > O] =P(Hy|T €T)

sich als a posteriori-Wahrscheinlichkeit fir die Richtigkeit der Nullhypathgegeben die zuge-

horige Teststatistik fallt in den Ablehnbereich, interpretieren lasst. Giltishhéz= (—oc, t], SO

gilt

Fo(t)

F(t)

Die Notation Fdft) geht auf Bradley Efron zuriick. Unter Verwendung der Bayesrebfiir

Fdr(t) := pFDR(T") = 7o

=P (Ho|T <t) mit F(t) = moFo(t) + m1 F1(t).

Dichten lasst sich analog

__ folt) _
far(t) =m0 = BUIT =)

die sogenannte ,local fdr*, bilden.
Die beiden Gré3en stehen in der Beziehung

Fdr(t) = E; [fdr(T)|T < 1].

Wie immer in Bayesianischen Betrachtungsweisen hat die obige Interpretatgittrddlen Charme,
ohne Signifikanzniveau auszukommen und gut interpretierbare a iposfarsdriicke aus den
erhobenen Daten zu produzieren. Statistische Inferenz kann in dikakmen Uber ,empirische
Bayes“-Methoden betrieben werden:

a) Spezifiziererg und fy.
b) Schatzef durchf aus den erhobenen Daten.
C) Bildeﬂj\r(ti) = 7o fo(t:)/f(t;) und ziehe Schliisse aus diesem Wert.
Alternativ ist es auch maoglich, Fgr ausF zu schatzen und sogenannte g-Werte zu berechnen:
g-valugt;) = inf pFDR().

a:t; €,

Diese lassen sich als ,a posteriori p-Werte" auffassen.
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