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Vorbemerkungen

Die Kapitel [1, Blund 4] dieses Skripts sind im Wesentlichen aus den Vorlesungsskripten iiber Mul-
tiples Testen von Helmut Finner und Iris Pigeot iibernommen. Beiden gilt mein herzlicher Dank.
Sollten sich in diesen Kapiteln Fehler finden, so bin dafiir natiirlich ich verantwortlich. Lob und

positive Kritik gebiihrt indes den Original-AutorInnen.

Fiir die Manuskripterstellung danke ich Mareile Grofle Ruse und Jens Stange. Katrin Homberg

gebiihrt Dank fiir kritisches Lesen einer Vorgédngerversion dieses Skripts.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Verfiigung.

Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehdrigen Stellen.



Verzeichnis der Abkiirzungen und
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B(p,q) Betafunktion, B(p,q) = I'(p)I'(q¢)/T(p + q)
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X2 Chi-Quadrat Verteilung mit v Freiheitsgraden
CM Komplement der Menge M
cdf. Cumulative distribution function
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d
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Fx Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariable X
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NG Gammafunktion, I'(z) = [ t" te~dt, x> 0
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Kapitel 1

Einfuhrung und Beispiele

1.1 Grundlagen aus der Statistik

Bezeichne X eine ZufallsgroBe, die den moglichen Ausgang eines Experimentes beschreibt

Sei 2 der zu X gehorige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller moglichen Realisierungen von
X und A C 2% eine o-Algebra iiber €. Die Elemente von A heiBen messbare Teilmengen von €
oder Ereignisse.

Bezeichne PX die Verteilung von X. Es gelte PX € P = {Py : 9 € ©}.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (Q, A, P) mit Q # () eine nichtleere Menge, A C 2 eine o-Algebra iiber Q und P =
{Py : 9 € ©} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf A heifit statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls © C RF k € N, so heiit (0, A, P) parametrisches statistisches Modell, 9 € © Parameter

und © Parameterraum.

Statistische Inferenz beschiftigt sich damit, Aussagen iiber die wahre Verteilung PX bzw. den

wahren Parameter ¢ zu gewinnen. Speziell: Entscheidungsprobleme, insbesondere Testprobleme.

Testprobleme: Gegeben zwei disjunkte Teilmengen Py, Py von P mit Py U P; = P ist eine
Entscheidung dariiber gesucht, ob PX zu Py oder P; gehort. Falls P durch ¥ eineindeutig iden-
tifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittels 9 und Teilmengen ©g und ©; von ©
mit O N O = @ und Oy U O = O formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9€0©y versus Hp:9€0©; oder

Hy:PX Py versus H;:PXePy.

Witting (1983): ,,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einer ,,Beobachtung® = zusammengefasst.“



Die H;,i = 1,2 nennt man Hypothesen. H heilit Nullhypothese, H; Alternativhypothese / Al-
ternative. Oft interpretiert man Hy und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums,
d. h., HyU H; = © und Hy N Hy = (). Zwischen Hy und H; ist nun aufgrund von = € € eine

Entscheidung zu treffen. Dazu benétigt man eine Entscheidungsregel. Diese liefert ein statistischer

Test.

Definition 1.2 (Statistischer Test)

Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung
e (Q,4) — ({0,1},201)).
Konvention:

o(z) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fiir Hy,

o(z) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q: p(x) = 1} heifst Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) von o, kurz: {¢ = 1}.
{x € Q: ¢(x) = 0} heift Annahmebereich von o, kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mogliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (a-Fehler, type I error): Entscheidung fiir H;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art (3-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung von H, obwohl H; wahr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art gleichzeitig

zu minimieren. Daher: Asymmetrische Betrachtungsweise von Testproblemen.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eine vorgegebene obere Schranke «

(Signifikanzniveau, englisch: level),

(i) Unter der Maigabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art = ,,optimaler*
Test.

Eine (zum Niveau «) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von

H, getroffen werden = Merkregel: ,,Was nachzuweisen ist stets als Alternative H; formulieren!*.

Bezeichnungen 1.3

(i) Bp(V) = Egle] = Py(p(X) = 1) = [, ¢dPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tests @ in Abhdngigkeit von ) € ©. Fiir) € ©1 heift 3,(0) Giitefunktion
von ¢ an der Stelle 1. Fiir ¥ € Oq ergibt 3,(0) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit von ¢
unter ¥ € .

Fiir a € (0, 1) vorgegeben heifst



(ii) ein Test p mit B3,(V) < a fiir alle ¥ € Hy Test zum Niveau o,

(iii) ein Test ¢ zum Niveau o unverfilscht, falls $,(0) > « fiir alle ¥ € Hy.
(iv) ein Test o1 zum Niveau o besser als ein zweiter Niveau-o Test o, falls By, (V) > By, (V)
fiir alle ¥ € Hy und 39* € Hy mit B, (%) > B, (07).
1.2 Motivation und Beispiele

Bislang: Klidrung einer Fragestellung (formuliert als statistisches Hypothesenpaar) anhand der Be-
obachtung z € €.
Im Folgenden: Kldrung mehrerer Fragen gleichzeitig anhand von x € ).

— simultane statistische Inferenz, statistische Mehrentscheidungsprobleme.

Statistische Mehrentscheidungsverfahren:

(i) Multiple Tests (Englisch oft: multiple comparisons)
(i) Simultane Konfidenzbereiche
(iii) Selektionsverfahren
(iv) Partitionsverfahren
(v) Rankingverfahren

Beispiel 1.4 (Mehrgruppenvergleiche im balancierten ANOVA-Design)

Wir betrachten Beobachtungen der Form X = (Xij)i=1,. i, j=1,..n wobei X;; ~ N (s, 02)
stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen auf R, j; € RV1 < i < k,0% > 0 (unbekannte)
Varianz, k > 3,n > 2,v := k(n — 1) (Freiheitsgradeﬂ. Dieses Modell wird in der Praxis hdu-
fig benutzt und Gegenstand vieler weiterer Untersuchungen sein. Zum Beispiel konnten die p;
die mittleren Ertrige von k unterschiedlichen Getreidesorten oder die mittlere Wirksamkeit von k
unterschiedlichen Medikamenten beschreiben. Formal erhalten wir als statistisches Modell €) =

RF™ A =BF" 9 = (s, ..., pi, 02) € R¥ x [0,00) = O.

Problem (i): Die p; sollen paarweise auf Unterschiede getestet werden.

Hypothesen: H;j : {p; = p;} vs. Kij : {pi # pi},1<i<j<k.

*Wir bezeichnen durchgiingig Dimensionalititen von Parametern mit k, Anzahlen unabhiingiger Wiederholungen

(Stichprobenumfinge) mit n und Anzahlen simultan zu priifender Hypothesen mit m.



Es sind also m = (g) = k(k—1)/2 Hypothesen zu testen (am gleichen Datenmaterial!). Hinweis:

Die klassische Varianzanalyse testet nur die Globalhypothese Hy = ﬂ H;;. Falls diese
1<i<j<k
abgelehnt wird, ldsst sich nicht lokalisieren, wo Unterschiede liegen!

Wiirde man jede Hypothese H;; mit einem t-Test zum Niveau « priifen, so wire die Wahrschein-
lichkeit fiir irgendeinen Fehler 1. Art im Allgemeinen wesentlich grofier als o, falls mehrere der
H;; wahr sind. Dies impliziert die Notwendigkeit von simultanen Typ I-Fehlermaf3en. Zum Bei-
spiel ist in\Keuls (1952) k = 13 und damit m = 78.

Problem (ii): Es sollen Konfidenzintervalle C;j(x) fiir alle paarweisen Differenzen 0;; = ji; — 5,
1 < i < j <k, angegeben werden. Auch hier steht man vor dem Problem, dass sich die Wahr-
scheinlichkeiten fiir Nichtiiberdeckungen aufsummieren konnen. Ein Ausweg ist hier die Einfiih-

rung eines simultanen Konfidenzniveaus, also die Forderung

VueRF Vo > 0:P, 2(Cii(X) 2 05V1<i<j<k)>1-o (1.1)

Problem (iii): Es sollen die besten (oder die beste) Behandlung(en) bzw. Sorte(n) (u;: i-ter
Behandlungs-/Sortenmittelwert) gefunden (selektiert) werden. — Selektions-, Auswahlverfahren.
Hierzu gibt es eine Vielzahl von Ansdtzen. Hdufig wird die Menge der guten Behandlungen cha-
rakterisiert durch

Go9) = (i - < irein &> 0.
(9) ={i 1r;1jagxkuj w; < eo} fiirein € >

Dann gilt also. Behandlung i ist ,,gut* genau dann, wenn i € G(¥). Dies liuft auf das Rechnen
mit Orderstatistiken hinaus. Die Theorie reicht zuriick zu Bechhofer (1954) und Gupta (1956). Ein
mogliches Zielkriterium ist, eine Selektionsregel (-menge) S = S(X) minimaler Mdichtigkeit zu
finden, so dass

Py(S(X) NG() £ 0) > P* Vi € O

fiir ein vorgegebenes PCS (Probability of a Correct Selection)-Niveau P* und eine ,, geeignete

Teilparametermenge ©*.

Problem (iv): Die Menge aller Behandlungen soll in Teilmengen mit vordefinierten Eigenschaften
zerlegt (partitioniert) werden — Partitionsverfahren.
Ist zum Beispiel i = k eine Kontroll- oder Standardbehandlung bzw. -sorte, so konnte ein Ziel sein,

die anderen Behandlungen in gute, schlechte und dquivalente (im Vergleich mit dem Standard)

einzuteilen:
G(W) = {i:pi— >0} ,gute”,
B(W) = {i:pr —p; > d20} ,schlechte”,
EW) = {i:|pw— x| <d10} ,dquivalente,0 < 61 < a.

4



Ein mégliches Kriterium hier lautet: Finde eine Partitionsregel S = S(X) = (51, S2, S3) mit
Vi € O : Py(G(Y) C S1(X),B(¥) C Se(X), E(9) C S3(X)) > P~

unter der Nebenbedingung S1 U So U Sg = {1,...,k — 1}.

Problem (v): Den Behandlungen soll entsprechend ihrer Qualitiit ein Rang zugeordnet werden, d.

h., die Menge {1, ...k} soll in beste, zweitbeste, . .., schlechteste angeordnet werden

— Rankingverfahren.

Ein mogliches Zielkriterium hier:
Vi € ©F : Py(,, korrektes Ranking“) > P*, ©* C © , geeignet*.

In dieser Vorlesung: Beschrinkung auf Probleme der Form (i) und (ii)!

Beispiel 1.5 (Multiple Endpunkte, [Pocock et all, [1987)
Der Priifplan klinischer Studien enthdlt in aller Regel mehrere zu untersuchende Zielkriterien.

Damit kann folgenderweise umgegangen werden:

o cin primdres Zielkriterium auswdhlen und mit einem statistischen Test iiberpriifen, den Rest

nur explorativ untersuchen (oft nicht moglich, da Zielkriterien gleichwertig sind)
e alle Zielkriterien mit statistischen Tests absichern — multiples Testproblem

Konkret bei Pocock et al.: chronische Atemwegserkrankungen

o randomisierte Doppelblindstudie, Cross-Over Design
o 17 Patienten mit Asthma oder chronischer obstruktiver Atemwegserkrankung

e Behandlung mit a) Inhalationsmittel, b) Placebo an jedem Patienten in zufilliger Reihen-

folge, jeweils tiber vier Wochen

Zu messende Standardatemwegsparameter:

(i) peak expiratory flow rate (PEFR)
(ii) forciertes Ausatmungsvolumen
(iii) forcierte Vitalkapazitdit
Frage: Existieren Unterschiede zwischen Placebo und Medikament hinsichtlich dieser Parameter?

Dazu: Multiplen statistischen Test verwenden, Signifikanzniveau pro Test adjustieren.

Ohne Kenntnis der Abhdngigkeitsstruktur zwischen den Messwerten zu den Parametern (i)-(iii):

Signifikanzniveau o dritteln — kann konservativ sein (spdter mehr!)



Das Verfahren der Autoren arbeitet Vorkenntnisse iiber die Abhdngigkeitsstruktur in die Testpro-

zedur ein.

Fazit: Die Auswertung eines einzelnen Datensatzes anhand mehrerer statistischer Tests ist eine

nichttriviale Erweiterung, denn
1. PriifgroBen der Einzeltests sind im Allgemeinen nicht stochastisch unabhéngig.
2. Ihre gemeinsame Verteilung ist schwer bzw. gar nicht bestimmbar.

3. Wird jeder Einzeltest zum Niveau « durchgefiihrt, kann die Irrtumswahrscheinlichkeit fiir
die Gesamtaussage uniiberschaubar werden (wenngleich genau diese letztendlich interes-

siert).

Diese Gesamtaussage, d. h., die Verbindung der einzelnen Testentscheidungen, ist nur dann sta-
tistisch valide, wenn sie ebenfalls durch ein vorgegebenes Kriterium fiir die Wahrscheinlichkeit
moglicher Fehlentscheidungen abgesichert ist. D. h., ein multipler Test sollte die Wahrscheinlich-
keit kontrollieren, dass bei der Gesamtheit aller Einzeltests eine oder mehrere Nullhypothesen
filschlicherweise verworfen werden und dennoch die vorhandenen Abweichungen von den Null-
hypothesen mit moglichst hoher Giite aufdecken konnen.

AuBlerdem sollte er insgesamt zu einer ,,verniinftigen* Testentscheidung fiihren.

—> Eigene Theorie multipler Tests notwendig!

Bemerkung 1.6

Die Theorie multipler Tests hat noch viele weitere niitzliche Anwendungen. besonders beliebt
sind zum Beispiel multiple Tests als Modellselektionsverfahren, d. h., zur Festlegung der Anzahl
und Auswahl der Pridiktoren / Variablen ohne Techniken wie Kreuzvalidierung. Vgl. \Bauer et al.
(1988).

1.3 Begriffe und Notation, multiples Niveau

Definition 1.7 (Multiples Testproblem)
Seien (2, A, (Py)yeco) ein statistisches Modell und I # () eine beliebige Indexmenge mit |I| > 2.
Seien () # H; C © paarweise verschieden fiir i € I und K; := © \ H;. Dann heif}t

a) Die Menge H := {H;,i € I} ein Hypothesensystem. Ist I endlich, so heifst H ein endliches
Hypothesensystem.

b) H; wahr <— v € H,,
H; falsch <= 9 € K, falls 9 € © der wahre Parameter ist.



c) Ip = 1y(V) :={i € I : ¥ € H;} Indexmenge der wahren (Null-)Hypothesen und
L=0L1):=1\Ip={i€l:9¢€ K,;} Indexmenge der falschen (Null-) Hypothesen.

d) das Tupel (2, A, (Py)geco, H) ein multiples Testproblem. Fiir |I| < oo heifst
(Q, A, (Py)yco, H) ein endliches (finites) multiples Testproblem.

Anmerkung: Im Folgenden werden fast ausschlieBlich endliche multiple Testprobleme betrachtet.

Dies vermeidet Messbarkeitsprobleme.

Definition 1.8 (Multipler Test)
Gegeben sei ein multiples Testproblem (0, A, (Py)oco,H). ¢ = (p; : @ € I) heifft (nicht-
randomisierter) multipler Test (fiir H), falls

Viel: g (Q,A) — ({0,1}, 2% messbare Abbildung.
Es gilt die Konvention

vi(r) =1 <= H; wird verworfen, Entscheidung fiir K;,

vi(r) =0 <= H; wird nicht verworfen.

Fiir |I| = m € N ordnet ¢ also jeder Beobachtung x € ) einen m-dimensionalen Vektor von

Nullen und Einsen zu.

Bevor wiinschenswerte Eigenschaften multipler Tests formuliert werden konnen, sind strukturierte

Hypothesensysteme zu betrachten.

Definition 1.9 (strukturierte Hypothesensysteme)
Sei’H :={H;,i € I ={1,...,m}} ein endliches Hypothesensystem.

a) Eine Hypothese H; € 'H heifit Obermenge (Implikation) von H; € 'H (in Zeichen: H; 2 Hj,
H;, H; € 'H), falls aus der Richtigkeit von H; die Richtigkeit von H; folgt. H; heif3t echte
Obermenge von H; (H; O Hj), falls H; O H; und H; # H;. H; heif3t direkte Obermenge
von Hj, falls H; > Hj und #Hy, € H,k # i,k # j mit H; O Hy, D H,.

b) H; € 'H heifit Elementarhypothese, falls sie nicht als Durchschnitt ihrer echten Obermengen

darstellbar ist.

c) H; € H heifit Schnitthypothese, falls sie Durchschnitt ihrer echten Obermengen ist, d. h.,

falls Hi= () H;
jeI:HJ‘ DOH;

d) H; € 'H heifit Globalhypothese, falls sie der nicht-leere Durchschnitt aller Elementarhypo-

thesen aus H ist.

e) H; € H heifst Minimalhypothese, falls sie in 'H keine echte Obermenge besitzt.



f) H; € H heifit Maximalhypothese, falls sie keine echte Obermenge irgendeiner Hypothese
in 'H ist.

8) M heifst durchschnittsabgeschlossen, fallsN0 # J C I : Hy := Nje H; = 0 oder Hy € 'H.

h) H heif3t hierarchisch, falls mindestens ein H; € 'H eine echte Obermenge in 'H besitzt.
'H heifit streng hierarchisch, falls H nur genau eine Minimalhypothese enthdilt und falls jede
nicht-Minimalhypothese in H genau eine direkte Obermege in 'H besitzt.

Schema 1.10
Seien m = 3 und H = {Hy, Hy, H3}.
a)
HiNHyN Hs Global- und Maximalhypothese
H{ N Hy H{ N Hs HyN Hs Schnitthypothesen

[

Die Pfeilspitzen zeigen auf die Hypothesen, die die jeweiligen Obermengen (Implikationen)

Elementar- und Minimalhypothesen

sind.

b)

Die folgenden Definitionen und Lemmata (L1l bis [L.I8) beschreiben (wiinschenswerte) Eigen-
schaften multipler Tests in strukturierten Hypothesensystemen. Der Rest des Abschnitts themati-

siert dann mogliche Fehler multipler Tests.

Definition 1.11 (ILszhmamJ, llﬁﬂe])

Ein multipler Test ¢ = (p; : i € I) fiir das multiple Testproblem (Q, A, P, H) heifst kompatibel

oder allgemein widerspruchsfrei, falls

veeQ: () Hn (] K #0

1€l:p;(x)=0 i€l:p;(z)=1




Anmerkung: Allgemeine Widerspruchsfreiheit zu fordern ist sehr restriktiv! Man kann auch ,,all-
gemein widerspruchsfreie Entscheidung* fiir ein beobachtetes z* € (2 definieren, wobei die Be-
dingung in Definition [Tl fiir 2* erfiillt sein muss. Viele bekannte multiple Tests sind nicht all-
gemein widerspruchsfrei. Da eine echte Entscheidung nur im Falle ¢;(z) = 1 getroffen wird,

existiert die folgende Abschwichung.

Definition 1.12 (Lehmann, [1957h)
Ein multipler Test o = (p; : 1 € I) fiir (0, A, P, H) heifst kompatibel 1. Art oder widerspruchsfrei
1. Art, falls

VeeQ: () Ki#0.

i€l:pi(x)=1

Beispiel 1.13
Betrachte das ANOVA-Modell aus Beispiel [LAmit k = 3 Gruppen und H = {H;; : p; = p15,1 <
i <j<3}UHjies: 1 = po = pug = m = 4. Folgende Situationen sind denkbar:

(a)
Hiog:p1=p2=ps3
p123(7) = 1
Hyg:pi=p2 Hyz:pi=p3 Ho3z:po=p3
pr2(z) =1 p13(x) =0 pa3(x) =0

= @ ist nicht allgemein widerspruchsfrei, liefert aber eine widerspruchsfreie Entscheidung

1. Art fiir das beobachtete .

(b)
p123(2) =0
pr2(z) =1 ¢13(7) =0 @a3(x) =0

Testentscheidung zwar widerspruchsfrei 1. Art, aber inkohdirent.

(c)
p123(2) = 1
p12(z) =0 p13(z) =0 @a3(x) =0

Testentscheidung zwar widerspruchsfrei 1. Art (fiir das beobachtete x), aber dissonant.

Aus den Beispielen folgt, dass weder allgemeine Widerspruchsfreiheit (zu restriktiv) noch Wider-
spruchsfreiheit 1. Art (nicht restriktiv genug) iiberzeugende Konzepte sind. Daher nun zur forma-

len Definition von Kohdirenz und Konsonanz.



Definition 1.14 (Gabriel, [1969)
Ein multipler Test  fiir (Q, A, P, H) heift kohdrent, falls

Mit H; lehnt ein kohdirenter multipler Test auch jede Hypothese H; ab, von der H; Obermenge
ist. Anderenfalls heifit © inkohdirent.

Definition 1.15 (Gabriel, [1969)
Ein multipler Test ¢ = (@; : i € I ={1,...,m}) fiir (0, A, P, H) heifst konsonant, falls

VieImitdjeI:H,CH;j: {pi=1}C |J {o =1}
jHJDH,

Wird H; von einem konsonanten multiplen Test p abgelehnt und gibt es echte Obermengen Hj von
H; in'H, so wird auch mindestens eine dieser Obermengen von @ abgelehnt. Anderenfalls heifst

dissonant.

Bemerkung 1.16
Eine Konsonanz von o verhindert nicht notwendigerweise einen Widerspruch allgemeiner Art;

ihre Forderung kann sogar einen solchen erzwingen!

Lemma 1.17
Sei p = (pi 1€ I ={1,...,m}) ein allgemein widerspruchsfreier multipler Test fiir
(Q, A, P, H). Dann ist ¢ auch kohdirent.

Beweis: Zur Ubung. |

Lemma 1.18 (Sonnemann, EDV in Medizin und Biologie (1982), bzw.|Sonnemann, 2008)
Sei ¢ ein multipler Test fiir (0, A, P, H). Dann gilt

a) Kohdrenz von y ist dquivalent zu

(i)
Viel:{p;=1}= [ {p:=1}
©:H;CHj
(ii)
Viel:{pi=1}= |J {g =1}
J:Hj2H;
(iii)

Viel:{pi=0t= (] {# =0}
J:H;j2OH;
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b)  ist kohdrent und konsonant genau dann, wenn

Viel:{pi=1}= ] {&=1}
J:H;DH;

In allen obigen Aussagen wird dabei UyA; = ) und Ny A; = ) gesetzt.

Beweis: Teil a) zur Ubung. Fiir b) ist zu zeigen: Mit

[1] \V/Z,]EImltHng]{@]:1}:>{QDZ:1} und
2] VielImit3jel:H; C Hj:{pi=1} CU;p,~pip =11 gilt
1] und 2] <=Viel:{p; =1} =U;p,onlv; =1} (3]

»=": Aus [1] folgt nach 1.18a(ii), dass ;. 7, 7, {j = 1} € {i = 1}. Zusammen mit [2] ergibt
sich {p; = 1} C Uj:HpHi{SDj =1} C {p; =1}, also {¢; = 1} = Uj:HpHi{SDj =1}, d. h
[3].

<" [3] = [2] ist trivial. Ferner folgt aus [3], dass Uj:HpHi{SOj =1} C {p; = 1}. Daraus folgt
fur alle ¢, j mit H; C H; : {¢; = 1} C {¢; = 1}, was wiederum [1] impliziert. [

Definition 1.19
Sei p = (p;:i €I ={1,...,m}) ein multipler Test fiir (2, A, P, H).

a) ¢ heifit ein multipler Test zum lokalen Niveau o € (0, 1) in der Komponente p;,i € 1, falls
Py({pi = 1}) < afiir alle 9 € H;.

b) ¢ heifit ein multipler Test zum (allgemeinen) lokalen Niveau o € (0,1), falls Py({p; =
1}) < afiir alle ¥ € H; fiir alle i € 1.

Bemerkung 1.20
Ist @ ein multipler Test zum lokalen Niveau o und |1y(9)| = mo, alle v;(X) stochastisch unab-
hiingig mit Py({p; = 1}) = afiir alle ¥ € H;, fiir alle i € Iy(9), so folgt
Ve :Py( | {pi=1h)=1-(1-a)™ — 1,
‘ (mo—o0)
2610(19)
d. h., die Wahrscheinlichkeit fiir irgendeinen Fehler 1. Art strebt mit wachsendem mq gegen 1. Das

kann nicht wiinschenswert sein!

Eine erste Moglichkeit zur Kopplung der Komponenten ist das Konzept des globalen Niveaus.

Hierbei wird das Hypothesenpaar Hy = (", H; gegen CHy = Uit K; getestet.

Definition 1.21
Ein multipler Test ¢ = (p; : i € I = {1,...,m}) fiir (Q, A, P, H) heifst multipler Test zum
globalen Niveau o € (0,1), falls

Po(| J{wi = 1}) < afiir alle v € Hy = (| H;.
=1 i=1
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Anmerkung:

(i) Die implizite Aufteilung von O in zwei disjunkte Teilmengen entspricht nicht der Idee mul-
tipler Tests, da diese nach {0, 1}" abbilden (vgl. Definition [L.8]). Dies impliziert eine Auf-
teilung von © in 2" Teilmengen. Eine ,richtige” Entscheidung liefert ¢ also dann, wenn

o(x) = (e1,...,6m), g5 € {0,1} furalle j =1,...,mund ¥ € ﬂ H;n ﬂ K. Ein
j:€5=0 L:ep=1
multipler Fehler 1. Art ist dann gegeben, falls 3j € {1,...,m} : ¥ € H; A p;j(x) = 1.

(i) Die Globalhypothese und das globale Niveau werden im Kontext des Simes-Tests (siehe

Simes, [1986) und der FDR in Kapitel [SInoch einmal wichtig.

Definition 1.22
Sei ¢ ein multipler Test fiir (Q, A, P, H) und H = {H;,i € I = {1,...,m}}. Dann ergibt ¢

einen
a) multiplen Fehler 1. Art, falls 3j € 1 : 9 € H; und ¢;(z) = 1.
b) multiplen Fehler 2. Art, falls 3j € I : 9 € K; und ¢;(z) = 0.
Anmerkung: Bei einem multiplen Testproblem konnen beiderlei Fehler gleichzeitig auftreten!

Definition 1.23
Ein multipler Test ¢ = (¢; : 1 € I = {1,...,m}) heifst multipler Test zum multiplen Niveau
a € (0,1), falls

Vi € O : Py( U {pi = 1}) < «, wobei LJ{gpZ =1} :=0.
i€lp(¥) €0

Anmerkung: Ein multipler Test zum multiplen Niveau « beschrinkt (,,kontrolliert) die Wahr-
scheinlichkeit fiir irgendeinen multiplen Fehler 1. Art durch o, gleichgiiltig, wie viele und welche
der H; wabhr sind.

Bezeichnungen im Englischen: (fiir Pﬂ(Uz’elo(ﬂ){SOi =1}))

e (Type I) Family-Wise Error Rate (FWER)
e Experiment-Wise Error Rate

Beispiel 1.24 (Bonferroni-Test, vgl. [Bonferroni, [1936)
Sei (2, A, P, H) ein multiples Testproblem mit H = {H;,i € I ={1,...,m}}. Sei p = (p;,i €
I) ein multipler Test fiir (2, A, P, H) mit der Eigenschaft

Py({p; = 1}) < a/m fiir alle Y € H, fiiralle i € 1, (1.2)
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d. h., ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Niveau o/m fiir (0, A, P,’H). Dann ist ¢ ein
multipler Test zum multiplen Niveau o, denn fiir alle 9 € © gilt

FWERy(¢) = Py( |J {pi=1}
1€1p(9)
< ) Py =1}
1€lp(V)

<  moa/m < a.

Die Ungleichung P(|J;" | A;) < > P(A;) heifst auch Bonferroni-Ungleichung und ein gemdif3
konstruierter multipler Test ein Bonferroni-Test.

Nachteil: o/m ist sehr klein fiir groffes m = geringe Giite von Bonferroni-Tests.

Beispiel 1.25 (Sidak-Test, vgl. ISidak, [1967)
Sei (2, A, P, H) ein multiples Testproblem mit' H = {H;,i € I ={1,...,m}}. und ¢ = (p;,i €
I) ein multipler Test fiir (2, A, P, H) mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Die Zufallsvariablen p;(X),i € I, sind stochastisch unabhiingig.
(ii) Fiir alle © € I gilt fiir alle ¥ € H;

Po({pi=1})<1—(1— )™ = ay,. (1.3)

Dann ist p ein multipler Test zum multiplen Niveau o € (0, 1), denn fiir alle ¥ € © gilt

FWERy () = Py( |J {oi=1})
1€lp(9)
= 1-Py( () {pi=0})
1€lp(V)
= 1- H Py({e: = 0})
@) i€lo(¥)

< 1- JJ a-am

(@) i€lo(9)
= 1—(1—a)ymo/m
< 1-(1-a)=oa.
Anmerkung:
e Fiiralle m € Ngilt a/m < 1 — (1 —a)/™.

e Asymptotisch gilt: may,, — —In(l—a) > «o=ma/m.
(mo—00) Yae(0,1)
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e Allerdings gilt auch fiir die Sidak-Korrektur: o, —— 0.

(mo—0o0)
Lemma 1.26
Aquivalente Bedingungen fiir die Kontrolle des multiplen Niveaus o € (0, 1) eines multiplen Tests
o= (pi,i € I ={1,...,m}) fiir (Q, A, P, H) mit H = {H;,i € I} sind gegeben durch

(a) é&gpﬂ( ﬂ {pi=0}) >1—-a.

i€lp(V)
() WO #JCI:¥eHy=()H:Py(| J{p; =1}) <.
jeJ jed
Beweis:
zu (a):
fPo( ] {ei=0}) = 1-a
Zelo(ﬁ)
1 _éggpﬁp ) {pi=0}) < «a
1€lp(9)
= sup [1-Py( (| {pi=0}| < a
ved i€lp(9)
= WeO:1-Py( (] {pi=0}) < a
i€lp(9)
—=Ve0:Py 0| [ {vi=0} < «
1€lo (V)
i P U foi=1) < a
ZGIO('IS)
zu (b):
[1] V9 € ©: Py(Uieryiei = 11 <
2] V@#JQI:VﬂeHJ:ﬂjEJHj:Pg(UjeJ{goj =1} <

zu zeigen: [1] < [2].
,,<=" Trivial, da fiir alle ¥ € © Ip(¢) C [ und 9 € Hlo(ﬂ).

w=t e Hy = J C Io(0) = Po(Ujes{es = 13) < PolUiery{wi = 1) [% a. u
Bemerkung 1.27
(i) Ein multipler Test zum multiplen Niveau « ist auch ein multipler Test zum globalen Niveau
o (setze under (b) J =1 ={1,...,m}).
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(ii) Unter Beachtung von Messbarkeitsbedingungen lassen sich die obigen Begriffe auf abzdhl-

bare und iiberabzdhlbare Hypothesensysteme ausdehnen.

Satz 1.28

Sei H = {H;,i € I} ein durchschnittsabgeschlossenes Hypothesensystem und ¢ = (p;,i € I)
ein kohdrenter multipler Test fiir (0, A, P, H) zum (allgemeinen) lokalen Niveau c.

Dann ist o ein multipler Test zum multiplen Niveau « fiir (Q, A, P, H).

Beweis: Seid € © mit [(¥) # (). Wegen der Durchschnittsabgeschlossenheit von H existiert ein
1€ I mit H; = ﬂjelo(ﬂ) H ; und offensichtlich ist ¥ € H;. Alsoist fiir alle j € Ip(0) : H; O H;.
Da ¢ kohiirent ist, folgt nach Lemmal[L.I8a(ii), dass {¢; = 1} 2 U, ¢ .9 {45 = 1} Folglich ist
FWERy(p) =Py( | ) {¢; =1}) <Py({pi =1}) <q,
j€lo(¥)

da ¢ ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Niveau « ist. |

Satz 1.29 (Closure Principle, siche Marcus, Peritz, and Gabriel (1976);
Abschlussprinzip, siehe Sonnemann, 2008)
Sei H = {H;,i € I} ein durchschnittsabgeschlossenes Hypothesensystem und ¢ = (p;,i € I)
ein (beliebiger) multipler Test fiir (2, A, P, H) zum (allgemeinen) lokalen Niveau c.
Definiere den zu @ gehirigen Abschlusstest (closed multiple test procedure) ¢ = (@;,1 € I) durch
Viel:gi(x)= jgjugnHl @j(x).

Dann gilt:
(a) @ ist ein Test zum multiplen Niveau o.
(b) YOAT C1:¢ :=(p;,i €l')istein Test zum multiplen Niveau « fiir H' = {H;,i € I'}.
(c) @ und @' sind kohdirent.

Beweis: Sind i,j € [ mit H; C Hj; und x € (, so ist @;(x) = ming.g,cH, ex(r) >
ming. g, cu; ¢k(z) = @;(z), also ist (c) gezeigt.

Dafiralle: € I ¢; < ¢; gilt und ¢ das allgemeine lokale Niveau « kontrolliert, ist auch ¢ ein
Test zum allgemeinen lokalen Niveau «v. Zusammen mit (c) und Satz [.28]folgt (a).

Nun ist (b) trivial. |

Bemerkung 1.30

(a) Der zu einen multiplen Test  (zum lokalen Niveau o) gehorige Abschlusstest ¢ lehnt eine
Hypothese H; € H genau dann ab, wenn ¢ sowohl H; als auch alle Hypothesen H; € H,

von denen H; Obermenge ist, ablehnt.
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(b) Ist 'H nicht durchschnittsabgeschlossen, so kann man hilfsmdfig alle fehlenden Schnitthy-
pothesen zu H hinzunehmen. Sind ¢ Elementarhypothesen zu testen, so besteht das erzeugte
durchschnittsabgeschlossene Hypothesensystem H aus bis zu 2° — 1 Hypothesen. Wie wir
in Kapitel dl sehen werden, muss aber in aller Regel nicht fiir alle Hypothesen in H ein Test

zum lokalen Niveau o explizit durchgefiihrt werden.

(c) Satz[[.28|zeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen ein multipler Test zum (allgemeinen)
lokalen Niveau o auch ein multipler Test zum multiplen Niveau « ist. Die Umkehrung gilt

selbstverstindlich unbedingt.

(d) Falls H disjunkt ist, d. h., ¥i,j € 1,1 # j : H; N H; = 0, und ¢ ein multipler Test
fiir (0, A, P, H) zum lokalen Niveau « ist, so ist @ automatisch ein multipler Test zum
multiplen Niveau o (da @ kohdrent ist und H durchschnittsabgeschlossen). Es existieren
oft viele Moglichkeiten, © in disjunkte Teilmengen zu partitionieren (— Partitionsprinzip,
Finner and Strassburger, 2002). Ist z. B. speziell I = © und Hy = {V} fiir alle ¥ € ©

und p = (py : ¥ € ©) ein Test zum (allgemeinen) lokalen Niveau o, so ist p ein Test zum

multiplen Niveau c.

Beispiel 1.31 (Zweigruppen t-Test)
Modell: X = (X;;),i = 1,2,j = 1,...,n;, alle X;; ~ N (u;,0?) stochastisch unabhiingig, o>
unbekannt. Teste H— : {j11 = p2}. Dazu sei

niny X1 — X 1
[ mng Xy — Xy C o2 N2, _
T(X)= o 5 , wobei S° = - g g (Xij — Xi)%,v=n1+n2—2.

i=1 j=1
Der zweiseitige t-Test fiir H— lautet damit
1 >
o—(x) = It] := |T () tysa (o0 € (0,1/2).
0 <

Sollte H— durch p— abgelehnt werden, so ist es verlockend, sich im Falle t < —t,., /5 (bzw.
t > ty,q/2) fiir pa < po (bzw. p1 > pg) zu entscheiden.

Frage: Ist dies zuliissig? Es kénnte ein sogenannter Fehler III. Art (directional error) auftreten, d.
h., Entscheidung fiir 11 < po (bzw. p1 > pa), obwohl in Wahrheit 11 > po (bzw. p1 < o) gilt.

Formale mathematische Losung: Abschlussprinzip!

Wir fiigen die beiden Hypothesen H< : {j1 < po} und H> : {1 > pg} hinzu. Damit ist
H_ = H< N H>. Lokale Niveau o-Tests fiir H< und H> sind gegeben durch

p<(z) = t ta und @>(x) = ¢ ~tya
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Bilde den Abschlusstest p = (¢<, p—, P>) mit — = Y, P< = P—P<, P> = P—P>.

1 < 2 w1 > 2

L
A

{p>=1}

{ps=1} {p==0}

Abbildung 1.1: Abschlusstest fir { H—, H<, H>}

= Typ llI-Fehler automatisch mit kontrolliert!

Man kann sogar noch mehr aus der Realisierung t inferieren (siehe Ubung).

1.4 Weitere Typ I-Fehlerkonzepte, multiple GiitemaBe

Um weitere Typ I-Fehlerkonzepte und GiitemaBe kompakt darstellen zu konnen, fithren wir zu-

nichst die folgenden summarischen Zufallsgroen ein.

Bezeichnungen 1.32
Seien das multiple Testproblem (2, A, P, H) und der multiple Test p = (p;,i € I ={1,...,m})
fiir H = (H;,i € I) fest vorgegeben. Dann bezeichnen

a) m die Anzahl aller zu priifender Hypothesen,
mo = mo (V) die Anzahl wahrer Nullhypothesen in H,
my = mq(¥) = m — mo(¥) die Anzahl falscher Nullhypothesen in H.

m
b) R(V) = Z ; die (zufdllige) Anzahl verworfener Hypothesen.
=1

c) V()= Z ; die (zufdllige) Anzahl filschlicherweise verworfener Hypothesen,
i€lp(9)
S(¥) = Z ; die (zufdllige) Anzahl korrekterweise verworfener Hypothesen,

i€l (9)
also V(9) + S(9) = R(V).

Zusammenfassend.:
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Testentscheidung

Hypothesen 0 1
wahr mo—V(9) V() | me(¥)
falsch mip—S)  S) | mi(Y)
m— R(¥) R(9) m

Tabelle 1.1: Summarische Gréen einer multiplen Testprozedur

Anmerkung:
(i) Von den GroBen in Tableau [L1lsind in der Praxis nur m und R(1}) beobachtbar.
(i) FWER(p) = supyece Py(V(9) > 0).

Definition 1.33 (Hochberg and Tamhane, |1987)
Seien das multiple Testproblem (0, A, P, H) und der multiple Test p = (p;,1 € I) fiir H =
(H;,i € I) fest vorgegeben.

a) Die Per Family Error Rate (PFER) von o fiir gegebenes ¥ € © ist definiert als PFERy(p) =
Ey[V(9)]-

b) Die Per Comparison Error Rate (PCER) von o fiir gegebenes v € © ist definiert als
PCERy(¢) = Ey[V (9)]/m.

Anmerkung:

(i) Die Begriffe in Definition [L.33] sind nicht allgemeine Konvention. Insbesondere die Bezei-
chung ,,PFER ist umstritten, da Ey [V ()] nicht notwendigerweise in [0, 1] liegt. Alternativ
werden ,,Expected Number of False Rejections (ENFR)* fiir die PFER und ,.Expected Error
Rate (EER)* fiir die PCER verwendet.

(ii) Mehr zu den GroBen in Definition vgl. Aufgabe 3 von Ubungsblatt 1.

Speziell fiir extrem hochdimensionale Probleme wie in der Genetik, bei Proteomanalysen oder in
der Kosmologie wird die Kontrolle des multiplen Niveaus « héufig als zu restriktiv empfunden,
speziell dann, wenn es sich um explorative Analysen handelt. Daher nun einige ,,aufgeweichte*

Typ I-Fehlerkriterien.

Definition 1.34 (vgl. Hommel and Hoffmann, [1988)
Voraussetzungen wie unter Definition [[.33]
Die k-FWER von o ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, mehr als 0 < k < m wahre Nullhypo-

thesen filschlicherweise zu verwerfen, also

k-FWERg(gO) = ]P’Ig(V(ﬁ) > /{?)
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Definition 1.35 (vgl. Benjamini and Hochberg (1995), |Storey, 2002a)
Voraussetzungen wie unter Definition

a) Die Zufallsvariable

V(v)
R(W)V1
heifit die False Discovery Proportion (FDP) von .

FDPy(p) =

b) Die False Discovery Rate (FDR) von o ist definiert als der erwartete Anteil von Typ I-

Fehlern unter allen Verwerfungen von o, also

FDRy(p) = Eg[FDPy(y)].

c) Die positive False Discovery Rate (pFDR) von o ist definiert durch

PFDRy(p) = Ey [%‘ R(9) > 0} .

Anmerkung:
(i) Die pFDR ist nur im Bayesianischen Kontext sinnvoll interpretierbar.
(i)) FDP, FDR, pFDR und verwandte Grofien spielen in Kapitel [S/die Hauptrollen.

Zur vollstandigen Bewertung und zum Vergleich multipler Tests brauchen wir noch geeignete Typ

[I-Fehlerkonzepte bzw. Giitemale. Analog zu Definition starten wir komponentenweise.

Definition 1.36
Sei (2, A, P, H) ein endliches multiples Testproblem und ® = {¢ : Q — {0, 1}" messbar} die
Menge aller zugehérigen multiplen Tests. Seien V) = (Lpz(l),z' € I) und p = (gpl(?),z‘ el

zwei multiple Tests aus © zum allgemeinen lokalen Niveau o € (0, 1). Dann heifst

(a) go(l) in der j-ten Komponente nicht schlechter als gp(Q), falls

1 _ 1) > [[1779(90(.2) =1). (1.4)

VﬁGKJ‘ :]P’g((pj j

(b) oY) komponentenweise nicht schlechter als 0@, falls (L4) fiir alle j € I gilt.

(c) Lp(l) in der j-ten Komponente besser als @(2), falls Lp(l) in der j-ten Komponente nicht
schlechter als 30(2) ist und 39" € K; : Pg*(go§1) =1) > Pg*(gpgg) =1).
(d) go(l) komponentenweise besser als gp(Q), falls gp(l) in jeder Komponente j € I besser als

@(2) ist.

Definition 1.37 (multiple GiitemaBe, vgl. Maurer and Mellein, [1988)
Sei o = (pi,1 € I) ein multipler Test fiir (2, A, P, H) und 9 € © derart, dass I, () # 0 gilt.

Dann bezeichnet
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(a)

SGy: | K — [0,1]
el

9 = Py( () {pi=1})

i€l (V)
die simultane Giite (,,total power*) von .
(b)

EGgo . U Kz — RZO
iel
0 = Ey[S(V)]
die erwartete Anzahl korrekterweise von  verworfener Hypothesen.
(c)
MEG, : | JK; — [0,1]
i€l
¥ = Ey[S()]/m1 ()
den erwarteten Anteil korrekterweise von @ verworfener Hypothesen.

Anmerkung: Falls ¢(!) € ® komponentenweise besser ist als ¢(2) € ®, so ist die simultane Giite

von () nicht notwendigerweise groBer als die von ().
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Kapitel 2
Das Konzept der p-Werte

Viele gidngige multiple Testverfahren lassen sich kompakt mit Hilfe sogenannter ,,p-Werte* p; fiir
die einzelnen Hypothesenpaare H; vs. K;, 1 € I, darstellen. Deswegen schieben wir dieses kurze
Kapitel ein, das noch einmal einen Aspekt der ,,gewohnlichen®, eindimensionalen Testtheorie zum

Thema hat.

Definition 2.1 (p-Wert)

Sei (Q, A, (Py)geo) ein statistisches Modell und sei o ein Test fiir das Hypothesenpaar () #
H C O versus K = O\ H, der auf einer Priifgroffe T : Q@ — R basiert. ¢ sei charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichen I',, C R fiir jedes Signifikanzniveau o € (0, 1), so dass
o(x) =1 <= T(x) € Ty, fiirx € Q gilt. Dann ist der p-Wert einer Realisierung = € Q beziiglich
@ definiert als

po(x) = inf P (T(X) € T'y),
oa) = nt  PT(X) €Ty

wobei das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P* so gewdhlt ist, dass
P*(T(X) € Fa) = sup Pﬁ(T(X) € Pa)
veH

gilt, falls H eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 2.2

(i) Falls H einelementig (,einfach”) und Py = Py, ein stetiges Wahrscheinlichkeitsma3 ist,
so gilt (in aller Regel)
Po(x) = inf{a : T'(z) € Ty}

(ii) p-Werte werden hdufig auch als ,,beobachtete Signifikanzniveaus‘ bezeichnet.

(iii) Als Wahrscheinlichkeitsausdriicke liegen p-Werte stets in [0, 1], unabhdingig vom Wertebe-
reich von T'. Das erleichtert die Bearbeitung von multiplen Testproblemen mit unterschied-

lichen Messskalen fiir die Einzeltests iiber p-Werte.
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(iv) Sei Q™1 der Urbildraum von X. Die Abbildung p,(X) : Q71 — [0,1],w — py(X(w)),
ldsst sich als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch iiblicherweise mit Klein-
buchstabe bezeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahrscheinlichkeitsmaflen vor-
zubeugen. Es muss also hdufig aus dem Kontext heraus interpretiert werden, ob p, = p

einen realisierten Wert aus [0, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 2.3
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1 sei die Teststatistik T'(X) derart, dass die Monoto-
niebedingung

Vo € H: V) € K :Ve € R : Py, (T(X) > ¢) < Py, (T(X) > ¢) 2.1)

gilt. Dann heifst  ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls fiir alle o € (0, 1)

eine Konstante c,, existiert, so dass

Bemerkung 2.4

(a) Die Monotoniebedingung (2.1) wird héiufig so umschrieben, dass , die Teststatistik unter

Alternativen zu grofieren Werten neigt .

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehorigen Ablehnbereiche sind gegeben

als Ty, = (cq, 00).

(c) Die Konstanten c,, werden in der Praxis bestimmt iiber c,, = inf{c € R : P*(T'(X) > ¢) <
a} mit P* wie in Definition (,,am Rande der Nullhypothese*). Ist H einelementig und
Py stetig, so gilt co = Fp (1 — a), wobei Fr die Verteilungsfunktion von T(X) unter H

bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: Unter (leicht verschdirftem)

(2.1) ist ein Test vom N-P Typ gleichmdif3ig (iiber alle ¥, € K ) bester Test fiir H versus K.

Lemma 2.5
Sei ¢ ein Test vom N-P Typ und P* unabhdiingig von o. Dann gilt fiir die Berechnung des p-Wertes

einer Realisierung x € () beziiglich o, dass
po(x) =P (T(X) > t*) mit t*:=T(x).

Beweis: Die Ablehnbereiche I', = (c4,00) sind geschachtelt. Demnach wird inf{a : T'(x) €
Iy} offensichtlich in [t*, c0) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt
ferner P*(T'(X) € [t*,00)) = P*(T'(X) > t*). [ |
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Anmerkung: Ist H einelementig, Py stetig und ¢ vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen
aus Bemerkung 2.4lund Lemma2.3] fiir alle z € 2, dass p,(z) = 1 — Fr(t*).

Satz 2.6 (Testen mit dem p-Wert)
Sei o € (0,1) ein fest vorgegebenes Signifikanzniveau und P* stetig.Dann gilt die Dualitcit

p(@) = 1 <= p,(a) < a.

Nur fiir Tests vom N-P Typ. Da die Funktion ¢ — P*(T'(X) > t*) monoton fallend in ¢ ist und
aufgrund der Konstruktion von ¢, (siehe2.4lc) P*(T'(X) > ¢,) < asowie firalle R 5 ¢ < ¢, :
P*(T(X) > ¢) > « gelten muss, ist p,(x) < « gleichbedeutend mit t* > ¢,. Das fiihrt bei einem
Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung von H. |

Bemerkung 2.7

(i) Der Vorteil von p-Werten fiir das Testen ist, dass sie unabhdngig von einem a priori festge-
setzten Signifikanzniveau o ausgerechnet werden konnen. Dies ist der Grund, warum alle
gdngigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests iiber die Berechnung von
p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Probleme, da man mit
dieser Art des Testens tricksen kann. Hdlt man sich ndmlich nicht an die gute statistische
Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschlieflich des Signifikanzniveaus!)
vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchung erliegen, o erst a poste-
riori (nach Durchfiihrung des Experimentes und Anschauen des resultierenden p-Wertes) zu
setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommen. Deswegen lehnen viele

Statistiker die in Satz[2.61 gezeigte Art des Testens strikt ab.

(ii) Die Interpretation des p-Wertes ist zu bedenken. Der p-Wert gibt eine Antwort auf die Frage:
,» Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass die Nullhypothese stimmt?“
und nicht auf die Frage ,, Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese wahr ist, gegeben
die gemessenen Daten?*, obschon letztere Frage manchmal interessanter erscheinen mag

und Praktiker ab und an dazu tendieren, den p-Wert dahingehend umzudeuten.

Satz 2.8
Ist unter den Voraussetzungen von Definition 2.1 H einelementig, Py stetig und o ein Test vom

N-P Typ, so folgt
Pp(X) ~ UNI([0,1]).

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Prinzip der Quantilstransformation (vgl. Wahrscheinlichkeits-
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theorie), denn fiir ¢ € [0, 1] gilt

Pu(pp(X) <t) = Pu(l-Fr(T(X)) <t)
= Pu(Fr(T(X)) 21-1)
_ PU1—t) =1 -PU <1—1)

= 1-(1-t) =t

wobei U eine UNI([0, 1])-verteilte Zufallsvariable bezeichnet. [

Anmerkung:

(i) Unbedingt gilt, dass p,,(X) stochastisch nicht kleiner als eine auf [0, 1] gleichverteilte Zu-
fallsvariable ist, also Vi) € H : Py(p,(X) <t) <t,t€0,1].

(i) Da fiir viele in der statistischen Praxis angewendeten Modelle die Voraussetzungen von
Satz 2.8 erfiillt sind, kénnen im Rahmen eines multiplen Testproblems heterogene Einzel-
Testprobleme H; versus K;, ¢ € I, elegant mit Hilfe von p-Werten p;, ¢ € I, einheitlich

statistisch behandelt werden.

Bemerkung 2.9 (Resampling-basierte Schitzung von p-Werten)

Oftmals konnen selbst unter der Nullhypothese keine exakten Verteilungseigenschaften von T'(X)
bestimmt werden. Der p-Wert p,(x) wird in solchen Fillen mit Hilfe von Computersimulationen
unter Verwendung sogenannter Resamplingverfahren approximiert. Fiir Zweistichprobenproble-
me sind typischerwesie Permutationstests geeignete Werkzeuge datfiir. In Einstichprobenproblemen
wird gerne das sogenannte Bootstrapverfahren (B. Efron) verwendet (Miinchhausen-Methode der
Statistik).

Betrachten wir zur Illustration den parametrischen Einstichproben-Bootstrap fiir Lageprobleme.
Dazu sei (R,B(R), (Py)scocr) ein parametrisches statistisches Modell und (Py)gco derart,
dass fiir je zwei Parameter V1 # 99 aus © die zugehirigen Verteilungsfunktionen die Gleichung
Fy,(x — ¥1) = Fy,(x — 92) fiir alle x € R erfiillen. Uber die genaue Gestalt von F sei nur
bekannt, dass Py fiir alle 9 € © eine endliche Varianz ungleich Null habe. Zu testen sei das Hy-
pothesenpaar H : {9 = 0} versus K : {0 > 0}.

Ohne Beweis und Herleitung ergibt sich dann das folgende Resamplingschema zur Schétzung ei-

nes p-Wertes.
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Resamplingschema:

(A) Erhebe eine Zufallsstichprobe vom Umfang n mit X1, ..., X, i.i.d. ~ X.

(B) Bilde die Teststatistik T, = X,, = n~! 2?21 X, der Originalvariablen
X,...,X,.

(C) Generiere durch Ziehen mit Zuriicklegen B ,,bootstrap Datensdtze
(XT oy X2 )b=1,....8- Eswird also fiiralle1 <i <n,1 <b< B

X7y, zufillig (gleichverteilt) aus { X1, ..., X, } gezogen.

(D) Berechne fiirb=1,..., B die , bootstrap Teststatistiken
Top = /727 - (X5 = Xn).

(E) Ermittle den approximativen p-Wert fiir das Testproblem H versus K beruhend auf der
Stichprobe X1, ..., X, als

:|{Tﬁb:z%b:>1%}y+1
B+1 '

p(x)

Damit der Nenner B + 1 in der Approximation glatt wird und um somit eine moglichst rundungs-
fehlerfreie Schatzung des p-Wertes zu erhalten, sind B = 999, B = 4999 oder B = 9999 beliebte
Wahlen fiir die Simulationsanzahl B.

Heuristische Herleitung des obigen Resamplingschemas:

Nach zentralem Grenzwertsatz (ZGWS) folgt (Fx hinreichend glatt), dass

c <M) . N(0,1),

ag n—oo
wobei ;i = E[X] und 0® = Var(X). Dies gilt nach Slutsky auch noch, falls o ersetzt wird durch
V2 mit Vy = (n— 1)1 (X, — X)2

Wenden wir den ZGWS nun auf eine bootstrap Stichprobe X7 ,, ..., X" , an, so ergibt sich
Vvn (X* b~ E[be]>
c o : — N(0,1).
Var(X;,) e

Man zeigt leicht, dass E[X7 ] = X, und Var(X7,) = nTIS (X — Xp)? = (n— 1)V, /n.
Also haben unter 1 = 0 die Statistiken
VX, V0 (X2 - %)

1/2 “1.,1/2
V% nnl n/

die gleiche Limesverteilung. ,, Kiirzen“ von \/n und an /2 rechtfertigt nun den Vergleich von T, =

XoundTpp = /725 - (X;b - X).
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Bemerkung 2.10

Beruht ein multipler Test o = (p;,1 € I) auf p-Werten p;, i € I fiir die einzelnen Hypothesenpaare
H; versus K;, i € I, so ist @ ein multipler Test zum allgemeinen lokalen Niveau o, falls p;(x) =
1 < pi(z) < afiiralle i € I (folgt direkt aus Satz[2.6)).
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Kapitel 3

Simultan verwerfende multiple

Testprozeduren

3.1 Allgemeine Theorie und der erweiterte Korrespondenzsatz

Simultane Testprozeduren werden in einem Schritt durchgefiihrt, d.h. die Uberpriifung einer Hy-
pothese hingt nicht vom Testergebnis bereits iiberpriifter Hypothesen ab = ,,simultan* (englisch:
single-step test). Fiir jeden Einzeltest ;,7 € I, wird derselbe kritische Wert zum Vergleich mit
dem realisierten Wert einer Teststatistik 75, ¢ € I, verwendet. Leider ist dies noch keine mathema-

tische Definition eines Simultantests.

Hochberg and Tamhane (1987):

» Ein Simultantest ist] characterized by a collection of test statistics Z;,7 € I, and a common

critical constant £ such that the procedure rejects H; if Z; > &, 1 € 1.

Mit Z; := ¢;(X),i € I und £ = 0 wire dann aber jeder multiple Test ¢ = (g;,7 € I) ein
Simultantest.

Wir folgen der Theorie von|Gabriel (1969). Hierbei wird £ = c,, so bestimmt, dass der zum Testen
der Globalhypthese Hy = ()
(0, 1) einhilt. Unter gewissen Annahmen an die Struktur von 7 und die Teststatistiken {7;,7 € I}

;e Hi verwendete Test ein vorgegebenes Signifikanzniveau o €

liefert dies einen Test zum multiplen Niveau a.

Definition 3.1

Gegeben sei ein multiples Testproblem (2, A, P, H = {H;,i € I* := {0,1,...,m}}) und ein
multipler Test ¢ = (¢;,i € I*) fiir (Q, A, P, H) basierend auf Teststatistiken T;,i € I*, die
(im Sinne der Monotoniebedingung (2.1)) aus Definition[2.3) unter der Alternative K; zu grof3eren

Werten tendieren als unter H;. Dann heif3t
1. (H,T)mitT = {T;,i € I*} eine Testfamilie.
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2. ¢ = (pi,i € I*) eine simultan verwerfende Testprozedur, falls

1, falls T; > cq,
Yi =
0, falls T; <cqy, wobei

Vi € Ho : Py ({po = 1}) =Py ({To > ca}) < a. (3.1)
Anmerkung:

(i) Oft ist man gar nicht daran interessiert, die Globalhypothese Hj zu testen. Sie wird nur

hilfsmiBig zu H hinzugenommen, um c,, festzulegen.

(i) Im Folgenden wird es darum gehen, Strukturannahmen herauszuarbeiten, sodass der durch

(3.I) bestimmte multiple Test ¢ ein Test zum multiplen Niveau c ist.

Definition 3.2

(a) Eine Testfamilie (H,T ) heifst monoton, falls fiir alle i,j € I* mit H; C H; und fiir alle
x € Qgilt: Ti(z) > Tj(x).

(b) (H,T) heifit streng monoton, falls fiir alle Nicht-Elementarhypothesen H; und fiir jedes
r € Qgilt: Ti(r) = max;.g,cm,; Tj(z)

(c) (H,T) heipt gemeinsam, falls¥J C I V9 € )
{T;,5 € J} dieselbe ist.

e Hj die gemeinsame Verteilung von

(d) (H,T) heifit abgeschlossen, falls H durchschnittsabgeschlossen ist.

Bemerkung 3.3

(i) Die Monotoniebedingung (a) kann zu ,, u-fast sicher* abgeschwdcht werden, wobei |

ein o-finites, dominierendes May3 ist.

(ii) Obwohl Monotonie im Sinne von (a) sehr restriktiv anmutet, ist sie zum Beispiel er-
fiillt, falls die T;,i € I*, Likelihood-Ratio-Teststatistiken sind (siehe Ubung). Damit ist die
Theorie der Simultantests auf die grofie Klasse der Likelihood-Ratio-basierten Testfamilien

anwendbar.
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Satz 3.4

(a) Eine simultane Testprozedur basierend auf einer Testfamilie (H,T) ist genau dann kohdi-

rent, wenn (H, T ) monoton ist.

(b) Eine simultane Testprozedur basierend auf einer Testfamilie (H, T ) ist genau dann kohdirent

und konsonant, wenn (H,T') streng monoton ist.

Beweis:

zu (a): Seien ¢, j € I* mit H; C H; beliebig, aber fest gewihlt. Dann gilt
VaeeQ:Tix) > Tj(x)
SVae(0,1): {z€Q: Tj(x)>ca} C{re: Ti(z) > ca}
& {pj =1} C{e; =1}
(Fiir die mittlere Aquivalenz muss streng genommen gelten, dass der Wertebereich der 7; durch

{¢a : a € (0,1)} iiberdeckt wird.)

zu (b): Nach Lemmal[L.I8] (b) ist Kohirenz und Konsonanz (gemeinsam) fiquivalent zu:
Vi € I, fiir die H; echte Obermengen in H besitzt, gilt: {¢; =1} = Uj:HpHi{SDj =1}

Dies wiederum ist (bei Simultantests) dquivalent dazu, dass fiir alle « € (0, 1) gilt:

{r eQ: Ti(x) >cu} = U {z eQ: Tj(z) > ca}
j:H;DH;

& Ti(x) = j:gl'%}%[i Tj(x) ()

< (H,T) ist streng monoton.

(Fiir () muss dieselbe Forderung an {c, : o € (0,1)} gestellt werden wie unter dem Beweis zu
(a)). u

Satz 3.5

Sei (H,T) eine Testfamilie und ¢ = ({p;,i € I* = {0,1,...,m}) eine simultane Testprozedur
fiir das multiple Testproblem (0, A, P, H = {H;,i € I*}) basierend auf (H,T).

Es gelte

(a) (H,T) ist monoton
(b) (H,T) ist abgeschlossen oder gemeinsam.

Dann ist o ein multipler Test zum multiplen Niveau « fiir (Q, A, P, H).
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Beweis:
Theorem 2 in|Gabriel (1969). |

Viele Simultantests werden aus simultanen Konfidenzbereichen konstruiert. Daher vor den kon-

kreten Beispielen noch kurz etwas zur Korrespondenz von Tests und Konfidenzbereichen.

Definition 3.6

Gegeben sei ein statistisches Modell (2, A,P = {Py : ¥ € ©}). Dann heifpst C = (C(x) : z € Q)
mit C(z) C OVx € Q eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « fiir
VeB® <=VIecO:Py({zx: C(z)39})>1—a.

Satz 3.7 (Korrespondenzsatz, siehe z.B.Lehmann and Romanao (2005) oder [Witting, [1985)

(a) Liegt fiir jedes ¥ € © ein Test py zum Niveau o vor und wird o = (g, ¥ € ©) gesetzt, so ist
C(p), definiert iiber C(x) = {9 € © : py(x) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen

zum Konfidenzniveau 1 — a.

(b) Ist C eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « und definiert man
© = (w9, ¥ € O)iiber pg(x) = 1 — 1) (), so ist @ ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveau o (und nach Bemerkung [1.30/(d) sogar ein Test zum multiplen Niveau ).

Beweis:
Sowohl in (a) als auch in (b) erhdlt man Vi € © Vax € Q: py(x) =0 <= v € C(x). Also ist

 ein Test zum allgemeinen lokalen Niveau v genau dann, wenn
Vie®: Py({py=0})>1-a
& Voeo: Py({zx: Cx)a9})>1-«
< C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — a.
|

Bemerkung 3.8 (a) Die Dualitit py(x) = 0 < O € C(x) lisst sich schon grafisch veran-

schaulichen, falls Q) und © eindimensional sind.
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0

pox ()

Abbildung 3.1: Dualitit py(z) =0 < 9 € C(x)

(b) Ein einzelner Test o zum Niveau « fiir eine Hypothese H kann interpretiert werden als
(1 — a)-Konfidenzbereich. Setze dazu

o, falls o(x)
K=06\H, falls ¢(x)

0,
L.

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzbereich C(x) einen Test zum Niveau « fiir eine Hypothese
HcCo.
Setze hierzu p(x) = 1 (C(x)), wobei

1, falls AC B,

15(4) =
0, sonst.

fiir beliebige Mengen A und B.

Frage: Lisst sich ein Korrespondenzsatz fiir multiple Tests zum multiplen Niveau « fiir allgemeine

Hypothesensysteme H beweisen?

Satz 3.9 (Erweiterter Korrespondenzsatz, [Finner, [1994)
Sei H = {H;,i € I} eine beliebige Hypothesenfamilie und (Q, A, P, H) ein multiples Testpro-

blem.
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(a) Ist ¢ = (pi,i € I) ein multipler Test zum multiplen Niveau « fiir (2, A, P,’H) und
C(z) = ﬂj:%(x):l K; Ve wobei()cqK;:=0,s0istC:=C(p) = (C(x), z €

Q) eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « fiir 9 € ©.

(b) Liegt eine Familie C = (C(x), x € Q) von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — «
fiir ¥ € © vor und sei p(C) = (p;, i € I) definiert durch p;(z) = 1k, (C(z)) Vz € Q,
Vi€ I, soist p(C) ein Test zum multiplen Niveau « fiir (2, A, P, H).

(c) Ist @ ein Test zum multiplen Niveau « fiir (0, A, P, H) und py := ma(g) p; VI €O
i€l
= (py, ¥ € ©) ist Test zum multiplen Niveau « fiir (2, A, P, O).

(d) Falls (py, V9 € O) ein multipler Test zum multiplen Niveau « fiir (Q, A, P,0O) ist und
© = (@4, © € I) definiert wird iiber p; = 11;11%1 wy Vi€l soistp ein Test zum multiplen
€H;
Niveau « fiir (2, A, P, H).

Beweis: Ubung. |

Anmerkung:
Gilt in Satz speziell H = O, so reduziert sich der erweiterte Korrespondenzsatz wieder zum

,»gewohnlichen“ Korrespondenzsatz [3.7] Unter (a) gilt dann ndmlich zum Beispiel

Cl)= (] Ki= [] O\{v}={9€O: py(x) =0}

Jrpj(@)=1 Pipy=1
3.2 Spezielle Methoden im Kontext der Varianzanalyse

Modell 3.10 (Einfache Varianzanalyse, vgl. Beispiel

Es seien X;; ~ N(ps,02),i = 1,...k,j = 1,...,n;,1; € RVi,0? > 0, Xij stochastisch
unabhdngig und n. :== Zle ng >k >3 (X = (Xij)iz=t,...kyj=1,....n;)-

Mathematisch formal:

(Q, A, P) = (R™B™,P), wobei

:ul]-m
p=In|| ¢ |.o°L (3.2)
Hierbei bezeichnet 1,,;,5 = 1,...,k, einen nj-dimensionalen Vektor aus lauter Einsen und I,

die Einheitsmatrix im R™ >,

In dem Modell sollen (zum multiplen Niveau «) alle paarweisen Mittelwertvergleiche durch-
gefiihrt werden. Es liegen also (g) = k(k — 1)/2 Hypothesenpaare der Form

Hij : {Ml = ,uj} VS. Kij : {Ml 7& ,U,j}, 1<i<y < k 3.3)
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vor. Die Globalhypothese lautet

Hy = ﬂ Hij={p =p2=... = px}
1<i<j<k

Geeignete Teststatistiken zum Priifen der H;; sind gegeben durch

nmj ’71 — Yj‘ 3 .
TA(X) = 1<i< i<k
2 ( ) nz + nj S 9 =1 ] =
mit Xi = — En X; q st > 3 Xy — X;)?
7. — n; il un - n —k ( il z.) .
=1 ) i=1 ¢=1

Beispiel 3.11 (Bonferroni t-Test)
Obwohl streng genommen nach Definition 3.1l kein Simultantest, léisst sich natiirlich fiir das durch
@B2) und B3) gegebene multiple Testprobelm ein Bonferroni-Test 0P durchfiihren. Dieser ist

gegeben als

1, falls ti; > t,_. _
Bonf. ’ ij n.—k;o/(k(k—1))>
Pij f(x) =

0, falls ti; < ty _ka/(k(k—1))

und QP = (P 1 <i < j < k).
Gemdf} Beispiel ist B ein multipler Test zum multiplen Niveau o fiir (0, A, P, H =
{H;;,1 < i < j < k}). Wie bereits in Beispiel [[24 erwcihnt, kann ©B"- sehr konservativ

sein und schlechte Giiteeigenschaften haben.

Anmerkung:

Leider ist (H, 7 ) weder abgeschlossen noch gemeinsam (falls k£ > 3 und nicht alle n; identisch).

Satz 3.12 (Scheffé, [1953)
Unter Modell bezeichne

q
L= Zhja(j) : hjeRVj=1,...,q a(l), . ,a(q) € RF linear unabhdingige Vektoren
j=1

eine Menge von Linearkombinationen (— linearer Unterraum des R* der Dimension q). Eviden-
terweise ist ¢ < k.

Dann gilt fiir alle ;o € RF und o > 0:

Py02) <cT,u € |:CT[J, — \/q\@\r(cTﬂ)qu_,k;a, '+ \/q@r(cTﬂ)qu_k;a] Ve e E>

k2
=1—a, wobei i = (X1.,...,Xp)" und Var(c' 1) = s* E Sy 3.4
— Ny
i=1

33



Wir haben also Vi € R¥ Vo2 > 0 simultane Konfidenzbereiche (Ve € L gleichzeitig) zum
Konfidenzniveau 1 — « fiir den linearen Kontrast ¢’ .

Fiir unser Hypothesensystem H betrachten wir nun speziell den Unterraum
. k
L={(cr,...,cx)T: ch =0}
j=1

der Dimension (k — 1). Die Paarhypothesen H;; lassen sich dann ausdriicken als
Hij : {C%;j) n= O} mit

; L — — T
L3 cuy = (1) ....,0, +'1,0,...,o, ’1,0,..., (]z )7
? J

Dies fiihrt auf den Scheffé-Test.

Beispiel 3.13 (Scheffé-Test)
Unter Modell 310 ist der Scheffé-Test fiir (2, A, P, H) gegeben durch 5"l = (wf;heﬁé,
1<i<j<k)mi

Scheffé N 1, falls F; (.YJ) > Fk*l,n.fk;a
0, falls  Fij(z) < Fy—in—ka

und

ning (T — T;)°

Fij(z) = :
5(@) ni+mn; (k—1)s?

Bemerkung 3.14

(a) Wegen B.4) mit ¢ = k — 1 und dem erweiterten Korrespondenzsatz (b) ist der Scheffé-

Test ein multipler Test zum multiplen Niveau c.

(b) goSCheﬂé ist ein Simultantest, denn fiir die Teststatistik Fy des iiblichen F-Tests fiir die Glo-

balhypothese gilt Iy = sup Fi. sowie Fo ~ Fj_1 5, _} .
cel Ho

(c) Mit den Setzungen H* := H U {Hy} sowie F* := (Fy, Fia, ..., Fy_1y) ist (H*, F*) eine
monotone Testfamilie. Damit ist p* = (o, @fgheﬁé, . gpiihiﬁ; ) nach Satz[3.4(a) kohdrent.

(d) Wegen Iy > maxi<;<j<k Fij ist (H*, F*) nicht streng monoton und ©* daher nach Satz
[3.4(b) nicht konsonant. Es kann also vorkommen, dass Fy > c,, aber Fijj <caV1<i<
7 <k gil

(e) Der Scheffé-Test ist dem Bonferroni t-Test nicht zwingend tiberlegen. Es gilt mitv =n. — k

Scheffé pesser

< tV a
(k=1 Fy 110 k(1)

>1

= ¢

Bonf.
o = besser
ViE(k—1) Y
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beziiglich aller drei Giitemaf3e in Definition Da obige Bedingung unabhdingig von x

ist, kann die bessere Methode schon in der Experimentplanung ausgewdhlt werden.

(f) Umgekehrt betrachtet kann man im Scheffé-Testprinzip ein Beispiel fiir das allgemeine
Vereinigungs-Durchschnitts-Prinzip (union-intersection method, nach|Roy, |1953) zum Tes-

ten einer mehrdimensionalen Hypothese H C R¥ sehen (beim Scheffé-Test: H = H):

(1) Zerlege H in einfachere Hypothesen H,,a € A, so dass H = ﬂaeA H, (N-Prinzip)

(2) Konstruiere Tests @, zum Niveau oy, fiir H,

(3) Konstruiere aus (2) einen Test o fiir H : ¢ = MAX ©q bzw. {p =1} = U {pa =1}

acA
(U-Prinzip)

(4) Wiihle auyc. so, dass o Test zum Niveau c ist, d.h. supye g Py (U e a{a = 1}) < .
Als letzte Beispiele fiir einen Simultantest fir H = (H;j, 1 <14 < j < k) aus Modell 3.10sollen
nun noch der Tukey-Test und verwandte Prozeduren betrachtet werden.
Fiir den original Tukey-Test (siehe Tukey, [1953) ist unter Modell zusitzlich noch ein balan-
ciertes Design, also

Ny =mnog=...=Np =:N 3.5)

notwendig. Der Tukey-Test beruht auf folgender Aquivalenz:

V1<i<j<k:Tj(z)<c) <= max Tjj(x)<c,.

1<i<j<k
Gesucht:  Verteilung von max  Tj;(X)
1<i<j<k
Definition 3.15
Seien Y1, ...,Yy, iid. Zufallsvariablen.
(i) R(Y1,...,Yy) = maxi<;<x Y; — minj<;<y Y; heifst die Spannweiten- (Range-) Statistik

vonYi,..., Y.

(ii) Gilt zusdtzlich Y; ~ N(0,1) und ist S? stochastisch unabhéngig von (Y1,...,Y},) mit
vS? ~ x2 (v € N), so heipt R(Y1/S,...,Y/S) studentisierte Spannweiten- (studentized

range) Statistik von Y1, ..., Yy. Die Verteilung von R(Y1/S,...,Y;/S) mit Parametern k
und v wird mit qy, ,, bezeichnet und ihre Fraktile q, .., sind in Software-Systemen verfiigbar
oder auch z.B. in |Pearson and Hartley (1966) oder |Hochberg and Tamhane (1987) tabel-

liert.

Lemma 3.16
Mit Tpj(X) = V2T;;(X), 1 <i < j <k, gilt unter Modell BI0 mit (3.3), dass

Tii(X) ~ .
| Jnax i (X) 7 dek(n-1)
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Beweis: zur Ubung (einfach!). [

Beispiel 3.17 (Tukey-Test, [Tukey, [1953)

Gegeben sei das multiple Testproblem (0, A, P, H = (H;;, 1 < i < j < k)) aus Modell [3.10l
mit (33). Definiere Tij(x) = /n|T;. — T;|/s fiir € R¥*" und 1 < i < j < k. Dann ist der
Tukey-Test T vkey = (goz;@key, 1 <i<j<k)fiir(Q, A, P, H) definiert durch

Tukey _ L, falls Tl](x) >k k(n—1);05
Pij (z) =

0, fals Tij(x) < Grrmn-1)a-

Bemerkung 3.18

(a) ©T"™eY ist eine simultane Testprozedur, da c, = Tk, k(n—1);a Unter Ho bestimmt wird iiber

)

die Verteilung von maxi<;<j<p Ti;(X).

(b) ke st ein Test zum multiplen Niveau o, denn Y0 # Io(9) C {(1,2),...,(k —1,k)}
glltVﬂ S n(i,j)elo(ﬁ) H'U :

Py V(i) € Io(®) : " V(X) = 0) =Py ((iﬁgzcw)n()c)_ca)

> Pr, < max T;;(X) < Ca>

1<i<j<k

=1-oq. (nach Lemma [3.16))

(c) Betrachtet man wieder H* = H U {Hy} und

1, falls max TZ]('I) > Ak, k(n—1);00

Tukey 1<i<j<k
%o = -
0 alls max T;i(x) < 1)
N[ 1<icj<k zg( ) > Gk k(n—1);00
s0 ist p* = (gpg;Ukey, gpf;key, e gpgflie,f ) wegen Satz 3.4 und der strengen Monotonie von

(H*, T* = (Ty, Tha, - . . ,kal,k)) kohdirent und konsonant.

(d) Gemdfs Satz[3.9(a) sind simultane Konfidenzintervalle fiir alle Differenzen ji; — 5,
1 <i<j <k, gegeben durch: ¥ p € RF Vo? > 0:

— — 1
P(IMUQ) (,ul- S (Xz —Xj_) + —TLSQk’V;a Vi<i<ji< kj) =1-a.

NG

Scheffé

(e) pTekey st besser als ¢ und besser als pP" beziiglich aller drei Giitemafle in Definition

(137
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Beispiel 3.19 (Tukey-Kramer-Test, Tukey (1953), Kramet (1956), Kramert, [1957)

Gilt unter Modell 310 die Annahme balancierten Designs gemdf3 (3.3) nicht, so hiingt die Vertei-
lung von maxi<;<j<k T;j von (n1,...,nk) ab und ist sehr aufwiindig zu berechnen. Man kann
jedoch auch in diesem unbalancierten Fall einen multiplen Test zum multiplen Niveau o konstru-
ieren, der auf qi, mit v = n. — k beruht. Hayter (1984) hat ndmlich eine alte Vermutung von
Kramer aus den 1950er Jahren (Kramern (1956), Kramer, [1957) bewiesen. Er konnte zeigen, dass

Y (ni,...,ng) gilt:

Pu,02) < max T;;(X) < qk,,,;a/\/i> >1—a.

1<i<j<k

Der resultierende Tukey-Kramer Test ist jedoch konservativ, d. h. er schopft im unbalancierten Fall
« in der Regel nicht aus und hat demzufolge auch schlechte Giiteeigenschaften.

Eine andere Moglichkeit zur Bestimmung eines kritischen Wertes liefert die Siddk-Ungleichung.

Lemma 3.20 (Sidék, 1967)
Sind Z, . .., Z, beliebig stochastisch abhéingige, N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen und
S ~ \/v=1x2 stochastisch unabhéingig von Z, . .., Z,, dann gilt fiir ¢; € R beliebig,

1=1,...,r

7z Z 4 z
P(’—;’Sch...,’ d Scr> ZP<M§01,--W‘ 4 §C7’>'

Dabei sind Z1, . . ., Z,, S stochastisch unabhéngig und Z; ~ N(O,1),i=1,...,r.

Definition 3.21
Seien Y1, ...,Y,, S stochastisch unabhdiingige Zufallsvariablen mit Y; ~ N(0,1),4 = 1,...,r
und S ~ \/v=1x2. Dann heif3t die Verteilung von

max |YVZ|
1<i<r S

die ,, studentized maximum modulus “-Verteilung mit Parametern r und v, in Zeichen \m]r,y.

Auch ihre Fraktile |m/|,. .., sind vertafelt oder per Statistiksoftware verfiigbar.

Beispiel 3.22 (GT2-Methode von Hochberg, [Hochberg, [1974)
Unter Modell 310 mit t;; = T;;(z), 1 < i < j < k fiir eine Realisierung x € R™ ist der

GT2-Test von Hochberyg fiir (0, A, P,’H = (H;;, 1 <i < j < k)) definiert durch

@GT2 = (LpgTQ, 1<i<j<k)mit

1, falls tij > |m| k s
¢5T2(x) (2),n.—k,a
0, falls ti; <|m|;

()

n.—k;a
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Satz 3.23
Unter Modell ist 0972 eine simultane Testprozedur zum multiplen Niveau o fiir
(Q,A,P,H = {Hij, 1 < < ] < /{?})

Beweis:

Sei ) # In(¥) C {(1,2),...,(k—1,k)}. Dann gilt V9 € H;j und mit v := n. — k, dass
(3,5)€Io (V)

Py (v (i,5) € To(¥) : ¢ST2(X) = o) =Py (v (i,7) € Lo(9) : Ti5(X) < !m\(g)w>

. . n; | XX, |/o
> Py, (Vl <i<j<k: n’jféj \ S/UJ l/ < |m|(,;)7y;a> =: (x).

Ersetzt man nun die stochastisch abhingigen A (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen

g (X - X5) _
n; +n; o T

durch stochastisch unabhingige Zl-j’s, 1 <i < j <k, so gilt nach Siddk-Ungleichung, dass

o |Zi
$) > Py |VI<i<j<k: < |m| &
(+) °< S/o | |(),u;a

=Py, max 1251 < |m| =: (k).
o \i<i<izk S/o = 7(5) wia

Da die Z;; ~ N(0,1) iid. und stochastisch unabhiingig von S sind und vS?/0? ~ X2 ist, ist nach
Definition [3.21] ~
% ’Zij’ ~ ’m‘ L
1<i<j<k S/o (5).w

und daher () = 1 — «, woraus die Behauptung folgt. |

Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir nun noch den Dunnett-Test zum Vergleich mit einer
Kontrolle.

Anwendungsbeispiele:

- Agrarwissenschaften: Vergleiche verschiedene neue Diingemittel mit

a) altem, bewihrten Diinger bzgl. des Ertrags.
b) Ertrag auf ungediingtem Boden.

c¢) verschiedene chemische Diinger mit einem biologischen.
- Medizin:
a) Vergleiche verschiedene Dosierungen eines Préparates in ihrer Wirkung mit Placebo.
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b) Vergleiche neue Priparate in ihrer Wirkung mit Placebo oder einem etablierten Stan-

dardpréparat.

— ,,Many-to-one* Vergleiche.

Formal ldsst sich dieses Problem beschreiben, indem unter Modell 3.10/das Hypothesensystem H
eingeschriankt wird. Sei also eine der k Gruppen in Modell [3.10]als Kontrollgruppe ausgezeichnet.
0.B.d.A. sei es die fiir ¢ = 1. Wir definieren

H = (I;[Z, 2<1 < ki) mit }NIZ : {MZ = ,U,l} Versus f(l : {MZ 75 ,U,l}. M-1)

Es sind also hier (k — 1) Nullhypothesen zu priifen. Da H C 7 ist, konnte man natiirlich die
bisher besprochenen Verfahren fiir Paarvergleiche auch dazu benutzen, einen multiplen Test zum
multiplen Niveau « fiir (€2, A, 73,7:[) durchzufiihren. Dieses Vorgehen wire jedoch (insbesondere
fiir groflere Werte von k) extrem konservativ. Daher diskutieren wir ein spezielles Verfahren, das
von Dunnett (Dunnett (1955) bzw. Dunnett, [1964). Wir beschrinken uns auf balancierte Designs
gemil (3.3). Das Konstruktionsprinzip folgt dem des Tukey-Tests.

Bezeichnungen 3.24
Unter Modell 3. 10 mit (3.3) wird die Verteilung von

max <" X — X1.|
2<i<k \ 2 S

mit |d|j_1, k(n—1) bezeichnet. Ihre Fraktile sind in den Arbeiten von Dunnett (Dunnett (1955) bzw.
Dunnett, [1964) tabelliert.

Anmerkung:

X, - X
\/ngl ;IJZ t, mit v = k(n — 1) Freiheitsgraden ,7 = 2, ... k.

Beispiel 3.25 (,,Many-one t-Test* von Dunnett)
Gegeben sei das multiple Testproblem (0, A, P,H) mit (0, A, P) wie in Modell 310 mit (3.3) und
7:( gemiif3 m Dann heif3t SDDunnett — (szDunnett, o ’@kDunnett) mit

ppumen_ | L fall /2 BB s dl i,
(2 = =

0, falls +/n/2 7‘“3331" < |dlk-1,005
v:i=k(n—1),i=2,...,k Many-one t-Test.

Bemerkung 3.26

Dunnett

(a) © ist eine simultane Testprozedur zum multiplen Niveau o (Beweis analog zu[3.18]).
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(b) Wie 50¢ ynd o7 Y kann auch ©Pv"% zum Testen allgemeiner linearer Kontraste

benutzt werden.

(c) Mit P mmelt .= maxgc;<p @PUmmett jst (phurnett . ,cka unnett) kohdrent und konso-

nant, da die zugehorige Testfamilie streng monoton ist.
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Kapitel 4

Mehrschrittige multiple Testprozeduren

(zum multiplen Niveau)

Im Gegensatz zu den in Kapitel 3] betrachteten Simultantests zeichnen sich mehrschrittige Verfah-
ren (schrittweise verwerfende multiple Tests, englisch: stepwise (rejective) multiple tests) dadurch

aus, dass

a) die Entscheidung iiber eine Hypothese H; durch die Hintereinanderausfithrung von Tests
gewonnen wird und somit die Uberpriifung jeder einzelnen Hypothese abhingig vom Test-

ergebnis bereits iiberpriifter Hypothesen ist.

b) die verwendeten Einzeltestes im Allgemeinen nicht den selben (unter der Globalhypothese

ermittelten) kritischen Wert verwenden.

Schrittweise verwertete multiple Tests sind hidufig Verbesserungen von Simultantests (siehe Ab-
schnitt 4.3) und bauen auf diesen auf (vermittels des in Satz[1.29] diskutierten Abschlussprinzips).
Um die kritischen Werte fiir die Einzeltests unabhéngig von speziellen Verteilungsannahmen an-
geben zu konnen, werden schrittweise verwerfende Testprozeduren gerne mit Hilfe von p-Werten

pi,t € I fiir die marginalen Testprobleme H; vs. K;,i € I, formuliert.

Erinnerung 4.1 (an Kapitel 2)
Sei (0, A, P,H = (H;,i € I) ein multiples Testproblem.

a) Ist H; einelementig (i € I), Py, stetig, und liegt ; eine Teststatistik T;(x) zu Grunde, die
unter der Alternative K; zu grofieren Werten tendiert als unter H;, so bezeichnet p;(z) =
1—F;(t}) mit x € S, wobei F; : die zu Py, gehorige Verteilungsfunkion von T;, t7 = Tj(x),

den p-Wert von x beziiglich des marginalen Testproblems H; versus K;.
b) pi(x) ist eine monoton fallende Funktion von t;.
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c¢) Unter den Annahmen von Teil a) ist die Zufallsvariable p;( X ) unter H; gleichverteilt (recht-
eckverteilt) auf dem Intervall [0, 1]. Ist H; zusammengesetzt oder Py, nicht stetig, so ist
pi(z) stochastisch nicht kleiner als UNI[0,1]

d) Ein Test ¢; zum Niveau « fiir H; versus K; ist gegeben durch p;(x) = 1 < pi(x) < a.

4.1 Historische Beispiele

Beispiel 4.2 (LSD-Methode von [Fisher (1935), Section 24)

Die Least-Significant-Difference (LSD)-Methode ist ein zweischrittiger multipler Test. Er geht auf
Fisher (1935, The Design of Experiments) zuriick und ist einer der ersten schrittweisen multiplen
Tests. Obwohl die LSD-Methode auf jedes experimentelle Design mit (ausschlieflich) festen Ef-
fekten sowie auch auf multiple lineare Regressionsmodelle angewendet werden kann, stellen wie
sie hier anhand von Modell 3. 10l (alle Paarvergleiche im einfaktoriellen ANOVA-Design) dar. Be-
trachte also unter dem statistischen Modell (3.2) das Hypothesensystem

H={Hy,1<i<j<k}

mit
Hij o {pi =} 1 <i<j<k
sowie
M =HU{Ho}mitHy= ()| Hy={m=p2= - =m}
1<i<j<k

Dann ist der (o-)Least-Significant-Difference-Test von Fisher o3P fiir H* gegeben durch

LSD LSD _LSD  LSD LSD  _LSD ,
e = (pg” 00T 1 s 00T R g) mit
1 >
k E ni(fz —Z )2
o9 (x) = iy Fi-1ya p,wobeiv=n —k
> E (wij—%:.)
1=1j=1
0 <
1 >
LSD(, .\ _ [ninj  |%.-%; ]
und Pij (x) - ni+rJLj ’ s : tl/,% 1<i<y < k
0 <
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Bemerkung 4.3

a)

b)

Satz 4.4 (Eigenschaften von ¢

Prinzipiell (fiir allgemeinere Kontraste) lisst sich die LSD-Vorgehensweise wie folgt cha-

rakterisieren:

1.Stufe: Teste die Globalhypothese Hy mit einem geeignetem F'-Test zum Niveau . Falls
dieser nicht verwirft, lehne keine einzige Hypthese aus H* ab und beende die Analyse.
Anderenfalls gehe zur 2. Stufe iiber.

2.8tufe: Teste jede Paarhypothese H;j,1 < i < j < k mit einem geeignetem t-Test zum
Niveau o. H;j wird also genau dann abgelehnt, wenn die zum Testen von H, verwendete

F'-Statistik Iy und die t-Statistik t;; (zum Niveau o) signifikant grof3 sind.

oS hat seinem Namen daher, dass auf der zweiten Stufe der kritische Wert ly.aj2 ver-
wendet wird. Dies ist der kleinste Wert (least value), den eine Mittelwertsdifferenz (fiir sich
genommen) tiberschreiten muss, um als signifikant grof3 zu gelten. Im Gegensatz dazu wird
die Tukey-Methode auch als , wholly significant difference test“ oder als ,, honestly signi-
ficant difference test* bezeichnet, da hierbei Signifikanz beziiglich der ganzen Gruppe von

Mittelwertdifferenzen gefordert wird.

LSD)

Es gilt:

a)

b)

c)

d)

e)

oD st ein Test zum globalen Niveau cv.

Fiir k = 3 ist o™5P ein Test zum multiplen Niveau ov.

Fiir k > 3 ist oSP kein Test zum multiplen Niveau c.

©LSD st kohiirent.

©LSD st nicht konsonant.

Beweis: a) und b): Ubung!

zuc): Sei0.B.d.A. k = 4 und bezeichne ¥ = (ji,0?) mit i = (u1,...,ps)". Wegen der Stetig-

keit der F'-Verteilung existiert ein 19* mit den folgenden Eigenschaften:

(i) p1 = po, (i) pg = pg, (ii) Pﬁ*(gpoLSD =0) < a(l —a)firae (0,1).
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Dann gilt:

Py-(p5°" - 157 = 0 A @7 - 577 = 0)

=Py (05 =0 v (p§P =1 A pI5P =0 A o5 =0))
=0) + Py (0§ =1 A pI5P =0 A 5P =0)
< Py (pf%P = 0) + Py (015 =0 A o577 = 0)

= Py (p55P = 0) + Py (15 P = 0) - Py (055 P = 0)

<al-a)+(1—-a)P=1-a
(iid)
zu d): Trivial, da fiir alle 1 < ¢ < j < k die Globalhypothese H die einzige Teilmenge von H;;

in ‘H* ist und nach Konstruktion H;; nur abgelehnt werden kann, falls apOLS D — 1 jst.

zu e): Der Beweis kann iiber die Dualitit von Konfidenzbereichen und statistischen Tests gefiihrt
werden. Dann ist zu zeigen, dass es Punkte auferhalb des (1 — «)-Konfidenzbereiches zu
Fy, aber innerhalb der (1 — «)-Konfidenzbereiche zu den T;; gibt. Dies ist wahr, wie die

folgende Skizze suggeriert (Quadrat und Kreis um (f1;, f)):

Hj

g

Beispiel 4.5 (Muliple-Range-Test vonNewman (1939) und Keuls, [1952)

Wir betrachten wieder Modell mit balanciertem Design und dem multiplen Testproblem
(2, A, P,’H*). Bezeichne Ty < Tjg) < --+ < T die Orderstatistiken der Stichprobenmittel
und piy), - - . , k) die zugehorigen, entsprechend umsortierten Erwartungswerte. Definiere

S

Cj = qj7k(n—1);a : \/ﬁ fur] = 2’ s >k:

mit G (n—1);a Wie in Definition
Dann ldsst sich der Multiple-Range-Test von Newman und Keuls (MRNK-Test) wie folgt beschrei-

ben:
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L. Schritt: Falls Ty — Ty < cx, so akzeptiere Hy : {jiy = pz = --- = i} und beende die
Analyse. Anderenfalls gehe zum 2.Schritt.

2. Schritt:

(i) Falls Z,_q — Ty < ck—1, so schlussfolgere py = -+ = pg_y) und untersuche
diese Gruppe nicht weiter. Ansonsten spalte diese Gruppe in zwei Gruppen mit jeweils

(k — 2) Mittelwerten auf und gehe zum 3. Schritt.
(ii) Analog zu (i), aber unter der Verwendung von T — Z[g)-

j-ter Schritt (3 < j < k — 1): Vergleiche alle verbliebenen Mittelwertdifferenzen Ty — Ty

wobei j1 — jo = k — j gilt, mit cj,_j41 und fille Entscheidungen wie oben.

Das Verfahren endet (spdtestens) nach Abarbeiten des (k — 1)-ten Schrittes bzw. friiher, falls in
einem Schritt j mit 1 < j < k — 1 keine signifikant grofse Mittelwertdifferenz mehr aufgetreten ist.

Bemerkung 4.6

a) Der MRNK-Test ist (hinsichtlich Giite) eine Verbesserung des Tukey-Tests. Die Differenz
von zwei Mittelwerten wird ndmlich als signifikant grof3 beurteilt, wenn die Spannweite von
je £ Mittelwerten , die diese beiden enthalten, (zum Niveau o) signifikant grof ist fiir jedes
¢ = 2,...,k. Beim Tukey -Test (vgl. Beispiel [3.17) wird nur der Paarvergleich durchge-
fiihrt, dieser allerdings zu einem (konservativen) Signifikanzniveau, das dem Vergleich von

k Mittelwerten entspricht.
b) Der MRNK-Test ist kohdrent nach Konstruktion, aber im Allgemeinen nicht konsonant.

c) Der MRNK-Test ist ein Test zum globalen Niveau «, aber nicht zum multiplen Niveau « fiir
k > 3 (,,Reparatur* folgt in Abschnitt4.3).

Anwendung 4.7 (Durchfithrung des MRNK-Tests)
Seik=n=>5(=k(n—1):=v=20), a =0,05 s/v/n=1.2 sowie

T =20,7; To = 17,0; 3 = 16,1; 74 = 21,1 und T5. = 26, 5.

Gerundete kritische Werte:

4 2 3 4 5
qe20:005 | 30|36 |40]42
Qv ﬁ 3,6 4,3 | 48 | 51

Bei der Durchfiihrung des MRNK-Tests ist es hilfreich, sich als Gedankenstiitze die entsprechend
umsortierten Erwartungswerte in einer Zeile aufzuschreiben und Gruppen mit nicht signifikant

verschiedenen Spannweiten durch Striche zu kennzeichnen.
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Hier:

K3 H2 H1 o R4 W5

1. Schritt ({ = k = 5)

Tjs) — Ty = 26,56 — 16,1 = 10,4 > 5,1 = 2. Schrirt

2.Schritt ({ =k —1=14)
T — Tpg) = 26,5 —17,0=9,5 > 4,8 = 3. Schritt
Tl — ) = 21,1 — 16,1 = 5,0 > 4,8 = 3. Schritt
3. Schritt ({ =k —2=3)
T5) — Ty = 36,5 — 20,7 = 5,8 > 4,3 = 4. Schrirt

Ty — T =21,1-17,0=4,1<4,3 = Strich

Ty — ) =20,7—-16,1 =4,6 > 4,3 = 4. Schritt
4. Schritt ({ =k —3=2)
T(5) — Ty = 26,5 — 21,1 =5,4> 3,6
T — Ty = 17,0 -16,1=10,9 < 3,6

Schlussfolgerung (Testentscheidung):

ps 7wy Vi=1,....,4
ps # py fiiry =1,4,5

Beispiel 4.8 (Bonferroni-Holm-Test, siehe Holm (1977) und [Holm), [1979)
Sei (U, A, P,H ={H;,i € I = {1,...,m}}) ein (beliebiges) endliches multiples Testproblem.
O.B.d A. sei

{i € I : H; ist Elementarhypothese in H} = {1,...,k} mit1 <k <m.

Fiir jedes marginale Testproblem H; versus K;,i € {1,...,k}, sei ein p-Wert p; verfiigbar. Be-

zeichne ppp < ppg) < -+ < pp die Orderstatistiken dieser k p-Werte und Hyy), ..., Hy,) die
entsprechend umsortierten Elementarhypothesen von H. Setze fiiri € {1,...,k} =: I
afi, falls die p;(X),i € Iy, beliebig stochastisch abhhiingig sind (Fall I)
o; =

1—(1—a)Y*, falls die p;(X),i € I, stochastisch unabhingig sind (Fall IT)
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Dann lehnt der zugehorige Bonferroni-Holm Test 0PH (genau) die Elementarhypothesen
Hyy, ..., Hyx) ab, wobei

it =max{i € Iy :pj) <41 Vi =1,...,i}.

Fiir die Schnitthypothesen Hy, 0 € I\ I} gilt: Hy wird genau dann abgelehnt, falls mindestens

eine der zur Schnittbildung herangezogenen Elementarhypothesen verworfen wird.

Bemerkung 4.9 ) Die Testvorschrift von pPH (fiir die Elementarhypothesen) ldsst sich gut

anhand eines Ablaufdiagramms illustrieren:
Start Nichtablehnung von . .. und STOP

P < ag nein H[l}’ s aH[k}

Jja = Hy] ablehnen!

P < Qg1 nein Hpy, ... Hyy

Jja = H|g] ablehnen!

P < Qk—pr1 nein Hyg, ..., Hy

Jja = H{gjablehnen!

Pl < a nein H[k]

Jja

alle H; ablehnen

b) P ist ein sogenannter step-down Test (vgl. Abschnitt B2), da mit der , signifikantes-
ten“(groften) Teststatistik zu testen begonnen wird und sich ¢®H dann schrittweise, ,,nach

unten* (zu den kleineren Teststatistiken) vorarbeitet.

BH

c) @"" ist nach Konstruktion kohdrent und konsonant.

d) P ist (hinsichtlich Giite) eine gleichmiifige Verbesserung des entsprechenden
Bonferroni- (Fall 1) bzw. Siddk-Tests (Fall II).

Satz 4.10
©BH ist ein multipler Test zum multiplen Niveau o fiir (0, A, P, H= {H;,i € I = {1,...,m}}).
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Beweis (per ,, Nachrechnen*): Seien 0.B.d.A. Hy,..., H, wahr fiir 1 <r < kund
H,y1,..., Hg falsch, d.h.,

796Hlﬂ---ﬂHrﬂKrHﬁ---ﬂKkunddamitIO(ﬂ)ﬂ[k:{1,...,7"}.

Eine wahre Hypothese wird von von ¢ hochstens dann abgelehnt, wenn mindestens ein p; mit
i € {1,...,r} kleiner oder gleich . ist.

Demnach ist

Py(,,irgendein Fehler 1. Art*) < Pﬁ(l%'igrpi < ay) =Py( U {pi <a,})
== 1<i<r

<Y Py(pi < afr) <r% =a, (Fall I)
i=1
=1-Py(Micic,ipi >ar}) =1 = [[(L=Py(pi <)) <1 - (1-0,) =a. (Fallll)
i=1

Beweis (per Abschlussprinzip): Sei H = {H; : J € I} die durch H erzeugte N-abgeschlossene

Hypothesenfamilie mit geeignetem I C 2{*} und mit H; = N e H;. Damit gilt

H DH;y=rcJundHCH.

Definiere ¢ = (¢, J € I) als

1, falls minjej < Q)
p(x) =

0, falls minjes > o).
Dann ist ¢ ein Test zum allgemeinen lokalen Niveau « fiir 7. Der zu ¢ gehorige Abschlusstest ¢

ist definiert iiber

1, fallsVLD J,Lel:op(x)=1,
¢s(x) =
0, sonst.

Seinun O.B.d.A. p1 < --+ < pg und setze ; := @y;}. Dann gilt:

@i:1®VJ€fmiti€J:mi9pjSam
j€
sVre{l,...,k}:VJ € Imiti € Jund |J| :r:mi?pj < a.
j€
Dies folgt aber aus der Testvorschrift von B denn falls p; < ay_; q fiiralled = 1,...,i*, so
gilt offenbar:
Vi=1,...,i%:Vr=1,...,k:VJ €Imiti € Jund |J| =71 :

mianJpj = Pmin{jeJ} < Ok _min{jeJ}+1 < ay,
damin{j € J} <k —r + 1 und ay fallend in £ ist. [ |
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Anmerkung:

Es kann passieren, dass der Abschlusstest Hypothesen H;,7 € I ablehnt, die der Bonferroni-
Holm-Test nicht ablehnt (siche Ubungsaufgabe). Man ,.erkauft* sich also die Konsonanz von @2
mit einer gewissen Konservativitit. Ist H ,komplett”, also gilt |ﬂ| = 2k — 1, so stimmen die

Ergebnisse beider Testprozeduren iiberein.

4.2 Allgemeine Theorie von step-up und step-down Tests

Mehrschrittige Testprozeduren erfordern die Festlegung einer Reihenfolge, in der die zu testenden

Hypothesen abzuarbeiten sind bzw. eine Ordnungsrelation auf .

e In hierarchischen Hypothesensystemen ist diese in natiirlicher Weise vermittels der Ober-

mengenrelation gegeben.

e In nicht-hierarchischen Hypothesensystemen H= (H;,: € I) kann diese Ordnung der H;
vermittels Anordnung der zugehorigen Teststatistiken bzw. p-Werte definiert werden, wie
z.B. beim Bonferroni-Holm-Test (vgl Beispiel 4.8]).

Zwei prinzipielle Teststrategien sind dann ,, step-up‘* und ,, step-down**:

HiNHsN Hg step-down step-up
H{ N Hy Hy N Hg Hs N Hg

| o <

In gréBeren (méchtigeren) Hypothesensystemen besteht auch die Moglichkeit, auf einer mittleren
Hierachieebene zu beginngen und dann - abhingig von getroffenen Testentscheidungen - in step-
up- oder step-down-Sinne weiter zu testen (step-up-down Tests, vgl. auch Kapitel B)). In struk-
turierten Hypothesensystemen spricht man hierbei auch von der ,,focus-level“-Methode (Mans-
mann, Goeman). Andere Unterscheidungskriterien zwischen step-up und step-down konnen iiber
Stoppregeln formuliert werden (Dunnett and Tamhane, [1992). Solche Stoppregeln liefern gleich-

zeitig eine Vorschrift, wie mit Hypothesen verfahren wird, die nicht explizit getestet werden.

Bemerkung 4.11

a) Step-down-Prozeduren stoppen, sobald eine Hypothese nicht verworfen wird. Alle beziiglich
einer festgelegten Ordnung grofleren Hypothesen diirfen ebenfalls nicht abgelehnt werden.
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Speziell in hierarchischen Hypothesensystemen: Wird H; nicht abgelehnt, so stoppt der Test

und alle H; mit H; O Hj; werden ohne weitere Priifung nicht verworfen.

b) Step-up-Prozeduren stoppen, sobald eine Hypothese verworfen wird. Alle beziiglich einer
festgelegten Ordnung kleineren Hypothesen gelten ebenfalls als verworfen. Speziell in hier-
archischen Hypothesensystemen: Wird zum ersten Mal ein H; verworfen, so stoppt der Test

und fiihrt zur Ablehnung aller H; mit H; C H; (ohne weitere Priifung).
Mathematisch formalisiert:

Definition 4.12

Seien (2, A, P, H={H;,i € I ={1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem, (H, <) eine
Ordnungsrelation und ¢ = (p;,i € I) ein (beliebiger) multipler Test fiir (2, A, P, H). Dann
heifit

a) 9P (p) == (p?P,i € I) step-down Prozedur zu o, falls Yz € Q,Vi € I:

SD _ : . _ .
@7 (z) = jGII:II}IIjI-IjHi pj(x) = ' H p;()
]EI:Hjoi

1, falls pj(x)=1Vjel: H; = H;,

= 4.1
0, sonst.
SU( Y o (ASU 5 i T
b) ¢>" (p) = (¢?",i € I) step-up Prozedur zu o, falls Vx € Q,Vi € I
gl @)= max @) = 1- [ (1-w@) (4.2)

jel:H;>H;
IS = jel:H;>H;

0, fallspj(x)=0Vjel:H; = H,,

1, sonst.

Bemerkung 4.13

a) Falls 'H in Definition durchschnittsabgeschlossen, die Ordnungsrelation als Teilmen-

Plep)
der zu p gehirige Abschlusstest (vgl Satz[[.29). Dieser ist kohéirent und ein Test zum multi-

genbeziehung gewdhlt und ¢ ein Test zum allgemeinen lokalen Niveau « ist, so ist ¢

plen Niveau c.

b) U (p) ist komponentenweise nicht kleiner als ¢ (ip).
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c) ©°Y(p) und P () wie in Definition 4 12] sind jeweils kohiirent (Beweis analog zu Satz
[L.29c)).

d) Im Allgemeinen sind weder Y () noch P () konsonant. Zusiitzliche Bedingungen kon-

nen jedoch Konsonanz erzwingen (siehe Bemerkung ).
e) Im Falle dreier Elementarhypothesen H1, Ho, Hs und
H = {Hl,HQ, Hs, HHNHy, HHNHy, HyN Hy, HHN Hy N Hg}

mit Teilmengenordnung (also im Beispiel aus der Einleitung) lassen sich die moglichen

Entscheidungsmuster einer step-down Prozedur wie folgt illustrieren:

0 1 1 1 1 1 1 1 1
000 000 100 110 110 111 111 111 111
000 000 000 000 100 000 100 110 111

2 3 4 6 7 [9]

(O.B.d.A. sei hier HH N Hy C Hy N H3 C HyN Hzund Hy C Hy C Hj gesetzt.)

Konsonanz ist hier nur fiir die Entscheidungsmuster 1,5,8 und 9 erfiillt.

Bemerkung 4.14
Geht man von P () zu @°P = (@P i € I) iiber mit Vo € Q,Vi € I:

o?P(x),  falls BH; € H mit H; C Hj,
¢?P(x),  falls 3H; € H mit H; C Hj,
wobei
1, falls3H; > H;: @fD(x) =1,
0, sonst,
so gilt offensichtlich Vi € I:

{gi?=13= |J {&" =1},
j:HjDHrL'

das heift der ,,abgeschlossene step-down Test* @7 ist kohdirent und konsonant. In dem Tableau
unter Bemerkung H.13 e) werden damit (2) — (1), (3) — (1), (4) — (1), (6) — (1) und
(7) — (5). Man erkennt eindeutig, dass Erzwingung von Konsonanz hier zur Verschlechterung

von 5P hinsichtlich Giite fiihrt.

Hinreichende Bedingungen fiir die Einhaltung des multiplen Niveaus o von step-up (und damit

auch step-down) Tests liefert der folgende Satz.
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Satz 4.15 (Alt, [1988)
Sei (N, A, P, H= {H;,i € I = {1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem mit streng
hierarchischem H. Sei o € (0, 1). Sei p = (4, € I) ein multipler Test fiir (2, A, P, H) mit

m
(1) Py(p; =1) <y VO € H;Viel sowie (ii) o; > 0Vi € I und Zai < a.
=1

Dann ist der step-up Test 0°Y = %Y () ein multipler Test zum multiplen Niveau o fiir
(Q’ '/4? P? H)'

Beweis: Sei 0.B.d.A. Hy C Hy C --+ C Hp,. Sei 0 # Iy(9) = {i*(¥),...,m}. Wegen der
Kohirenz von ¢V () gilt nach Lemma [ I8la(ii) Vo € ©:

Po(efilyy =) =Py( | {e"=1})=Py( |J {¥}¥ =1}) = FWERy(¢"").
JiHj D H;x () J€lo(Y)

Ferner ist nach Konstruktion von gos U(go)

WeO: Pyl =1=Ps( | {ei=1)=Po(|J{wi=1})
JH; D Hx () J=i*

m m

<Y Bo({py =11 <Y aj < a
= o= @

Beispiel 4.16 (zum Abschlussprinzip)
Gegeben sei Modell [3.10 mit k = 3 und dem durchschnittsabgeschlossenen Hypothesensystem
H* = {H12, Hi3, Ha3, Ho}.

a) Testet man Hy mit einem F-Test zum Niveau o und im Fall der Ablehnung von Hg alle
H;;,1 <1 < j < 3 mit t-Tests zum Niveau c, so ist dies der LSD-Test von Fisher und

gemdf3 Abschlussprinzip ein kohdrenter multipler Test zum multiplen Niveau c.

b) Testet man Hy mit dem studentized range-Test zum Niveau o und verfihrt weiter wie unter
a), so ergibt sich der Newman-Keuls-Test. Auch hier folgt multiples Niveau o und Kohdirenz

nach Abschlussprinzip.

¢) Die beiden Verfahren unter a) und b) stehen also in Konkurrenz und es ist bislang nicht

vollstindig gekldrt, in welchen Fillen welches Verfahren besser ist.

Fiir step-down Tests lassen sich allgemeine Konstruktionsprinzipien unter weniger strikten Bedin-

gungen an das Hypothesensystem angeben.
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Satz 4.17 (Abschluss in Gruppen, Shortcut, nach ISonnemann, 2008)

Sei (U, A, P, H={H;,i € I ={1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem und 'H durch-
schnittsabgeschlossen. O.B.d.A. seien H1, ..., Hy mit 2 < k < m die Elementarhypothesen von
H. Auflerdem gelte Vi =k + 1,...,m (mit I, = {1,...,k})

HZ': ﬂ Hj = ﬂ Hj = HJ(Z)
Jj€ly:H;DOH; JjeJ(3)
sowie m = 2% — 1 (d.h., H ist komplett). Ferner werde J(i) := {i} fiir i € I, gesetzt. Fiir alle
i € Iy sei ein p-Wert p; verfiigbar. Seien lokale Niveau o-Tests fiir alle Hj;y,i = 1,...,m,

gegeben als

L, minjeya) pi(®) < o),
e (@) = S = e (43)
0, sonst,
d.h., es seien Konstanten c,, j(;),t € I gegeben mit der Eigenschaft V9 € H jy(;): Pﬂ((pJ(i) =1)<

a Vi€ I. Auflerdem seien die @ j(; konsonant in dem Sinne

V1l < 1,7 <m: HJ(Z) C HJ(]) = Co, J (i) < Ca,J(5) “4.4)

Dann ist ein konsonanter und kohdirenter step-down Test zum multiplen Niveau o fiir (2, A, P, H)

gegeben durch 3P (o) = (gpﬁg),i =1,...,m) mit

P50 (@) = 3:J(5) 2. (i) (4.5)

0, sonst.
Beweis: Einhaltung des multiplen Niveaus und Kohédrenz folgen aus dem Abschlussprinzip. Zum
Nachweis der Konsonanz sei 0.B.d.A. p; < py < -+ < pg. Falls pi(z) > cq, 1, Eﬁ o1 (x) =

Oﬁ @ﬁg)(x) =0Vie I,daJ(i) C I Vi € I.Giltindes firalle 1 <i < j < k, dass

Pi < Cafinky ¥l sowie pii1 > cq i,y [¥H

so folgt aus [++] @1 &' VO #J(0) C{j+1,... .k} 950 = 0.

AuBlerdem folgt aus [] und @.3), dass ¢y; .y (z) = 1 und dies impliziert wegen (£.4) wiederum
VI() CH{L,... k) [JO) N {i,..., 5 #0 = wye)(x) = 1], denn J(£) N {1,....5} #0 =
b := min ;) < jund damit minge j(¢) Pa = Pb < Co{b,...k} < Ca,J(¢)- Zusammen mit (4.5) ergibt
sich damit V.J(¢) C {1,...,k} : [J(O)N{L,...,j} #0 = w}q@)(x) = 1], und daraus folgt die

Konsonanz von ¢°7. |
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Beispiel 4.18
Weihlt man  wie in mit co 5y = a/]J (i)

bar:

, so erfiillt © nach Bonferroni-Ungleichung offen-

Viel: Vl?EHJ(i): Pg(ng(i) :1) < a.

Ferner ist die Konsonanzbedingung (@4) erfiillt. Fiir m = 2* — 1 ist der durch die Gleichung
(£3) definierte step-down Test 0°P () gerade der Bonferroni-Holm Test aus Beispiel Fall I
Der Bonferroni-Holm Test wird deswegen manchmal auch als ,,abgeschlossener Bonferroni-Test*

bezeichnet.

4.3 Tukey- und Scheffé-basierte step-down Tests zum multiplen Ni-

veau

In Abschnitt 4.1l wurden mit dem Newman-Keuls Test sowie dem LSD-Test von Fisher zwei his-
torische Beispiele von schrittweisen multiplen Testprozeduren fiir (€2, .4, P, H) aus Modell
behandelt. Diese lassen sich formal als step-down Tests ansehen, auch wenn die Autoren damals
noch nicht in diesen Kategorien gedacht haben. Beziiglich Giite stellen der Newman-Keuls Test
eine Verbesserung des Tukey-Tests und der LSD-Test von Fisher eine Verbesserung des Scheffé-
Tests dar. Beide sind jedoch nur fiir £ = 3 Tests zum multiplen Niveau. Vermittels der méchtigen
Konstruktionsprinzipien (Abschlussprinzip, Shortcut) aus Abschnitt fiir kohdrente step-down
Tests zum multiplen Niveau lassen sich die Ideen von Newman und Keuls bzw. Fisher nun verwen-
den, um verwandte step-down Tests mit den gewiinschten Eigenschaften herzuleiten. Heuristisch
ldsst sich anhand der Struktur von H leicht erkennen, welche zusitzlichen Schritte zur ,,Reparatur*

notig sind. Sei dazu zunichst k& = 4. H lisst sich dann schematisch wie folgt darstellen:

Hi234
Hyo3 Hioy  Hizs Hozy Higza Hizos Higps

Hy», Hiy3 Hiy Hez Hyy  Hiyy

Insbesondere die mittlere Hierarchieebene (die 57

vollkommen unberiicksichtigt ldsst!) ist ge-
nau zu studieren. Hier treten ndmlich neben den vier ,,Homogenitétshypothesen* Hyo3, H124, H134
und Ha34 noch die sogenannten ,Partitionshypothesen Hi2 34, H13 24 und Hyy 23 auf, die der
MRNK-Test wiederum zu testen ,,vergisst®. Damit ist in beiden Fillen das Abschlussprinzip ver-
letzt.

Anmerkung: H ist nicht komplett. Die Michtigkeit || des durch H im Falle von k Gruppen

erzeugten, durchschnittsabgeschlossenen Hypothesensystems lésst sich wie folgt bestimmen.
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Bezeichne

die Stirlingschen Zahlen 2. Art.
Dann gilt:

0
Es ergibt sich z.B. [H4| = 14, [Hs| = 51, [Hio| = 115.974, [Hi3| = 27.644.436, |Hao| =
51.724.158.235.371.
Dies kann fiir (sehr) kleines k& dazu verwendet werden, zu {iberpriifen, dass man keine Partitions-
hypothesen unberiicksichtigt gelassen hat. Fiir groBere % legt die Formel nache, nach Shortcuts

Ausschau zu halten.

Definition 4.19
Gegeben sei (0, A, P, H= {H;;,1 < i < j < k}) aus Modell 310 Sei I}, = {1,...,k}. Dann
heift

a) Hy:{p; = p; Yi,j € J}, wobei J C Ij, mit |J| > 2 ist, Homogenitiitshypothese.

b) Heyy gy = ooy Hy, mit |J;| > 2, Jiy 0 iy = 0 fiir iy # iz und 0 # i €L

J4
=1

Fartitionshypothese.

Anmerkung: Homogenitétshypothesen lassen sich als Spezialfille von Partitionshypothesen dar-
stellen (¢ = 1).

Zum Testen von Homogenitédtshypothesen kénnen F-Tests oder studentized range-Tests benutzt
werden. Zur Durchfithrung des Abschlusstests fiir H;, mit k& > 4 miissen demnach nur noch ge-

eignete Tests fiir allgemeinere Partitionshypothesen angegeben werden.

Satz 4.20 (Finner, [1988)

Gegeben sei das multiple Testproblem (0, A, P, H= {H;j,1 < i < j < k}) aus Modell 310 mit
balanciertem Design sowie den Partitionshypothesen H j, . ;,) aus Definiton O.B.d.A. sei
0% =1 und p; = 0Vi € I}, unter Hy. Dann ist ein Niveau o-Test fiir Hj,....7,) gegeben durch

1 >
Pyeni)(@) =4 WA WA by wia
0 <

Dabei werden die kritischen Werte ¢ = q(y,,.... j,)v:a liber die folgende Bestimmungsgleichung
ermittelt. Sei dazu abkiirzend \/nX;. =: Z; i = 1,..., k. Damit gilt unter Ho, dass die (Z;)cr,

i.i.d. standardnormalverteilt sind. Nun berechnet sich q iiber
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! |Zr—Zt| S
l—a=P < q)=|P Zr—Zy| < P
o= Pl may =g <00 = [Pl ma 12— 40 < 09 %)

¢ ¢
— /ljllpﬁo(ggi ’Zr — Zt‘ < qS) d]P’S(s) — /H G|Ji\(q$) d]P;S(s)’

i=1

wobei G, () die Verteilungsfunktion der (nicht-studentisierten) Spannweitenstatistik von p stan-

dardnormalverteilten Zufallsvariablen bezeichnet. Diese kann durch die Verteilungsfunktion von

N0,

1) dargestellt werden.

Korollar 4.21
Ein Abschlusstest ¢ = (pi;,1 < i < j < k) fir (0, A, P, H = {H;;,1 < i < j < k}) aus
Modell 3. 10| mit balanciertem Design ist gegeben durch

Pij = 1 & P(J1,ede) = 1 VH(J17...’JZ) - Hz‘j, mit O(J1,.de) wie in Satz4.20

Bemerkung 4.22

a)

b)

Die kritischen Werte qj, ... j,),v;a hdngen nur von den |Jil,© = 1...,¢ ab und micht von

den in den J; enthaltenen Indizes.

Die Anzahl der bendtigten kritischen Werte entspricht der Anzahl aller Zerlegungen von k in
natiirliche Zahlen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und ohne die Zerleung (1,. .., 1).
Formelmdifig liisst sie sich berechnen als g(k) = h(k) — 1, k > 3 mit

h(0) =0 und h(k)= > (=1)'h(k -

1< 3@22+z <k
Beispielsweise gilt g(10) = 41, g(13) = 100, g(20) = 626, g(50) = 204225.

EsgiltV1 <i<j <k

(pg;ukey < @i < (pzj\j([RNK.
Da TV (3) und pMENK (1) einfach (iiber Standard-Statistiksoftware) zu bestimmen
sind, ist nur noch zu priifen, ob ¢;;(x) = 1 oder ¢;j(x) = 0 ist, falls wg;umy(m) = 0 und
golg‘]/f RNEK(g) = 1 gilt. Die entsprechenden Hypothesen H;; werden als ,,strittig* bezeich-
net. Dies reduziert den Rechenaufwand weiter. (Selbst von den strittigen Hypothesen konnen

wegen Ordnungseigenschaften der q|y,) . einige unberiicksichtigt gelassen werden.)

Beispiel 4.23 (REGWQ-Test, vgl. [Tukey (1953), Ryan (1960), Einot and Gabriel (1975), Welsch,
1972)
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Eine einfachere Variante einer Verbesserung des Tukey-Tests geht auf Ryan, Einot, Gabriel und

Welsch zuriick. Sei dazu

a, p=koderp=Fk—1,
ap =
I—(1—a)P/* p=2.. . k-2
und ¢, = Qp .o, Falls die ¢, nicht steigend in p sind, ersetze c, durch c;, = maxXo<,<p Cr,

p=2,...,k Dann ist der REGWQ Test p"FCWQ = (gof}EGWQ, 1 <i < j < k) definiert durch

REGWQ

Pij (z)=1 & VJD{ij}: ma>§|frs| > Ve e, V1 <i<j<k bw
7,8€
Lpfv;gEGWQ(w) =1 & VLD J: max]fij’ > c‘/L‘.
i,jeL
Bemerkung 4.24

a) pFCWQ st ein multipler Test zum multiplen Niveau o fiir (Q, A, P, H) aus Modell

mit balanciertem Design.

b) Das Testschema von p"FEWQ [isst sich wie folgt illustrieren:

1...k Cl

1...k—1 2.k 1

1...k—2 2. k-1 3...k s
(172)7 (173) o (k - Lk) 0/2

Dies dihnelt dem Newman-Keuls-Verfahren; allerdings werden bei "GV R die Partitions-
hypothesen implizit durch Verwendung ,,adjustierter Signifikanzniveaus* op,p = 2,...,k

mit beriicksichtigt.

c) Fiir jede Hierarchieebene von H wird genau ein kritischer Wert fiir die Durchfiihrung von

OPRECWQ bengtigt; es handelt sich bei "FSWQ also um einen Shortcut.

d) Es ist auch moglich, das Abschlussverfahren bzw. das REGW-Verfahren unter Verwendung
von F'-Statistiken, also in Anlehnung an Scheffé, durchzufiihren. Fiir H ;, . ;) ist die Zdh-

4
lerstatistik des zugehirigen F'-Tests dann gegeben als Sy, . j,) = Y. S,,, wobei S, die
r=1
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Zihlerstatistik des iiblichen F'- Tests fiir Hy ;1 < r < /{, bezeichnet. Die Freiheitsgrade zu

S(,...,.q,) berechnen sich als Z |J-| — €. SAS hatte eine Zeit lang eine REGF-Prozedur,
die allerdings fehlerhaft programmzert war und nach Aufdeckung des Fehlers aus dem SAS-
System ersatzlos gestrichen wurde. Die Prozedur REGWQ existiert jedoch (hoffentlich rich-

tig programmiert) bis heute.

4.4 Step-up Tests zum multiplen Niveau unter Unabhéingigkeit

Wie bereits in Bemerkung [4.13]b) angesprochen sind step-up Tests im Vergleich zu step-down Test
anti-konservativ, lehnen also mehr (bzw. nicht weniger) Hypothesen ab, falls sie mit dem gleichen
Satz an kritischen Werten durchgefiihrt werden. Bei einem step-up Test versucht man, im ersten
Schritt bereits alle m Hypothesen abzulehnen. Gelingt dies nicht, wird im zweiten Schritt versucht
m — 1 Hypothesen abzulehnen, etc. Will man die FWER dennoch mit x>V kontrollieren, so macht
dieses ,,unvorsichtige” Vorgehen die Verwendung kleinerer kritischer Werte (fiir p-Werte) im Ver-
gleich zu > und /oder restriktivere Modellannahmen notig. Wir thematisieren step-up Tests hier
nur fiir stochastisch unabhiingige p-Werte. Ausgangspunkt dieser Ansitze ist der Globaltest von

Simes, siehe [Simes (1986).

Lemma 4.25 (Simes, [1986)
Seien Uy, ..., U, ~ UNI[0,1] stochastisch unabhdngig, Uy.;, < -+ < Upn die zugehorigen

Orderstatistiken und oy, = i/, i = 1,...,m fiir « € [0, 1]. Dann gilt
P(Ulzm > Ol - - - Um:m > am:m) =1-a (46)
Beweis: Per Induktion iiber m. |

Korollar 4.26 (Simes-Test)
Gegeben sei ein multiples Testproblem (2, A, P, H= {H;,i € I = {1,...,m}}) und marginale
p-Werte p;, i € I, die unter Hy = (-, H; i.i.d. sind. Dann ist ein Niveau o-Test fiir Ho, der

Simes

sogenannte Simes-Test p , gegeben durch

@Simes(x) =1 & diel:ppn< o
m

Anmerkung' p-Werte sind unter Nullhypothesen stets stochastisch nicht kleiner als UNI[0,1] und
¢ in dem Ausdruck (.6) wird zu ,,>“, falls die Verteilung der U;’s stochastisch groBer als
UNI[O,I] wird.

Bemerkung 4.27

Unter den Voraussetzungen von Lemma kann der Simes-Test natiirlich auch als Grundlage
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fiir einen Abschlusstest ¢ = (p;,1 € I) fiir H verwendet werden. Seien dazu fiir Durchschnittshy-
pothesen Hj = ﬂjeJ Hjpi.g < -+ < pyyp.g diezu pj, j € J gehdrenden, geordneten p-Werte.

Formal erhdlt man dann

i) =1 & VJ3i:3j€J:pjy<ajyy)-

Beispiel 4.28 (Hommel, [1988)

Unter den Voraussetzungen von zuvor gelte 0.B.d.A. p1 < -+ < py,. Sei
k
T = (i €T pisr > = Wk =1,...,i}.
i
Setze
max{i:i € J*}, falls J* # 0,
1, falls J* = ().
Dann ist der Hommel-Test pfommel = (pHommel ;¢ T gegeben durch
1, i <m* :=max{j:p; <afj*},
plTommel () — l:p 7} Ve e QViel.
0, sonst

Anmerkung:
(1) Es ist bemerkenswert, dass ngH ommel — ©; Vi e I ist.

(i) Das Verhalten von Hommel reduziert den Rechenaufwand gegeniiber dem ,,Durchtesten
aller Schnitthypothesen gemifl Bemerkung (ggfs. drastisch).

Hommel

(1) ¢ ist ein step-up Test (von der Entscheidungstruktur her).

Beispiel 4.29 (Hochberg, [1988)
Unter den Voraussetzungen von zuvor sei

(67

n = el ppy, < ———
m = max{i pz'm_m—i—kl

}.

Dann ist der Hochberg step-up Test o ochberg — (gpiHOChberg ,i € I) gegeben durch

Hochberg
)

() =1 < pi <pim, 1€ 1,2 €

Bemerkung 4.30

a) @Hochberg ist komponentenweise nicht grofer als oo™ Insbesondere ist oo dg-

mit (unter Unabhdngigkeit) ein Test zum multiplen Niveau c.
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b) pfochberg yorwendet die selben kritischen Werte wie der Bonferroni-Test im Falle beliebiger
Abhdingigkeiten zwischen den p-Werten (,, Fall I*), braucht aber als step-up Test fiir FWER-

Kontrolle schdrfere Modellannahmen (ndmlich Unabhdingigkeit).

Zum Abschluss leiten wir noch einen ,,echten’ step-up Test mit exakter FWER-Kontrolle fiir un-
abhingige p-Werte her. Dazu zunéchst ein wohlbekanntes Resultat zur rekursiven Berechnung der

gemeinsamen Verteilungsfunktion von Orderstatistiken.

Lemma 4.31

Seien X1, ..., Xy, stochastisch unabhdingig, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktion F(z) = P(X; < ), v € R. Seien X1.m, ..., Xim:m die zugehorigen Orderstatisti-
ken. Weiter seien c¢; < --- < ¢y, reelle Konstanten und oj == 1 — F(cj), j = 1,...,m. Sei

Fi(ei,...¢5) =P(X1yy < cr,..., Xj; <¢j), j=1,...,m, sowie Fy = 1. Dann gilt

m—1
m .
Fp(ery .. om)=1— Z < ,)ﬂ(cl,...,cj)aﬁlj.

=0 7

Beweis:

Folel,o.ovem) = PXim <cr,oo o, Xopm <) =1-P(Fj € {1,...,m} : Xjup, > ¢j)

m—1
= 1- P(le <Cl, >X]j <C],X]+1m >CJ+1)
7=0
m—1 m
= 1- Z Fj(cq, .,q)aﬁ?( >
j=0 J

Dieses Resultat kann nun benutzt werden, um (unter Unabhéngigkeit) exakte kritische Werte fiir
geordnete p-Werte p;,7 € I, fiir einen step-up Test rekursiv auszurechnen. Die Existenz einer

Losung garantiert der folgende Satz.

Satz 4.32 (Dalal and Mallows, [1992)

Sei F eine stetige Verteilungsfunktion auf R und (X,,)men eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen
mit X1 ~ F.

Dann gilt:

Va € (0,1) : I(em)men mit ¢; < ¢ fiir alle i € N mit der Eigenschaft Fy,(c1,...,cn) =
1 — «, wobei F,, wie in Lemma die gemeinsame Verteilungsfunktion der Orderstatistiken

Xims - - s Xomem bezeichne.

Nun zur Berechnung der kritischen Werte o, j € I, fiir die unabhiingigen p-Werte.
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Trivialerweise ist a1 = a. Aus Fp,(c1,...,¢m) =1-aund Fi(er,...,¢5) Z1l-a Vi =

1,...,m — 1 () folgt mit der Rekursionsformel aus Lemma[.3T] dass
m—1 m )
l—a = 1—2<j>Fj(Cl,...,Cj)Oc?1_1],m22
=0
m—1 m )
—l-a = 1-a™— <].>Fj(cly---7cj)a;1j
j=1
m—1
= a—-ad" = i Fj(c ci)al
= j J\€1, »©2) %541
j=1
a—a™m _ ity <m> am—lj
- ;) i+
x l-a o \J
m—1 m—2 m
= > o = <‘>a]+lj+mam
j=1 =1 N
1 m—1 m—2 m
- J_ m—j
= on = — Y a (j)aﬁl
j=1 j=1

Es gilt zum Beispiel an = /2, a3 = /3 +a?/12, ay = /4 + a2 /12 + /24 — o* /96. Diese
(fiir einen step-up Test unter Unabhingigkeit exakten) kritischen Werte gehen auf Rom (1990)

zuriick und heiflen daher ,,Rom-Werte®.

Beispiel 4.33 (Exakter step-up Test unter Unabhingigkeit)

Sei (0, A, P,H= {H;,i € I = {1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem, p1,...,pm
stochastisch unabhdngige p-Werte fiir die marginalen Testprobleme H; versus K;,i € I,
Plim, - - - » Pm:m die geordneten p-Werte und Hi.p,, . . ., Hy.m die entsprechend umsortierten Hy-
pothesen. Seien o« = a1 > - -+ > auy, die Rom-Werte. Dann wird durch folgende Testvorschrift ein

Test zum multiplen Niveau « fiir H definiert: Lehne Hy..p,, . . . , Hip . ab, wobei

m* =max{i € I : pim < Qm—it1}-

Anmerkung:
Esgilt a/i < a; <1— (1 —a)* Vi € I. Man hat also einen Widerstreit zwischen Konserva-
tivitat der Teststruktur, Grofe der kritischen Werte und Strukturannahmen tiber die gemeinsame

Verteilung der p-Werte.
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Kapitel 5

False Discovery Rate (FDR)

Erinnerung 5.1 (an Definition [[.33))
Seien (2, A, P,H = {H;,i € I}) sowie ¢ = (p;,1 € I) fiir H fest vorgegeben bzw. ausgewdhlt.

(a) Die Zufallsvariable
FDPy(p) =

heifit False Discovery Proportion (FDP) von .

(b) FDRy(p) = Ey[FDPy(p)] heifit False Discovery Rate (FDR) von .

(¢) Der multiple Test @ heifst FDR-kontrollierend zum Niveau o € (0, 1), falls

FDR(p) := sup FDRy(¢) < a.
V€O

(d) pFDRy(p) = Eg[m |R(¥) > 0] heift positive False Discovery Rate (pFDR) von .

5.1 Allgemeine Theorie und der lineare step-up Test

Lemma 5.2 (Verhiltnis von FWER, FDR und pFDR)
(a) FDRy(p) = pFDRy() - Py(R(V) > 0)

(b) Ist I = {1,...,m} endlich und ¥ € © derart, dass mo(9) = m gilt, so ist FDRy(p) =
FWERy (). Unbedingt (fiir alle 9 € ©) gilt FDRy(yp) < FWERy(p).
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Beweis:

zu (a):

() v
_E, RX;)% |R(9) > o] Py (R(9) > 0)
+Ey Rg()ﬂv) |R(9) = o} By (R(9) = 0)

zu (b):

Fiir mg = m ist V() = R(¢). Damit gilt pFDRy(¢) = 1 und FDRy(p) = Py (R(J) > 0)

Py (V

Ey [1{v(9)>03] <= FDRy(p) < FWERy(p).

(9) > 0) = FWERy(¢). Unbedingt gilt FDPy(¢) < 1y (9)>0} und damit Ey [FDPy ()]

VAN

Bemerkung 5.3

(i) Aus dem Beweis von Lemmal3.2(b) sieht man leicht, dass die pFDR zum Niveau o € (0,1)

(it)

Algor

(im frequentistischen Sinne) nicht zu kontrollieren ist. Sie hat Bayesianische Interpretatio-

nen (spdter mehr).

Lemma (b) zeigt zwei Dinge.

Erstens kann durch Verwendung des FDR-Kriteriums nur dann eine Verbesserung (hin-
sichtlich Giite) erreicht werden (ein Test @ mit mehr erwarteten Ablehnungen ausgewdihlt
werden), falls die Existenz falscher Nullhypothesen vorausgesetzt wird.

Zweitens (allgemeiner gedacht) ist der zu erwartende Giitezugewinn (wenn man Typ-I-
Fehler mit der FDR statt der FWER misst) umso grofier;, je mehr falsche Nullhypothesen
es in 'H gibt. Gilt im Extremfall zum Beispiel mo(¥) < ma, so kionnen durch ¢ alle m
Nullhypothesen abgelehnt werden (R(Y¥) = m), ohne dass die FDP von ¢ den Wert o
iiberschreitet. Insbesondere gilt fiir einen schrittweise verwerfenden, FDR-kontrollierenden
multiplen Test stets FDRy(p) < min(a, mg(9)/m) und FDRy(p) ist (im Gegensatz zu
FWERy(p)) nicht notwendigerweise eine wachsende Funktion von Ey|[R(9)]. Dadurch tra-
gen FDR-basierte statistische Analysen eher Screeningcharakter, wihrend FWER-basierte

Analysen typischerweise als konfirmatorisch angesehen werden.

ithmus 5.4 (Benjamini and Hochberg, [1995)

Sei (U, A, P, H={H;,i€l={1,...,m}}) ein endliches multiples Testproblem. Dann ist der
lineare step-up Test o™V = (ngLS U i € I) von Benjamini und Hochberg wie folgt definiert.

Unter

der Voraussetzung, dass fiir die marginalen Testprobleme H; versus K;, i € I, p-Werte p;
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verfiigbar sind, bezeichne p1.,, < po.un < ... < D die Orderstatistiken von (p;,i € I) und
Hi.m, ..., Hy die entsprechend umsortierten Hypothesen in 'H. Sei k := max{i € I : p;.;, <

LSU

ia/m}. Dann lehnt ¢ genau die Hypothesen Hy.p,, ..., Hy.;,, ab. Falls das Maximum in [

nicht exisitiert, so wird keine einzige Hypothese in H abgelehnt.

Bemerkung 5.5

(i) @S ist ein step-up Test mit Simes’ kritischen Werten (vgl. Simes-Test aus Lemmad.23und

Korollar 4.26)).

(ii) Die Entscheidungsregel von @™V liisst sich wie folgt grafisch veranschaulichen:

1] 5
L
R(9) |
B
L/l
|
b
Vo
e
o
|
| |
! |
— |
. |
! |
| |
! |
— |
i |
| |
= |
|
— t
tt a

Abbildung 5.1: Grafische Veranschaulichung von 5V

Dabei heifit t — t/o Simes-Gerade und t* = sup{t € [0,a] : F,,(t) > t/a}, wobei F),

die empirische Verteilungsfunktion von (p;,i € I) bezeichnet.

(iii) Unter gewissen Voraussetzungen (siche Definition [5.6) kontrolliert ™5V die FDR zum Ni-

veau o.

(iv) Wie das Abschlussprinzip und daraus resultierende step-down Prozeduren die Basis fiir

FWER-Kontrolle sind, so ist o5V die Basis fiir viele FDR-kontrollierende step-up Tests.
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Man findet daher hdufig die Assoziationen

step-down  «—  FWER-Kontrolle,

step-up <  FDR-Kontrolle.

Definition 5.6 (generelle Voraussetzungen)

Zum Beweis der FDR-Kontrolle eines multiplen Tests ¢ = (p;, 1 € 1 = {1,...,m}) fiir ein
endliches multiples Testproblem (Q, A, P, H) mit H = {H;, i € I} nehmen wir an, es seien
marginale p-Werte (p;, i € I) verfiighar und die Testentscheidung von @ komme durch Vergleich
der pj.., mit kritischen Werten a.;, < o < ... < Qe zustande. Dann definieren wir die

folgenden Eigenschaften.

(STEP) ¢ ist eine schrittweise verwerfende Testprozedur (step-up, step-down oder step-up-down).
(D1) V9 € © :Vjel:Viely() :Py(R(V) > jlp;i <t)ist nicht-wachsend int € (0, o).
(D2) V9 €©: Vielyd): p; ~UNI([0,1]).

(I1) Y9 € ©: Diep;(X),i € Iy(9), sind iid.

(12) VO € ©: (pi(X) : i € Ip(9)) und (pi(X) : i € I1(9)) sind stochastisch unabhiingige
Zufallsvektoren.

Anmerkung:

(i) (D1) und (D2) sind Verteilungs- (distributional) Eigenschaften. (D1) ist eine positive Ab-
hingigkeitseigenschaft, die unter anderem multivariate Verteilungen erfiillen, die multivari-
at total positiv der Ordnung 2 (MTP5) oder positiv regressionsabhingig auf der Teilmenge
(PRDS) I(??) sind.

(ii) Uber die Abhingigkeiten zwischen den p;(X),i € I1 (1), werden keinerlei Annahmen ge-

macht.

Theorem 5.7 (Benjamini and Yekutieli (2001), [Finner and Roters (2001), [Sarkar, 2002)
Unter (D1) gilt

Ve O®: FDRy(o"Y) < mo)
m
Unter (D2)-(12) gilt
V9 e®: FDRy(p*Y) = moT(ﬁ)a
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Anmerkung:

(i) Insbesondere ist (D1) eine hinreichende Bedingung dafiir, dass goLS U die FDR zum Niveau

« kontrolliert.

(i) Unter (D2)-(I2) héngt FDRg(gpLS U) nicht von der ,,GroBe* von 1 selbst, sondern lediglich

von mg(¥) ab.

(iii) Die Voraussetzungen aus Definition konnen zum Nachweis der FDR-Kontrolle allge-
meiner step-up-down Tests mit geeigneten kritischen Werten in Anlehnung an den nachste-

henden Beweis fiir ¢V verwendet werden.

Beweis: (Finner, Dickhaus, and Roters, [2009). Sei ¢ € © beliebig, aber fest vorgegeben. Dann
berechnet sich FDR (™) als

1 .
R = Y 3 ) =g 1)
ielo(9) =17
1
I = i < = jlps <
(STEP) Z Z ]Pﬁ (pi < ajom) Py (R(Y) = jlpi < ajim)
2610(19) 7=1
(%) " Qim ‘
< >N Py (RW) = jlpi < jm)
i) =1 7

(%)
< Z {alzm Pﬂ (R(ﬁ) > 1|pi < al:m)
i€lp(V)

Uk Qjom Q5 _1:m :
+3 <JT _ L) Py (R(V) > jlpi < jim) }
Jj=2

j—1
9
_ mel)
m
In () gilt ,,=* unter (D2) und in (xx) gilt ,,=* unter (D2)-(12). |

Hinweise:

o Fiir schrittweise verwerfende Testprozeduren gilt:

o Py(R(V) = jlpi < o) wird in der vierten Beweiszeile , teleskopiert zu
Py(R(V) > jlpi < ajim) — Py(R(I) > j + 1|p; < &tju) und fir j = 2,...,m wird
(nach (D1) ,erlaubt*!) Py(R(¥) > j|pi < oj—1.m) abgeschitzt durch Py(R(V) > jlp; <

Qj.m ). Fiir step-up Tests gilt sogar ,.konstant anstelle von ,,nicht-wachsend* in (D1).
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Bemerkung 5.8
Kann positive Abhdngigkeit zwischen den marginalen p-Werten im Sinne von (D1) nicht ange-

nommen werden, so ist chS 4

im Allgemeinen keine FDR-kontrollierende Testprozedur. Dies kann

., repariert“ werden, indem die kritischen Werte von «;., = ict/m zu oy = W,i el

gedindert werden, also o durch <~w"~—t erseizt wird. Die resultierende Benjamini-Yekutieli Proze-
k=1

dur (Benjamini and Yekutieli, |2001)) ist jedoch im Allgemeinen sehr konservativ. Bis heute ist das

Problem ,,FDR-Kontrolle unter negativer bzw. nicht spezifizierter Abhdngigkeitsstruktur® nicht

befriedigend im Rahmen der Theorie schrittweiser multipler Tests geldst worden.

5.2 Explizite Adaptionstechniken und die Storey-Prozedur

Auch 15 Jahre nach seiner Propagation durch Benjamini und Hochberg ist der lineare step-up
Test die am weitesten verbreitete Prozedur zur FDR-basierten statistischen Datenanalyse. [Das
Uberpriifen von (D1) ist dabei ein Problem, das hiufig nicht systematisch als Bestandteil des
Analysevorgangs beriicksichtigt wird.] Selbst unter (D1)-(I2) hat gpLSU jedoch den Nachteil, das
FDR-Niveau « im Falle von mg < m nicht auszuschopfen. Wire mg bekannt, so kénnte man
gpLS U zum adjustierten FDR-Niveau %—3‘ durchfiihren und erhielte eine (unter (D2)-(12)) exakt die
FDR kontrollierende Testprozedur (eine sogenannte Orakel-Prozedur). Da mg = mg(¢}) jedoch
eine Funktion des unbekannten Parameters ) ist, ist ein solches Vorgehen in der Praxis nicht durch-
filhrbar. Explizite (daten-) adaptive Teststrategien schitzen daher mg in einem ersten Schritt vor
und verwenden die Schitzung 1y dann fiir die Konstruktion von kritischen Werten bzw. Ablehn-
kurven. Fiir die FDR-Kontrolle ist dabei wichtig, dass 11y den unbekannten Wert my ,.konservativ*
schiitzt, also (im statistischen Mittel / fast sicher) iiberschitzt. Es existieren mehrere konkurrieren-
de Schitzprinzipien. So kann zum Beispiel eine unadjustierte multiple Testprozedur in einem ers-
ten Schritt durchgefiihrt und ihre beobachtete Anzahl an Ablehnungen zur Konstruktion von 77
benutzt werden (so in [Benjamini, Krieger, and Yekutieli (2006) oder in [Blanchard and Roguain,
2008). Eine andere Schitzmethode geht bereits auf ISchweder and Spjgtvoll (1982) zuriick und

benutzt die empirische Verteilung der (beobachteten) marginalen p-Werte.

Definition 5.9 (Schweder-Spjgtvoll-Schitzer)
Zur Schdtzung von mg schlagen Schweder und Spjgtvoll den folgenden Schditzer vor.

mgchweder = mgchweder ( )\) _
wobei A € (0,1) ein Tuningparameter ist und E,, wie in Bemerkung (5.3 die empirische Vertei-
lungsfunktion der marginalen p-Werte (p;, i € I = {1,...,m}) bezeichnet.

Anmerkung:

Es gibt zwei grafische Veranschaulichungen des Schweder-Spjgtfall-Schitzers. Die urspriinglich
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von den Autoren gewzhlte macht von Fm Gebrauch, eine alternative benutzt ein Histogramm der

beobachteten marginalen p-Werte.

2.)

A 5 Schweder
1 F() }WT

A 1

Abbildung 5.2: Grafische Veranschaulichungen des Schweder-Spjgtvoll-Schitzers

Definition 5.10 (Storey-Schitzer)
Storey (2002a), |Storey (20025) und |Storey et al. (2004) schlagen den folgenden, leicht modifizier-

ten Schiitzer fiir mo := mg/m vor:
11— Ern(N) 4+ 1/m

~Storey __ ~Storey A
o =70 (Y 1— X

0 0

Satz 5.11 (Storey, Taylor, and Siegmund, 2004)
Unter (I1) und (12) aus Definition[3.6lkontrolliert ein modifizierter step-up Test, bei dem gegeniiber
o5 aus Algorithmus 5.4 o durch o/ ﬁ'gmrey (N) ersetzt wird, die FDR zum Niveau .

Beweis: Mit empirischer Prozess-, Martingaltheorie und optimalem Stoppen (Stoppsatz); sehr
lehrreich! |
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Abbildung 5.12

hli TOrakel ("9): 4,
T'Storey ("9): 3
rLsu ()

>

2.

Abbildung 5.3: Nach Storey et al. adjustierte Ablehngerade

Anmerkung:

Die Annahmen (I1) und (I2) aus Satz konnen fiir sehr groes m (asymptotische Betrach-
tungen) zum Konzept der ,,weak dependence abgeschwécht werden. Dabei wird nur noch ge-
fordert, dass die empirischen Verteilungsfunktionen der p-Werte (p;, i € Iy(9)) und (p;, ¢ €
I, ()) jeweils gegen eine Grenzverteilungsfunktion (im Glivenko-Cantelli Sinne) konvergieren

(fiir m — oo). Dann kann asymptotisch auch der original Schweder-Spjgtvoll-Schitzer erChweder

. St
statt 7, > verwendet werden.

Bemerkung 5.13 (implizite Adaption)

Die moderne Methode der ,,impliziten Adaption* vermeidet eine Vorschdtzung von my bzw. myg
und versucht stattdessen, durch geschickte Wahl von kritischen Werten bzw. Ablehnkurven (zum
Vergleich mit E, ) flexibel auf mogliche Werte von mg reagieren zu konnen. Das Konstruktionsver-

fahren besteht aus zwei Schritten:

1) Gegeben ein statistisches Modell, eine Klasse von maoglichen Testverfahren sowie m, er-
mittle die ungiinstigste Parameter-Konfiguration (least favorable configuration, LFC) fiir
¥ € O unter Alternativen, d.h., finde ¥V* € ©, sodass die FDR bei gegebenem my maximal

wird.
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2) Bestimme kritische Werte oder eine Ablehnkurve so, dass die FDR unter ¥* genau gleich

min(c, mg) betrdgt.

Die Berechnungen unter Schritt 2) konnen dabei sehr kompliziert werden und manchmal nur asym-
protisch (fiir m — oo und unter der Annahme my/m — mo € (0, 1]) durchgefiihrt werden. Unter
(11) und (12) liefert der folgende Satz ein hilfreiches Resultat zur Bestimmung von LFCs fiir eine

Klasse von step-up Tests.

Theorem 5.14 (Benjamini and Yekutieli, 2001)
Unter (11) und (12) sei cpSU ein step-up Test mit kritischen Werten a1..;, < ao.m < ... < Qe

mit der Eigenschaft
Qj:m

ist wachsend in j. 5.1
Dann wiichst die FDR von oY, wenn die Verteilung von (p;, i € I1(1)) stochastisch kleiner wird.

Demnach ist der LFC ¥* hier also dadurch gegeben, dass Vi € I;(¢*) gilt: p;(X) ~ d¢ (Dirac-
Verteilung mit Punktmasse 1 im Punkt 0). Unter (D2)-(I12) wird eine solche Konfiguration ¥*

,,Dirac-uniform Konfiguration* DU, ,, genannt.

Lemma 5.15
Unter DU,y m, und angenommen, mo/m — o € (0, 1], gilt

Fn(t) — m+mo-t gleichmdpfigint € [0,1] Py m - f5.,

(m—0o0)

wobei w1 := 1 — mo und Pp,, m, das zu DU,y m, gehdrige Wahrscheinlichkeitsmaf3 bezeichnet.
Beweis: Satz von Glivenko-Cantelli. |

Heuristik 5.16 (Asymptotisch optimale Ablehnkurve, [Finner, Dickhaus, and Roters, [2009)

Sei ¢ = (pi, i € I = {1,...,m}) ein Einschritttest, d.h. Vi € I : p;i(z) = 1 <= p;(x) <t
fiir ein fest vorgegebenes t € (0,1). Dann ist unter DUy, m, fiir m — oo die FDR von ¢ gegeben
durch

. _ mot

rrlgnoo FDRmO’m(SD) N T + 7ot '

Ein asymptotisch optimaler Schwellenwert t*(m) erfiillt V o € («, 1) die Beziehung

. Wot*(ﬂ'O)
lim FDR = T+ ot ()
lim mo,m(p) = o 1 + mot* ()
N QAT
&t =1 A
(77-0) 71.0(1 _ Oé)

Eine asymptotisch optimale Ablehnkurve f,, ist demnach gegeben durch

Falt*(0)) = m1 + o - £*(m0) == falu) = m ue0,1].
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In|Finner, Dickhaus, and Roters (2009) konnte bewiesen werden, dass fiir auf f, basierende step-
up-down Tests p VP unter DU,y 1, mit mg/m — mo € [a, 1) tatséchlich
lim,,— 00 FDRmO’m(goSUD) = « gilt.

Abbildung 5.17 (p°UP basierend auf f,)
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Abbildung 5.4: >UP basierend auf der asymptotisch optimalen Ablehnkurve

Wegen fo. (1) = Fm(l) = 1 ist die Wahl A = 1 unzuliissig, da dann immer alle Hypothesen
abgelehnt wiirden. Jede Wahl des Tuningparameters A € [0,1) ist jedoch asymptotisch valide
(Finner._Dickhaus, and Roters, 12009).

5.3 Bayesianische Interpretationen, pFDR

Den Uberlegungen in diesem Abschnitt liegt die generelle Annahme zu Grunde, dass sehr viele
analoge Vergleiche simultan durchzufiihren seien. Die Modellbildung hat ihren Ursprung in gene-
tischen Microarray-Analysen, in denen gepriift werden soll, ob Gen 7 bzw. SNP j verantwortlich
fiir ein erhohtes Krankheitsrisiko ist fiir j = 1,...,m und m ,,sehr groB* (m ~ 10.000 Gene,
m ~ 500.000 SNPs). Dabei wird eine Gleichartigkeit der Einwirkung jedes einzelnen Gens /

jedes einzelnen SNPs auf das Erkrankungsrisiko modelliert.
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Modell 5.18 (Zweiklassen-Mischmodell)
Es sei (Th,H1),...,(Tm, Hy) eine iid. Folge von Teststatistiken und Indikatorvariablen. Dabei

gelte die Konvention
H; =0: <& i-te Nullhypothese ist wahr,
H;,=1: <& i-teAlternativhypothese ist wahr,i = 1,... ,m.

Essei Tj|Hj ~ (1— H;)Fy+ H;F1, wobei Fy und F\ stetige Verteilungsfunktionen mit zugehori-
gen Dichtefunktionen found f bezeichnen. Es bezeichne g = P(Hy) := P(H; = 0) die a priori-
Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit der i-ten Nullhypothese und w1 := 1 — m.

Ist unter Modell 5.18] ein multipler Test ¢ = (¢;, i € I = {1,...,m}) charakterisiert iiber einen
Ablehnbereich I' = T, fiir alle 75,4 € I, so gilt (nach Theorem 1 in Storey, [2003), dass
pFDR(T") = E {%]H(F) > O] =P(Hy|T €T)

sich als a posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit der Nullhypothese, gegeben die zuge-
horige Teststatistik fillt in den Ablehnbereich, interpretieren lisst. Gilt speziell I' = (—o0, t], so
gilt

Fo(t)
F(t)

Die Notation Fdr(¢) geht auf Bradley Efron zuriick. Unter Verwendung der Bayes-Formel fiir

Fdl‘(t) = pFDR(F) =T =P (HQ’T < t) mit F(t) = 7TOF0(t) + 7T1F1(t).

Dichten lasst sich analog

fdl‘(t) = Wofo—(t) = ]P’(H()‘T = t),

ft)

die sogenannte ,,local fdr*, bilden.

Die beiden GroBen stehen in der Beziehung
Fdr(t) = E; [fdr(T)|T < t].

Wie immer in Bayesianischen Betrachtungsweisen hat die obige Interpretationswelt den Charme,
ohne Signifikanzniveau auszukommen und gut interpretierbare a posteriori-Ausdriicke aus den
erhobenen Daten zu produzieren. Statistische Inferenz kann in diesem Rahmen {iber ,,empirische

Bayes““-Methoden betrieben werden:
a) Spezifiziere mg und fo.
b) Schitze f durch f aus den erhobenen Daten.
c) Bilde f/d\r(tl) = 7o fo(t:)/ f(t;) und ziehe Schliisse aus diesem Wert.
Alternativ ist es auch moglich, Fdr(t) aus F' zu schitzen und sogenannte q-Werte zu berechnen:
g-value(t;) = inf pFDR(I).

a:t; €,

Diese lassen sich als ,,a posteriori p-Werte* auffassen.
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