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Vorbemerkungen

Das Material fiir die Kapitel [Ibis M dieses Skripts ist im Wesentlichen aus den Vorlesungsskripten
iiber Statistik I und II von Prof. Arnold Janssen, den Artikeln von \Janssen and Pauls (2003) und
Janssen (2003) sowie den Dissertationen von Thorsten Pauls und Markus Pauly iibernommen. Tei-
le von Kapitel [Slstammen aus dem Skript von Prof. Gerhard Dikta iiber Bootstrapverfahren in der
Statistik. Arnold Janssen und Gerhard Dikta gilt mein herzlicher Dank fiir die vielen guten Lehr-
veranstaltungen, die ich bei ihnen horen durfte. Sollten sich in diesem Skript Fehler finden, so bin
dafiir natiirlich ich verantwortlich. Lob und positive Kritik gebiihrt indes den Original-Autoren.

Abschnitt [[.2] findet sich in leicht anderer Form in meiner Master-Arbeit.
Fiir die Manuskripterstellung danke ich Mareile Grofie Ruse.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Verfiigung.

Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehorigen Stellen.
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Kapitel 1

Einfuhrung und Beispiele

1.1 Grundlagen aus der Statistik

Bezeichne X eine ZufallsgroBe, die den moglichen Ausgang eines Experimentes beschreibt

Sei 2 der zu X gehorige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller moglichen Realisierungen von
X und A C 2% eine o-Algebra iiber €. Die Elemente von A heiBen messbare Teilmengen von €
oder Ereignisse.

Bezeichne PX die Verteilung von X. Es gelte PX € P = {Py : 9 € ©}.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (Q, A, P) mit Q # () eine nichtleere Menge, A C 2 eine o-Algebra iiber Q und P =
{Py : 9 € ©} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf A heifit statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls © C RF k € N, so heiit (0, A, P) parametrisches statistisches Modell, 9 € © Parameter

und © Parameterraum.

Statistische Inferenz beschiftigt sich damit, Aussagen iiber die wahre Verteilung PX bzw. den

wahren Parameter ¢ zu gewinnen. Speziell: Entscheidungsprobleme, insbesondere Testprobleme.

Testprobleme: Gegeben zwei disjunkte Teilmengen Py, Py von P mit Py U P; = P ist eine
Entscheidung dariiber gesucht, ob PX zu Py oder P; gehort. Falls P durch ¥ eineindeutig iden-
tifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittels 9 und Teilmengen ©g und ©; von ©
mit O N O = @ und Oy U O = O formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9€0©y versus Hp:9€0©; oder

Hy:PX Py versus H;:PXePy.

Witting (1983): ,,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einer ,,Beobachtung® = zusammengefasst.“



Die H;,i = 0,1 nennt man Hypothesen. H heifit Nullhypothese, H; Alternativhypothese / Al-
ternative. Oft interpretiert man Hy und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums,
d. h., HyU H; = © und Hy N Hy = (). Zwischen Hy und H; ist nun aufgrund von = € € eine

Entscheidung zu treffen. Dazu benétigt man eine Entscheidungsregel. Diese liefert ein statistischer

Test.

Definition 1.2 (Statistischer Test)

Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung
1 (Q,A) — ({0,1},2(01).
Konvention:

o(z) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fiir H1,

o(z) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q: p(x) = 1} heifst Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) von o, kurz: {¢ = 1}.
{x € Q: ¢(x) = 0} heift Annahmebereich von o, kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mogliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (a-Fehler, type I error): Entscheidung fiir H;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art (3-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung von H, obwohl H; wahr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art gleichzeitig

zu minimieren. Daher: Asymmetrische Betrachtungsweise von Testproblemen.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eine vorgegebene obere Schranke «

(Signifikanzniveau, englisch: level),

(i) Unter der Mafigabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art = ,,optimaler
Test.

Eine (zum Niveau «) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von

H, getroffen werden = Merkregel: ,,Was nachzuweisen ist stets als Alternative H; formulieren!*.



Bezeichnungen 1.3

(i) Bp(V) =Ey [ap] =Py(p(X)=1) = fQ @dPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tests @ in Abhiingigkeit von ) € ©. Fiir ) € O heifst B, (V) Giitefunktion
von @ an der Stelle V. Fiir ¥ € ©q ergibt B,(0) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit von ¢
unter 9 € Q.

Fiir o € (0, 1) vorgegeben heifst

(ii) ein Test o mit 3,() < « fiir alle 9 € Hy Test zum Niveau o,

(iii) ein Test ¢ zum Niveau o unverfilscht, falls $,(0) > « fiir alle ¥ € Hy.

(iv) ein Test o1 zum Niveau o besser als ein zweiter Niveau-o Test o, falls B, (V) > By, (V)
fiir alle ¥ € Hy und 39* € Hy mit B, (%) > B, (07).

Eine wichtige Teilklasse von Tests sind die Tests vom Neyman-Pearson Typ.

Definition 1.4

Sei (2, A, (Py)yco) ein statistisches Modell und sei o ein Test fiir das Hypothesenpaar () # Hy C
O versus H; = O\ Hy, der auf einer Priifgrifie T : Q) — R basiert. Genauer sei ¢ charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichen I',, C R fiir jedes Signifikanzniveau o € (0, 1), so dass
p(x) = 1 < T(x) € Ty fiir v € Q gilt. Sei nun die Teststatistik T'(X) derart, dass die

Monotoniebedingung
Vo € Hy: V91 € Hy : Ve e R: Py, (T'(X) > ¢) <Py, (T(X) > ¢) (1.1)

gilt. Dann heifit @ ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls fiir alle o € (0, 1)

eine Konstante c,, existiert, so dass

Bemerkung 1.5

(a) Die Monotoniebedingung (1) wird héiufig so umschrieben, dass , die Teststatistik unter

Alternativen zu grofieren Werten neigt .

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehorigen Ablehnbereiche sind gegeben

als T, = (Cqy 00).



(c) Die Konstanten c,, werden in der Praxis bestimmt iiber c,, = inf{c € R : P*(T'(X) > ¢) <

a}, wobei das Wahrscheinlichkeitsmafs P* so gewdhlt ist, dass

P*(T(X) € L) = sup By(T(X) € L)

gilt, falls H eine zusammengesetzte Nullhypothese ist (,,am Rande der Nullhypothese ). Ist
H einelementig und Py stetig, so gilt co, = Fip 1(1 — «), wobei Fr die Verteilungsfunktion

von T(X) unter H bezeichnet.
(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: Unter (leicht verschdirftem)
(L 1) ist ein Test vom N-P Typ gleichmdif3ig (iiber alle 1 € K ) bester Test fiir H versus K.
Es gibt Dualititen zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)Schitzproblemen / Konfidenz-

intervallen.

Definition 1.6

Gegeben sei ein statistisches Modell (2, A,P = {Py : ¥ € ©}). Dann heifpstC = (C(x) : z € Q)
mit C(x) C OVx € Q eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « fiir
Ve <=VIecO:Py({z: C(z)39}) >1—a.

Satz 1.7 (Korrespondenzsatz, siehe z.B. |Aitchison, [1964)

(a) Liegt fiir jedes 9 € © ein Test oy zum Niveau o vor und wird o = (g, ¥ € O) gesetzt, so ist
C(yp), definiert iiber C(x) = {0¥ € © : py(x) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen

zum Konfidenzniveau 1 — .

(b) Ist C eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — « und definiert man
o = (g, ¥ € O)iiber pg(x) = 1 — 1) (), so ist @ ein Test zum allgemeinen lokalen

Niveau «, d. h., zum Niveau « fiir jedes ¥ € ©.

Beweis:
Sowohl in (a) als auch in (b) erhdlt man VY € © Va € Q: py(x) =0 <= v € C(x). Also ist

 ein Test zum allgemeinen lokalen Niveau o genau dann, wenn
Vie®: Py({pg=0})>1—a
& Voeo: Py({zx: Cx)a9})>1-a

& (C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau 1 — «.

Bemerkung 1.8

(a) Die Dualitit py(z) = 0 < 9 € C(x) lisst sich schon grafisch veranschaulichen, falls

und © eindimensional sind.



Pgx ()=0

Abbildung 1.1: Dualitidt py(z) =0 & ¥ € C(x)

(b) Ein einzelner Test o zum Niveau « fiir eine Hypothese H kann interpretiert werden als
(1 — a)-Konfidenzbereich. Setze dazu

0, Jalls () =0,
K=0\H, falls o(x) = 1.

C(x) =

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzbereich C(x) einen Test zum Niveau « fiir eine Hypothese
HcCo.
Setze hierzu p(x) = 1 (C(x)), wobei

1, falls AC B,
]_B(A) =

0, sonst.

fiir beliebige Mengen A und B.

AbschlieBend noch ein maftheoretischer Satz, der sich einige Male fiir technische Beweise in den

nachfolgenden Abschnitten in Kapitel [Tl als niitzlich erweisen wird.

Satz 1.9 (Satz von Vitali, siche Witting (1985), Satz 1.181)
Sei (2, A, ) ein o-endlicher Messraum. Fiir n € Ny seien f,, : Q — R messbare Abbildungen.



Ist fr, — fo p-fast iiberall konvergent und ist

timsup [ 1fuPd < [ |foPd < oo fureinp > 1.

n—oo

so folgt [ |fn — folPdu — 0 fiir n — oo. Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so geniigt die Voraus-

setzung p-stochastischer Konvergenz von f, gegen fq anstelle der Konvergenz p-fast iiberall.

1.2 Motivation und Beispiele

1.2.1 Einstichprobenprobleme

Ein Hauptproblem der statistischen Testtheorie ist das Testen des Erwartungswertes von Zufalls-
grofien, die als Modell fiir eine erhobenen Stichprobe im experimentativen Umfeld vom Umfang n
benutzt werden. Wir betrachten also n Zufallsvariablen X1, ..., X,,, wobei die X; im einfachsten

Fall als iid. angenommen werden. Das statistische Testproblem lautet nun haufig
Hy:E[X;] =0 versus H; :E[X;] > 0.

Dieses Testproblem ergibt sich zum Beispiel beim Testen der mittleren Wirksamkeit eines neuen
Medikamentes im Vergleich mit einem bereits etablierten Produkt zum Zwecke der Zulassung des
neuen Préparates.

Als Teststatistik fiir dieses Problem findet bei bekannter Varianz 0> = Var (X1) typischerweise
das arithmetische Mittel 7,, = % 2?21 X; = X, Verwendung; diese Teststatistik ist unter Re-
gularitdtsannahmen in Exponentialfamilien suffizient und vollstindig fiir das zu Grunde liegende
Testproblem. Ist (wie in den meisten Anwendungsfillen) o2 indes unbekannt, so bildet sich die
geeignete Teststatistik als T, = vn - X,/ Vn%, wobei hier fiir die unbekannte Varianz o2 der
erwartungstreue Schitzer V,, = - 5"" | (X; — X,,)? eingesetzt wird.

Will man nun einen Niveau «-Test

Pn = T, cn(@)

0 <

konstruieren, stellt sich das Problem, den richtigen kritischen Wert ¢, («) zu ermitteln. Lésst sich
fiir die zur Modellierung herangezogenen Zufallsgroffen die Normalverteilungsannahme rechtfer-
tigen, so ist dieses Problem bereits gelost und das Ergebnis ist der sogenannte Gaultest fiir 7}, bzw.
der Studentische t-Test fiir T n» bei welchem die kritischen Werte als die Quantile der Standard-
normalverteilung bzw. ¢-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden gew#hlt werden. Ist die Normal-
verteilungsannahme jedoch nicht gerechtfertigt und ist insbesondere keine Information iiber die
Verteilung von X1, ..., X, verfiigbar, so gibt es keine Theorie fiir die exakte Bestimmung von

cn (). Der t-Test ist in Fillen, in denen die X; nicht normalverteilt sind nicht zu empfehlen, da er



das Niveau « schlecht einhilt. Eine erste Moglichkeit, auch in diesem Fall einen Test anzugeben,

stammt aus dem Zentralen Grenzwertsatz. Dieser besagt, dass, mit y = E[X}],

c (f’;%‘) = A(0,1), n — oo

Zusammen mit dem Satz von Slutsky ldsst sich hieraus ein asymptotischer Niveau a-Test fiir das

obige Testproblem konstruieren, ndmlich
SDZS = Tn q)_l(l - Oé) :

Allerdings ist bei diesem Vorgehen die Approximationsgiite fiir kleine Stichprobenumfinge n hidu-

fig nicht hinreichend gut, siche unten.

Eine Losungsmoglichkeit der angedeuteten Problematik stellt der sogenannte bootstrap, eine
Resamplingmethode, dar. Sei dazu im Einstichprobenproblem X = (Xi,...,X,,) . Das statis-
tische Modell sei gegeben durch (2", A", (P})yco). Hierbei ist also Py = L£(X;),2 C R der
Bildraum von X; und X; ,lebt* auf (2=, F,P),i =1,...,n. Es sei

T:{Q : Q Verteilung auf Q} — R

Q — T@)

ein interessierendes Funktional (hdufig: Kennzahl einer Verteilung) vom Bildraum €2 der X; in
die reellen Zahlen. Ein Schitzer fiir das Wahrscheinlichkeitsmal3 Py ist dann das empirische Maf}

I@n = %Z;;l 0x, (Gleichverteilung auf den Daten). Daraus ldsst sich ein (plug-in) Schitzer
T(P,,) fiir das Funktional T'(Py) gewinnen, der im Allgemeinen nicht erwartungstreu ist. Gesucht
ist deshalb die Verteilung

P(T(B,) — T(Py) <t), t € R (12)

des Fehlers, um beispielsweise Konfidenzintervalle zu konstruieren oder Tests durchzufiihren.
Die bootstrap Idee besteht nun darin, den urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q", A" P%) durch eine empirische Version (02", A", (P,)™) zu ersetzen.

Dazu konstruiert man eine iid. bootstrap Stichprobe X7,... X mit X* : (Q*, A* P*) —
(2, A), fur die gilt:

A~

P*Xfl(le"'=X") — ]Pn

Auf Grund der Definition von P,, ist unmittelbar klar, dass das Ziehen der bootstrap Stichprobe
dem Ziehen mit Zuriicklegen von n Grofen aus der Ausgangsstichprobe entspricht.

Man berechnet dann den Ausdruck (I2Z) in dem bootstrap Modell, bestimmt also

P(T(P}) —T(P,) <t), t € R. (1.3)



Der Ausdruck (L.3) ist der bootstrap Schiitzer fiir (I.2) und ist (im Prinzip) genau berechenbar, da
er nur von den beobachteten Daten abhingt. Zum Beispiel lassen sich unmittelbar die (theoreti-

schen!) bedingten Momente von Bootstrap-Zufallsvariablen ausrechnen.

Satz 1.10 (Bedingte Momente von bootstrap Grofien)
Essei X = (X1,...,Xy) ein Vektor von iid. Original-Variablen und {m(n)},cn eine Zahlenfol-
ge. Dann gilt bedingt unter X :

1 _
E*[X}|X] = EZXZ- = X, (1.4)
=1
1 1< _
E* | — > XX = - X; =X, (1.5)
* * 1 -
E*[X?)X] = gZXi27 (1.6)
i=1
1< _
Var (X7|X) = — (X; — X)), (1.7)
=1
1 1 _
— XX = ——) (X, — X,)% 1.8
n)Z 7l n.m(n)D ) (1.8)
i=1 i=1
* * 1 -
E*[X3)X] = EZXZB. (1.9)
i=1

Beweis: Zur Ubung. B
Betrachten wir zur Komplettierung der Motivation von Bootstrapverfahren nun die Konvergenzra-
te im Zentralen Grenzwertsatz, um zu einer Aussage iiber die zu erreichende Approximationsge-

nauigkeit des asymptotischen Tests ¢%° zu gelangen.

Satz 1.11 (Satz von Berry-Esséen)
Seien (X;)ien stochastisch unabhdingige, reellwertige Zufallsvariablen mit 0 < Var (X;) < oo fiir

alle © € N. Bezeichne F,, die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe

S (X —E[Xi])
> iy Var (X;)

Dann gilt:

sup | Fy () — —3 Z [1:1%]

zeR

wobei ® die Verteilungsfunktion der N'(0,1)-Verteilung bezeichnet und s2 = > "_, Var (X;) gilt.



Liegen iid. Variablen X; vor, so ergibt sich damit die folgende Abschditzung:

su x) — ®(x 6 121 = L )
gl Fie) 8] < b B =0 ()

Beweis: Klassisches Resultat, siehe z. B. Satz 4.2.10 in|Gaenssler and Stute (1977). B

Bemerkung 1.12

Damit ein bootstrap Test dem asymptotischen Test p° in Sachen Niveaueinhaltung iiberlegen ist,
muss die Konvergenzgeschwindigkeit der bootstrap Verteilung in gewisser Weise schneller sein als
die ,,worst case“ Rate \/n im zentralen Grenzwertsatz. Dies ist auch tatscichlich der Fall, wie das
Buch von |Hall (1992) mit Hilfe von asymptotischen (Edgeworth-)Entwicklungen nachweist. Hall
argumentiert, dass durch den bootstrap eine automatische Bias-Korrektur vorgenommen wird.
Technisch bedeutet das, dass der Term, der durch die dritte Kumulante von X1 bestimmt wird, in

der Edgeworth-Entwicklung der bootstrap Verteilungsfunktion verschwindet.

1.2.2 Zweistichprobenprobleme

Fiir Zweistichprobenprobleme kann man sich eine andere Uberlegung zu Nutze machen, um zu
einer Resamplingmethode zu gelangen. Dazu betrachten wir wieder stochastisch unabhingige Zu-
fallsvariablen (X1, ..., X,). Wir nehmen an, dass (fiir eine festgelegte Zahl 2 < n; < n — 2)
die (X;)i=1,..n, identisch nach der Verteilung mit Verteilungsfunktion F; (Gruppe 1) und die
(X j) j=n1+1,...,n identisch nach der Verteilung mit Verteilungsfunktion F5 (Gruppe 2) verteilt sind.
Das interessierende (nichtparametrische) Testproblem ist dann gegeben als Hy : F1 = F5 gegen
H, : Iy # F5. Unter der Nullhypothese H sollten sich nun wichtige gruppenspezifische Charak-
teristika einer empirisch erhobenen Stichprobe, die sich als eine Realisierung unter dem vorste-
henden Modell beschreiben lisst, nicht zu stark dndern, wenn die Gruppenzugehdrigkeit zufillig
mausgewiirfelt wird, also jedem beobachteten Wert aus (z1,. .., z,) ein zufilliger Gruppenindi-
kator angeheftet wird. Halten wir wie zuvor angedeutet die Plitze 1 = 1, ..., n, fiir die Gruppe 1
fest, so entspricht dieses ,,label shuffling* offensichtlich einem zufilligen Ziehen ohne Zuriickle-
gen aus (z1,...,o,) und Verteilung der Werte auf die Plitze von 1 bis n. Mathematisch ist dies
dquivalent zu einer Permutation der Werte (x1,...,xz,). Genau diese Idee liegt den sogenann-
ten Permutationstests zu Grunde. Betrachtet man zum Beispiel speziell Lageparametermodelle
(Gruppe 1 ist unter der Alternative beziiglich eines gewissen Kriteriums besser als Gruppe 2),
so kann ein Permutationstest z. B. die Differenz der arithmetischen Gruppenmittel der Original-
Stichprobe als Teststatistik benutzen und sie mit einem emprischen Quantil der Differenzen von
arithmetischen Resampling-Gruppenmittelwerten vergleichen, die durch das Ausfiihren von einer

festgelegten Anzahl B von Permutationen o € S, zu Stande kommen.



Das Ziel der folgenden Kapitel [2] - @ ist es, die vorgenannten heuristischen Uberlegungen zu
Bootstrap- und Permutationstests auf eine solide mathematische Grundlage zu stellen. Kapitel
stellt dann die praktische Umsetzbarkeit der resultierenden Methoden in einigen wichtigen Mo-

dellen mit stochastisch unabhéngigen Beobachtungseinheiten in den Vordergrund.
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Kapitel 2

L-Differenzierbarkeit und lokal beste
Tests

Das Testen von zusammengesetzten Nullhypothesen bzw. Alternativen ist ein nicht-triviales Pro-
blem in der Inferenzstatistik. Nur in Spezialfillen (z.B. monotoner Dichtequotient, verallgemei-
nerte Neyman-Pearson-Theorie) ist eine zufriedenstellende generelle Methodik verfiigbar, die zu
gleichmiBig (iiber ¢ € H7) besten Niveau-a-Tests fiihrt.

Ist die ,,Geometrie* des Parameterraums indes komplizierter, so kann die Typ-II-Fehlerwahrschein-
lichkeit (unter Mal3gabe der Einhaltung des Signifikanzniveaus) typischerweise nicht gleichméaBig
minimiert werden und es ist eine Auswahl an konkurrierenden Testverfahren notwendig. Oftmals
kommt es entscheidend darauf an, gegen welche Art von Alternativen man sich bestmoglich absi-
chern mochte, d.h., gegen welche ,,Regionen* von H; man gro3tmogliche Trennschérfe anstrebt.
Eine Klasse von Verfahren bilden die sogenannten lokal besten Tests. Hierbei wird Trennschér-
femaximierung in Regionen ,,nahe bei Hy* angestrebt. Zu ihrer Anwendbarkeit bendtigt man das

Konzept der L;-Differenzierbarkeit von statistischen Modellen.

Definition 2.1 (L-Differenzierbarkeit)

Sei (0, A, (Py)yeo) ein statistisches Modell mit © C R. Die Familie (Py)ygce sei dominiert, d.h.
Vi € O : Py < w fiir ein Maf3 v auf (2, A). Dann heifit (2, A, (Py)yco) L1-differenzierbar in
¥y € O, falls 3g € Ly(p) mit

— 0 fiirt — Q0.

L1 (p)

I dPyotr  dPy,
du du

Die Funktion g heifst L1 (u)-Ableitung von 9 — Py in 9.
Zur Vereinfachung der Notation sei von nun an oft ohne explizite Erwidhnung und 0.B.d.A ¥y = 0.

Satz 2.2 (§18 in/Hewitt and Stromberg (1973), Satz 1.183 in [Witting (1985))
Py

Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1] sei ¥y = 0 und seien fy(x) := an (x) Versionen

11



der Dichten mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt eine offene Umgebung U von 0, so dass fiir p-fast alle x die Abbildung U > 9 —
fo(x) absolut stetig ist, d.h., es existiert eine integrierbare Funktion T +— f (z,7) auf U mit
0P

, f(.%',T)dT = f792 (1‘) — fﬁl (.%'), 191 < 192

und es sei %f,g(x)]gzo = f(x,0) p-fast iiberall.

(b) Fiird € U sei x — f(x,0) p-integrierbar mit
[ 1@ 0)|duta) =2 [ |.0)|duca).

Dann ist 9 — Py in 0 Ly (p)-differenzierbar mit g = f(-,0).

Grob gesagt erhilt man also im absolutstetigen Fall die L;-Ableitung einfach durch analytisches
Differenzieren der Dichte nach dem Parameter. Eine andere wichtige Anwendung von Satz[2.2]ist

die Bearbeitung von Lageparametermodellen wie in Beispiel

Satz 2.3 (Satz und Definition)
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1 seien die Dichten 9 — fy im Nullpunkt (%9 = 0)
Ly (u)-differenzierbar mit einer Ableitung g.

(a) Dann konvergiert fiir 9 — 0 die durch 9" log J}—z(m) = 971 (log fy(z) — log fo(z)) gege-
bene Funktion Py-stochastisch gegen (sagen wir) L(x)

L heifit Ableitung des (logarithmischen) Dichtequotienten bzw. Score-Funktion. Ferner gilt

L(z) = £

(b) [ LdPy = 0 und {fo =0} C {g = 0} Py-fast sicher.

Beweis:

(a) ﬂ_l({f—g -1) — % konvergiert in L;(Py) und daher Py-stochastisch. Die Kettenregel
liefert das Resultat.

(b) Aus der Normierungseigenschaft von Dichten folgt, dass [(fy — fo)du = 0 gilt. Damit
folgt [ LdPy = [ gdu = 0. Die zweite Aussage ergibt sich aus der Nicht-Negativitit von
fo. Diese impliziert, dass die Menge { fo = 0} Minimalstellen beinhaltet, falls sie nicht leer

ist. Notwendige Bedingungen fiir Extrema liefern das Gewiinschte.
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Beispiel 2.4

(a) Lageparametermodell
Sei X = 94+ Y,9 > 0, und habe Y die Dichte f, wobei f absolutstetig beziiglich des
Lebesguemafies \ und V-frei sei. Dann sind die Dichten 9 +— f(x — ) von X unter ¥

Ly (\)-differenzierbar in 0 mit Scorefunktion L(x) = —% (Differentiation nach x).

(b) Skalenparametermodell
Sei X = exp(9)Y, Y habe absolutstetige V-freie Dichte f und es gelte [ ‘ﬂ:f’(:v) ‘dw < o0.
Dann sind die Dichten ¥ — exp(—1) f(xexp(—1)) von X unter 9 Ly (\)-differenzierbar

in 0 mit Score-Funktion L(:E) =—(1+ JC]{(IS) )-

Beides folgt sofort aus den Sitzen 2.2 und zusammen mit der Translationsdquivarianz des
Lebesguemapes.
Beachte: V7 (f(x — V) — f(x)) — —f'(x) A-fast iiberall, ¥ — 0.

Lemma 2.5
Seien ¥ +— Py eine Li(u)-differenzierbare Familie mit Score-Funktion Lin 9y = 0 und ¢,

1 < i < n reelle Konstanten. Dann ist auch ¥ — Q);"_, P9 im Nullpunkt L1 (p)-differenzierbar

mit Scorefunktion (x1,...,T,) — > oy ¢ L(x;).
Beweis: Zur Ubung. |

Anmerkung: Ist das Modell Lo-differenzierbar, so liegt L in Ly (o) und wird auch Tangentialvek-
tor oder Einflusskurve genannt (vgl. auch Abschnitt 3.5 Mathematische Statistik, Vorlesungsskript
von Markus Reif3).

Definition 2.6 (Score-Test)
Sei 9 +— Py Li-differenzierbar in 9o mit Score-Funktion L. Dann heifit jeder Test 1) von der Form
1, falls L(z) > &
V(@) =<y, falls L(z) =¢é
0, falls L(z) <é
ein Score-Test. Dabei ist vy € [0, 1] eine Randomisationskonstante.
Definition 2.7 (Lokal bester Test)
Sei (Py)yco mit © C R Li-differenzierbar in ¥y € O. Ein {Yo} a-dhnlicher Test ©* heift lokal
bester {9} a-dhnlicher Test fiir Hy = {0q} gegen Hy = © N {0 > ¥}, falls gilt

d . d
—5 B [ ] l9=90 = P (]| 9—s,

fiir alle {00} a-dhnlichen Tests o, d.h. fiir alle Tests ¢ mit By, ] = o

13



Abbildung 2.1: Lokal bester {9} c-dhnlicher Test ¢*

Anmerkung: Lokal beste Tests konnen fiir ©J-Werte, die weit entfernt von g liegen, schlechte

Eigenschaften haben.

Satz 2.8 (Satz 2.44 in|Witting (1985))

Unter den Voraussetzungen von Definition[2.7list der Score-Test

1, falls L(z) > ¢(a)
V(@) =97, falls L(z) = ¢(a),y € [0,1]
0, falls L(z) < ¢(a)

mit By, [1] = a ein {00} a-dhnlicher, lokal bester Test fiir Hy = {99} gegen Hy = {9 > 9 }.

Beweisskizze 2.9

Nach dem Fundamentallemma von Neyman und Pearson ist der Likelihood-Quotienten-Test goLR,
Jo, (@)
foo (@)
Testproblem Hy = {0¢} vs. H1 = {01}, wobei 99,71 € O fest vorgegebene Werte sind. Sei nun

gegeben durch 'R(z) = 1 <= log < ) > cIR(a), bester Niveau o-Tests fiir das bincire

91 —99 =09 >0, 6 ,,klein“. Eine Taylorentwicklung des logarithmischen Dichtequotienten um 9

liefert nun

fﬂl(x) 7 x 2
log <fﬂ0(x)> = L(x)d + O(67).
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Die Rechnung zeigt, dass der logarithmische Dichtequotient lokal um 9 durch die Score-Funktion

ersetzt werden kann.

Zumindest lokal um 9y sind die Score-Tests also ein verniinftiger ,,Ersatz fiir Neyman-Pearson
Tests, wenn kein monotoner Dichtequotient vorliegt. Fiir Einstichprobenprobleme ist die Anwen-
dung sofort einsichtig: Liege eine Stichprobe (z1, . .., x,) vor, die als Realisierung von (X1, ..., X},)
iid. mit fy als Dichte von X; aufgefasst werde, also fy(z) = % (x). Das Produktexperiment mit
Produktmal} P} hat nach Lemma 2.3 die Score-Funktion (z1,...,2,) — > ., L(x;). Sind wir
am einseitigen Test Hy = {to} gegen H; = {0 € © : ¥ > vy} interessiert, so lehnen wir Hy ab,
falls "7 | L(x;) > c(a) gilt.

Fiir Mehrstichprobenprobleme (k > 2 Gruppen) betrachten wir die nichtparametrische Hypothese

Hy: {PX1 =PX2 = = PXn . PYI gtetig) Q2.1

Die Idee ist nun, zunichst einparametrige Kurven ¥ — P, y zu studieren, die nur fiir ¥ = 0 in
Hy liegen (IP,, o € Hy). Fiir ¥ # 0 besteht P,, y im Allgemeinen aus einem Produktmal3 mit nicht

identischen Faktoren.

Beispiel 2.10

(a) Regressionsmodell fiir einen Lageparameter

Seien X; = ;9 + Y;,1 < i < n,9¥ > 0. DieY; seien iid. mit einer Lebesgue-Dichte f

(V-frei!). Fiir das Zweistichprobenproblem z.B. setzen wir nun c; = cg = -+ = ¢, = 1
und c; = 0Vny1 + 1 < ¢ < n. Damit unterscheidet sich die erste Gruppe (Pléiitze 1,...,n1)

von der zweiten Gruppe unter Alternativen (¥ > 0) durch einen positiven Shift.

(b) Regressionsmodell fiir einen Skalenparameter

Seien c; reelle Regressionskoeffizienten, X; = exp(c¢;9)Y;,1 < i < n,¥ € R. Die Y] seien
iid. mit der V-freien Lebesguedichte f. Dann ist
dP,, -

T (x) = il_[lexp(—ciﬁ)f(xi exp(—¢;1)).

Unter 9o = 0 liegt obiges Produktmaf3 offenbar in Hy, unter Alternativen nicht.

(c) Allgemeines Modell

Sei 9 +— Py eine einparametrige Kurve von Verteilungen mit reellem Parameter ¥. Setze

P9 = Q.| Pe,9 mit reellen Konstanten c, . . . , cy.
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Kapitel 3
Einige Rangtests

Satz 3.1

Sei ¥ +— Py Ly(u)-differenzierbar im Nullpunkt (Vg = 0) mit Score-Funktion L. Ferner sei
S : Q — Q eine Statistik. Dann ist 9 — Pg (Bildmaf3 unter S) Ly (u®)-differenzierbar mit
Score-Funktion y — Ep, [L | S =y

Beweis: O.B.d.A. sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 und es gelte
“Yfy—fo) — g inLi(p) fiiry — 0. (3.1)

Allgemein gilt (siehe Satz 1.121.b) in Witting (1985)):

Q" dQ
Q<P = —5r(t) = Ep[—|T_t]
fir Wahrscheinlichkeitsmafie P und @) und eine Statistik 7". Also haben wir

d S
%(yFEM[MS:y]-

Damit gilt

/\19 (%—%) Eu[g |8 = y]|dr®(y)

/{E Y(fo— fo) —g | S]|dp

(Linearitéit von [, [ | S ] und Definition der bedingten Erwartung)

< / [|19 (f9 — fo) g| | S] du (Dreiecksungleichung)
7=90. (1), Satz von Vitali)

Also besitzt P die Score-Funktion y — % nach der Kettenregel (- In(f(z)) = J}/(%) ).
dp =

Nach Satz[2.3](a) gilt zudem g = L‘%’. Es bleibt zu zeigen:

) By
dp

E,[L— | S] = Eg, [Lys]ﬂ«:[ ys] 11 -fast sicher.
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Dazu sei A C € eine beliebige messbare Menge. Wir rechnen nach (von rechts nach links):

/ 14(S)Ep, [L | S]E, [dPO | S)dp = / 14(S)Ep, [L | 5] %du (tower equation)

S)Eg, [L | S]dPy

P
14(S L@d

/ 14( Ld]P’O (tower equation)

Wir werden Satz [3.lbenutzen, um von den parametrischen Kurven PP, y wie in Beispiel auf
Rangtests zu kommen. Es wird sich zeigen, dass die Vergroberung der Information (nur Rénge,
nicht die Werte der X; flieBen in die Datenanalyse ein) zu einer einfachen Struktur der Score-
Teststatistiken fiihrt (einfache lineare Rangstatistik). Ferner haben Ringe den Vorteil, robuster
gegeniiber Modell-Fehlspezifikationen zu sein. Oftmals sind auch nur Ringe beobachtbar oder
vertrauenswiirdig.

Es bleibt natiirlich der Kritikpunkt, dass man bei tatsichlichem Vorliegen eines parametrischen
Modells einen Verlust an Trennschérfe in Kauf nehmen muss, also hohere Stichprobenumfinge
fiir gleiche Giite benétigt. Effizienzrechnungen konnen die zu erwartenden Stichprobenumfangs-
erhohungen quantifizieren.

Zur Vorbereitung sammeln wir Basiswissen zu Rang- und Orderstatistiken. Wir verzichten auf

Beweise und verweisen auf §1 und §2 inlJanssen (1998) oder andere einschlidgige Literatur.

Definition 3.2
Sei x = (x1,...,xy) ein Punkt im R", die x; seien paarweise verschieden. Seien x1., < Ta., <

. < X die geordneten Werte der x;.

(a) Fiirl <i <mnheiftr; =ri(x):=#{j € {1,...,n} : ; < x;} der Rang von z; (in x).
Der Vektor r(z) := (r1(x), ..., (x)) € Sy, heifst Rangvektor von x.
(S, : symmetrische Gruppe)

(b) Die inverse Permutation d(z) := [r(z)]~! heifit der Antirangvektor von x, d(z) =: (d1(x),
.., dn(x)), die Zahl d;(x) heifst der Antirang von i (Index, der zur i-ten kleinsten Beobach-
tung gehort)

Seien nun X1, ..., X, mit X; : Q; — R stochastisch unabhiingige, stetig verteilte Zufallsvaria-

blen. Bezeichne P die gemeinsame Verteilung von (X1, ..., Xy).

(c) Da IP)(UZ-# {Xi = X;}) = 0 gilt, konnen wir P-fast sicher eindeutig die folgenden Grifsen

definieren:
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X heifst i-te Orderstatistik von X = (X1,...,Xp),

Ri(X) := nFn(XZ) =ri(X1,...,X,) heifst Rang von X,
Di(X) :=di(Xy,...,Xy,) heifst Antirang von i beziiglich X und
D(X) := d(X) heifit Antirangvektor zu X.

Lemma 3.3

Voraussetzungen wir unter Definition
(a) 1= Ta;, = dn-7 Tj = Tyrymy, Tim = Td;
(b) Sind X1, ..., X, austauschbar (gilt natiirlich speziell bei iid.), so ist

R(X) = (Ri(X),...,R,(X)T : >n< Q=0-38,
=1

gleichverteilt auf Sy, also P(R(X) = (r1,...,mn)) = & fiiralle o = (r1,...,1,) € Sp.
(c) Sind Uy,. .., U, iid. mit Uy ~ UNI[0,1], und ist X; = F~Y(U;) V1 < i < n, dann gilt

Xin = F_l(Ui:n)-

Ist die Verteilungsfunktion F von X stetig, so gilt R(X) = R(U).

(d) Sind (X1,...,Xy) iid. mit Verteilungsfunktion F von X1, so gilt:

(i) P(Xi:n < 1‘) = Z;L:z (?)F(x)](l - F(x))nij
(ii) T (2) = n (7)) Fa) ' (1 — F(xz))"

Besitzt PX1 Lebesgue-Dichte f, so besitzt PXén Lebesguedichte fi.,, gegeben durch

n—1

finla) =} 1) )10 = F@) £ 2)
(iii) Sei p := PX1. Dann besitzt (Xi:n)i<n die gemeinsame j1"-Dichte

(561, cee 73711) = n! 1{:v1<:v2<...<mn}'

Besitzt i die Lebesguedichte f, so besitzt (X;.n)1<i<n die \"-Dichte

('rla o axn) = n' H f(xl) 1{:)21<:B2<...<:L'n}'

i=1
Bemerkung 3.4
Lemma(3.3(c) (Quantilstransformation) zeigt die besondere Bedeutung der Verteilung der Order-
statistiken von iid. UNI[0, 1 ]-verteilten Zufallsvariablen Uy, ..., U,.
Ui.n besitzt nach Lemma [3.3(d) eine Beta(i,n — i + 1)-Verteilung mit E [U;.,,] = #_H und
Var (Uj.) = %
Fiir die Berechnung der gemeinsamen Verteilungsfunktion von (U1.p,, . . ., Up.,) existieren effizien-

te rekursive Algorithmen, inbesondere die Bolshev-Rekursion und die Steck-Rekursion (Shorack and Wellner

(1986), S.362 ff.).
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Satz 3.5
Seien X1, ..., X, reelle iid. Zufallsvariablen mit stetigem y = P*X1, Sei X = (X1,...,X,).

(a) R(X) und (Xi:n)1<i<n sind stochastisch unabhdngig.

(b) SeiT : R™ — R eine Statistik. Die Statistik T'(X) sei integrierbar. Fiir o0 = (r1,...,1,) €

Sy, gilt
E[T(X) | R(X) = o] = E[T((Xr;m)1<i<n)]
Beweis:
zu (a): Seien o = (ry,...,7,) € S, und A; € B(R) fiir 1 < 4 < n beliebig gewihlt. Wir setzen
ferner (dy,...,d,) := o~ L.
Wir beachten

Xg, =Xin€Adi<= X,€4,, und R(X)=0<+= X4 <Xy, <...Xq,.

Essei B:= {x € R": 1 < 23 < ... < z,,}. Dann ergibt sich fiir die gemeinsame Verteilung

von Ringen und Orderstatistiken:
P(R(X)=0,Xim € 4iV1<i<n)=P(V1<i<n: Xy €A, (Xq)1<i<n € B),

:/ 1p(zqy, ..., xq, )dp" (z1, ..., Tp)
Xy Ar,

:/ 1p(z1, ..., zp)dp" (21, ... 2p),
X?:IAW

da wegen Austauschbarkeit p” invariant unter der Transformation (x1,...,zy) — (T4, ..., Z4,)

ist. Summiert man iiber alle o € S,,, so folgt
P(Xi:n e A;V1<i< n) = / n!lp(zy,...,¢n)dp"(x1, ..., xy).
X1, Ar,
Wegen Lemma[3.3(b) ist demnach

P(R(X)=0,Xim € AiV1<i<n)=PR(X)=0)P(V1<i<n: Xyn € A4;).

zu (b):
T(X)
ETX)|RX)=0|= ————dP
TR =01 = J iy BRI = )
=E[T((Xrm)1<i<n) | R(X) = 0] ()
=E[T((Xr;in)1<i<n)] ((@)
(%) gilt, da auf der Menge { R(X) = o} offenbar die Beziechung X = (X,,.,)7 ; gilt. |
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Nach diesem ldngeren Exkurs kehren wir zuriick zu den Score-Tests.

Korollar 3.6 (zu Satz[3.Jlmit Lemma[2.3)

Sei (Py)yeco mit © C R eine Familie von im Nullpunkt Ly (u)-differenzierbaren Verteilungen (p
dominierendes Mafs von (Py)yco) mit Score-Funktion Lindyg=0.Sei X = (X1,...,Xp) nach
Ppo = ®?:1 P.,9 verteilt. Dann besitzt ]P’ﬁ o die Score-Funktion

n

o=(r1,...,mn) — Ep,,[ > aL(X) | R(X) =o0]
i=1

=1

— Z ¢iBp, o [L(Xrn)] (Satz[B3l(b))
i=1

=: Z cia(ri)
=1

mit a(i) = Ep, , [L(Xln)]

Bemerkung 3.7

(a) Die Gewichte a(i) heifien ,, Scores* (entsprechen Punktzahlen in sportlichen Wettbewerben).

(b) Die nichtparametrische Hypothese Hy aus (2.1)) fiihrt unter R(X) zu einer einelementigen
Nullhypothese auf S, néimlich der Gleichverteilung auf S, (siche Lemma [3.3(b)). Damit
konnen die kritischen Werte c(«) fiir den resultierenden Rangtest 1) = 1p(R(X)), gegeben
durch

1, falls 37" | cia(Ri(z)) > c(a),
Y(x) = v, falls Y7 cia(Ri(x)) = c(a), (3.2)

0, falls 377 | cia(Ri(x)) < c(a),
durch diskrete Erwartungswertbildung ermittelt werden. Fiir groffes n kann c(«) approxi-
miert werden, indem eine Zahl B < n! festgesetzt wird und nur B zufiillig ausgewcdhlite

Permutationen o € S,, traversiert werden.
(c) Die Teststatistik T = T(R(X)) = > | c;a(R;(X)) heifst einfache lineare Rangstatistik.

(d) Fiir die Scores gilt Y ; a(i) = 0 (zur Ubung, einfach).
Ist L isoton, so gilt a(1) < a(2) < ... < a(n).

(e) Wegen X;.,, L F~Y(Us.,) werden die Scores hiufig in der Form a(i) = E [L o F_l(UZ-;n)}

angegeben und man nennt LoFt Score-erzeugende Funktion. Fiir grofie n kann man
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+1
b(i) =n [, Lo F~'(u)du gearbeitet werden.

approximativ mit b(i) = L o F~1(-1) (vgl. E[Upn] = n+r1 aus Bemerkung 3.4) oder

Lemma 3.8
Sei T eine einfache lineare Rangstatistik von der Form wie in Bemerkung 37(c), aber mit allge-
meinen deterministischen Scores a(i). Sei ¢ := n=1 Y ¢;und a = n~1 > | a(i). Unter Hy

aus @.1) gilt dann

E[T] =nca und

n

Var (7) = - ! S (e - 92 () ~ )

1=1 i=1

3

Beweis: R;(X) ist gleichverteilt auf {1,...,n}, also

E[a(R(X))] =) a(iyn ' =a und

E[T] = ZciE[a(Ri(X))] = Zcid.

Aus Y7 | a(i) =const. folgt (mit B; := R;(X)V1 <i < n)

0 = Var (Z a(z’)) = Var <Z a(R,)) = ZVar(a(Ri)) +2 Z Cov (a(R;),a(Ry;)) .

i=1 i=1 1<i<j<n

Wegen Austauschbarkeit ist P = PReBi fiir § £ j k # 1. Damit ist

0 = nVar (a(R1)) + n(n — 1)Cov (a(R1), a(R2))

& Cov(a(Ry),a(R2)) = = 1Var(a(R1)) .
Ferner ergibt sich
-~ (a(j) — @)’
Vi R))=E Ry) —a)?] = ——
ar (a(Ry)) = E [(a(R1) — )] ]Zl -
und mit weiteren Routinerechnungen die Varianz von T wie angegeben. |

Anwendung: Normalapproximation zur Ermittlung kritischer Werte fiir .

Lemma 3.9

Sei 1) wie in (3.2)) lokal bester Rangtest im Modell Py, y = Q)i P, v fiir {0 = 0} gegen {0 > 0},
vgl. Satz 2.8 zusammen mit Lemmal2.3 Ist S : R — R eine streng isotone Funktion, so ist 1) lokal
optimal fiir Q- Pgﬁ.

Beweis: V1 < i <ngilt B;((S(X1),...,5(Xy))) = Ri(X). [ |
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Lemma 3.10 (Stochastisch grofler-Alternativen, Lemma 4.4 in Janssen (1998))
Sei a(1) < a(2) < ... < a(n) (vgl. Bemerkung [3.7) und sei v ein Rangtest zum Niveau
unter Hy aus 1), d.h. Ep, [w] = . Es seien X1,..., X, iid. mit Verteilungsfunktion F| und
Xnyt1, - - - Xy iid. mit Verteilungsfunktion Fy, X = (X1,...,X,).

(a) Gilt Fy > Fj, so folgt Eg, [¢(R(X))] < .

(b) Gilt F\ < Fy, so folgt By, [ (R(X))] > .

Anmerkung: Fiir Lageparametermodelle (siche Beispiel 2.4{(a)) ist die Score-Funktion genau dann

isoton, wenn die Dichte f von Y unimodal ist. Dazu abschlieffend einige Beipsiele.

Beispiel 3.11

[Zweistichproben-Rangtests in Lageparametermodellen fiir stochastisch grifier-Alternativen]

(a) Fisher-Yates-Test
Sei f die Dichte von N'(0,1). Dann gilt L(x) = x und es ergibt sich

T = Z a(R;) mit a(i)=E [Xi:n]
i=1

Dabei ist X;.,, die i-te Orderstatistik von X1, ..., X, iid. mit X1 ~ N(0,1).

(b) Van der Waerden-Test

Sei f wieder die Dichte von N(0,1). Die Score-erzeugende Funktion ist gegeben durch

u +— ®~Y(u). Damit sind nach Bemerkung 37(e) b(i) = @fl(nil) approximative Scores

und es ergibt sich

T = iqﬂ(—Ri )
- i=1 n+1

(c) Wilcoxon rank sum Test

Sei f(x) = exp(—x)(1 + exp(—x))~2 die Dichte der logistischen Verteilung mit Vertei-
lungsfunktion F(x) = (1+ exp(—x))~L. Die Score-erzeugende Funktion berechnet sich zu

u +— 2u — 1. Damit ist

' . 2
a(i) =E[Lo F7 (Ui)] = 75 —

Die Scores lassen sich affin linear auf die Identitdt transformieren und es ergibt sich (vgl.

Lemma([3.9)
ni
i=1

die Rangsumme aus Gruppe 1.

22



(d) Median-Test
Die doppelte Exponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) hat die Dichte f(x) = % exp(— |:U{)
und die Score-erzeugende Funktion u — sgn(In(2u)) = sgn(2u— 1). Approximative Scores

ergeben sich damit zu

: 1
1, falls i > %

b(i):LoF_l(n+1): 0,  fallsi= "t
+1

-1, fallsi<

[\D‘

Zum Schluss noch der beliebte Savage-Test (auch: log-rank Test) als Beispiel fiir einen Skalentest
(vgl. Beispiel 2.4(b)).
Sei im Skalenparametermodell Y exponentialverteilt mit f(x) = exp(—z) 1(g o) (7). Dann gilt

fiir x > 0, dass

- f'(@)
Lx)=—1+=x =x—1
(@) =~ =)
Ubungsaufgabe: Zeige, dass fiir X1, . .. , X, stochastisch unabhiingig und standard-exponentialverteilt

gl B [Xia] =30 ik
Damit ergeben sich exakte Scores zu

)

. 1
ai) = oy !

j=1

DaY fast-sicher positiv ist, kann X = exp(9)Y auf ein Lageparametermodell log(X ) = 9 + log(Y")
zuriickgefiihrt werden. Gilt Y ~ Exp(1), so geniigt log(Y') einer gespiegelten Gumbelverteilung
mit

P(log(Y) < z) =1 — exp(—exp(z)), =z >0.
Die Rangtests haben starke Analogie zu Permutationstests, da kritische Werte im finiten Fall durch
Traversieren aller 0 € S,, und nachfolgender Bestimmung des (1 — «)-Quantils ermittelt werden.

Im nichsten Kapitel verallgemeinern wir die Theorie noch auf (nahezu) beliebige Abbildungen

g(X) anstelle von R(X), und auf zufdllige Scores. Wir erhalten lineare Resamplingstatistiken.
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Kapitel 4

Allgemeine Theorie von

Resamplingtests

Wir orientieren uns am Artikel von Janssen and Pauls (2003) bzw. den Doktorarbeiten von [Pauls
(2003) und [Pauly (2009).

Definition 4.1

Sei (Yn,i)lgz‘gk(n) ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen auf einem beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A,P). Dabei sei n € N und k(n) € N. In vielen relevanten Beispielen wird
k(n) = n sein.

Ferner sei (Wn,z‘)lgigk(n) ein Dreiecksschema zufilliger Gewichtsfunktionen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P). Die Zufallsvariablen (Yoi)i<i<k(n) und (Wni)1<i<p(n) Seien be-
ziiglich des Produktmafies P & P stochastisch unabhdngig. Die Gewichte mogen die folgenden

Generalvoraussetzungen erfiillen:

[GVI] Fiir allen € N seien (Wy1,. .., Wy, (n)) austauschbar.
[GV2] max ‘Wm — Wn| —— 0 P-stochastisch fiir n — oo.
1<i<k(n)

[GV3] Z(an —Wo)? — C €R P-stochastisch fiir n — co.

i=1

Dann heifst
k(n) B
Ty = k()Y Wi (Yo — V)
=1

lineare Resamplingstatistik mit Gewichtsfunktionen (W, ;)1<i< k(n)-
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Bemerkung 4.2

k(n)

Gilt W, =k(n)" 12 W, =0 P-fast sicher; so folgt

T = \/k(n) Z Wh,iYni P-fast sicher
i=1

Beispiel 4.3 (a) Einfache lineare Rangstatistiken (vgl. Kapitel [3))

(b)

Sei n beliebig, aber fest vorgegeben und Ry, (X) = (R, i(X))1<i<n fiir X = (X1,...,Xy)
ein Vektor von Rangstatistiken wie in Kapitel 3 betrachtet. Seien a,(i) = Ep, [L(Xm)]
(oder auch b(i) bzw. b(i) aus Bemerkung 37). Scores und (¢, ;)1<i<n Regressionskoeffizi-
enten. Setze k(n) = n.

Dann hat die einfache lineare Rangstatistik

n

Th(Rp(X)) = Z(Cn,i — Cn)an(Rn,i(X))

i=1
die Struktur einer linearen Resamplingstatistik (beachte auch Bemerkung 3(d)). Wiihle

dazu

und rechne [GV1] bis [GV3] nach.

Beachte fiir den Nachweis der Giiltigkeit von [GV1] die stochastische Unabhdngigkeit von
Réingen und Ordnungsstatistiken (Satz[3.3(a)).

Ein Resamplingverfahren kommt nun wie zuvor diskutiert zustande, indem die linearen
Resamplingstatistiken T, = T, (o) fiir zufillige Permutationen o € S,, betrachtet wer-
den. Unter Hy aus @.1) ist jedes o € S, gleichwahrscheinlich fiir R,,(X) und durch diese
Uberlegung wird der kritische Wert fiir den Score-Test (der als Rangtest durchgefiihrt wird)
aus den Quantilen der Verteilung der (T),(0))scs, beziiglich Gleichverteilung auf Sy, ge-

wonnen.

Einfache lineare Permutationsstatistiken

In Anlehnung an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus Abschnitt seien nun-
mehr die Werte der (X;)1<i<n im Mehrstichprobenproblem selbst vertrauenswiirdig, aber
kein konkretes parametrisches Modell. Dann sind sinnvolle lineare Permutationsstatistiken

gegeben durch
k(n) -
T, = \k(n) Z Cno(i) Yni — Yn)
i=1

mit

) VneN,1<i<kn), @.1)
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(c)

(nicht notwendigerweise fest vorgegebenen) Regressionskoeffizienten (cp;)1<i< k(n) und re-
sultierenden Gewichten Wy, ; = ¢y ,(;). Dabei ist 0 € Sy, wieder eine zufillige (gleich-
verteilte) Permutation der Zahlen 1, . .. k(n).

Offenbar erfiillen diese Gewichte [GV1] bis [GV3] genau dann, wenn es die Regressions-
koeffizienten tun.

Greifen wir das zweite motivierende Eingangsbeispiel (Zweistichprobenproblem) aus Ab-

schnitt[I. 2l konkret wieder auf, so sind sinnvolle Regressionskoeffizienten fiir k(n) = nq+ns

o [mn2 n% 1< my
nn k(n) -1 ,ny < i < k(n)

n2

gegeben durch

Ubungsaufgabe: Rechne nach, dass fiir o = id die Originalstatistik T,, = , | %(YM —
X ,.,) entsteht.

Bootstrap-Statistiken

Fiir Einstichprobenprobleme (z.B. erstes motivierendes Eingangsbeispiel aus Abschnitt[[.2)
sind Permutationsverfahren inadequat, da unter der Nullhypothese die Summenstatistik per-
mutationsinvariant ist.

Es bietet sich hier vielmehr ein auf ,, Ziehen mit Zuriicklegen* basierendes Resamplingsche-
ma an.

Seien dazu zum Beispiel (Klassischer Bootstrap von Efron (1979)) (M1, ..., Mn,k(n))

multinomial verteilte Zufallsvariablen zum Stichprobenumfang k(n) = ng{) M., ; und
1

Auswahlwahrscheinlichkeiten p,, ; = ") Vn. Dann sind Bootstrap-Gewichte gegeben durch

D=

Wn,i = k:(n)_ (Mnﬂ — 1)

Mit Y, ; wie in hat eine lineare Bootstrap-Resamplingstatistik also die Form (nach-

rechnen zur Ubung!)

Ty = Vk(n)( Z k(;;;Xm - Xn)
i=1

Die folgenden zwei Sitze [4.3] und [4.§] zeigen, dass der Formalismus in Definition [4.1] so allge-

mein ist, dass fiir eine sehr grofe Klasse von Resamplingverfahren asymptotische Aquivalenz des

bedingten (auf die Daten) Resamplingtests und eines unbedingten Niveau a-Tests basierend auf

der Original-Teststatistik 7, gezeigt werden kann. Als Vorbereitung pridgen wir die vorgenannten

Begriffe mathematisch exakt.

(a)

Definition 4.4

Bedingter Resampling-Test

Unter den Voraussetzungen von Definition habe fiir alle n € N die bedingte Verteilung
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L(Tx|Yn1,... ,Yn,k(n)) die (bedingte) Verteilungsfunktion F).
Bezeichne
cp(a) =cp(alYpa,. .. ,Ymk(n)) = (F;L‘)_l(l —a)
das (1 — a)-Quantil von F. Sei T,, eine reelle Statistik. Dann ist ein nicht-randomisierter

bedingter T;,-(Resampling-)Test definiert durch ¢y, , := 1(cx (a),00)(Th)-

(b) Asymptotische Aquivalenz von Testfolgen

Seien (¢n,a)nen und (py, o )nen zwei Folgen von Tests fiir das selbe Testproblem (2, A, (Py)yce, Ho).

Sei¥g € Ho. Dann heifien (¢n o )nen und (¢}, o )nen asymptotisch dquivalent unter ¥y, falls

Eoo [|na — 0hal] =30 Vae(0,1).

Satz 4.5

Es gelten [GV1] bis [GV3] und in [GV3] gelte 0.B.d.A. C = 1. Sei (¢, )nen eine Folge von Tests
fiir (2, A, (Py)geo, Ho) und sei 9 ein beliebiges Element aus Hy. Die Folge (¢r, o )nen habe die
folgenden Eigenschaften:

[E1] Fiir jedes n € N sei o, o, charakterisiert durch eine reellwertige Statistik T;, : 0 — R und
einen unbedingten kritischen Wert ¢, (o), so dass gilt

n—oo

Pna = Licn(a)oo)(Tn)s  wobei  Eg[pna] — a
(Asymptotischer unbedingter Niveau-a-Test basierend auf T, ).

[E2] Die Statistik T,, aus [E1] konvergiere in Verteilung gegen eine Zufallsvariable T. Die Vertei-
lungsfunktion Fr von T sei stetig und streng monoton steigend auf ihrem Tréger supp(Fr).

(Unbedingte Konvergenz)

Sei (7, o )nen eine Folge von bedingten (Resampling-)Tests fiir (2, A, (Py)yeco, Ho). Dann sind

(@n,a)nen und (cp;a)neN genau dann asymptotisch dquivalent unter ¥y, wenn

d(L(Ty), LTy |Yn15- -, Yo k@) — 0 Py, -stochastisch fiir n — oc. 4.2)
Dabei bezeichnet d(-, -) eine Metrik, die die schwache Konvergenz auf dem Raum der Wahrschein-
lichkeitsmafie auf (R, B(R)) metrisiert, z.B. die Lévy-Metrik dy,(-,-), definiert durch

d(F,G) :=inf{e >0: F(r —¢) —e < G(z) < F(r+¢)+eVr e R}
fiir zwei Verteilungsfunktionen F und G auf (R, B(R)).
Beweis: Dass die Konvergenz die asymptotische Aquivalenz von (¢, o) und ( ©, o) impli-

ziert, leuchtet intuitiv sofort ein. Ein technisch sauberer Beweis findet sich in [Witting and Nolle
1970), S. 58.

Der Beweis der Riickrichtung nutzt Stetigkeitsannahman aus und argumentiert technisch mit dem

Teilfolgenkriterium. Selbststudium wird empfohlen (Pauls (2003), Beweis von Lemma 3.4). W
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Definition 4.6
Gilt die Aussage von Satz 4.3\ fiir alle ¥y € Ho, so heifit ¢}, , asymptotisch effektiv in Bezug auf
Pn,a

Bemerkung 4.7

(a) Die , hin“-Richtung von Satz 4.3 ist enorm wichtig. Sie mahnt den/die Praktiker/in zur Vor-
sicht und zeigt, dass ein allzu blindes ,,Herumriihren* in den Daten oft zu nichts Gutem
(keinen validen Testprozeduren) fiithren kann. Vielmehr muss das Resamplingschema sorg-
faltig so ausgewdhlt werden, dass die Verteilungseigenschaften der Original-Teststatistik
T, unter der Nullhypothese moglichst exakt durch die Konstruktion von T abgebildet wer-
den. Ein , beliebter Fehler ist es z.B., unter den Gegebenheiten von Beispiel 4.3(b) im
Falle von ny # no (unbalancierte Stichprobenumfinge) ,,blindlings* zu permutieren, al-

50 Cp i X n~2. 1ii<n,y zu wiihlen. Man rechnet (unter asymptotischer Normalitdit von

T = /754 (X n, — Xn,)) leicht nach, dass dieses falsche Resamplingschema keine va-
lide Testprozedur im Sinne von Definition4.4(b) ergibt.
Andere klassische Gegenbeispiele sind das ,,blinde“ Bootstrappen der Maximumsstatistik

oder von korrelierten Daten (vgl. Abschnitt 2.3.1 der Dissertation von|Pauly (2009)).

(b) Ist T,, eine normalisierte Summenstatistik unabhdingiger Ausgangsvariablen und T eine

lineare Resamplingstatistik, so liefern nach Satz bedingte zentrale Grenzwertsdtze die

asymptotische Effektivitét von py, ., beziiglich oy, o Ein recht allgemeiner solcher bedingter

zentraler Grenzwertsatz soll dieses Kapitel beschlief3en.

Satz 4.8 (Bedingter Zentraler Grenzwertsatz, Satz 3.3. in [Pauly (2009), vgl. Theorem 2.1 in
Janssen (2005))

Es sei T, eine lineare Resampling-Statistik. Es gelten die Generalvoraussetzungen [GV1] bis

[GV3] an die W, ;, wobei 0.B.d.A. C =1 in [GV3] gelte. Ferner gelte \/k(n)(W, 1 — W) 2,

W1, W1 Zufallsvariable mit Var (W1) = 1. Die Y,, ; sollen die folgenden Regularititsvorausset-

zungen etfiillen:

[RI] Y, — 0 P -stochastisch

[R2] mzﬁ : |Yn,i — Vn‘ — 0 P -stochastisch
1<i<k(n
k(n)

[R3] Z (Yn,i - ?n)Q 2, V2 V? nicht-negative Zufallsvariable
i=1

Dann folgt
d(L(Ty|(Yni)i<i<k(n))s £(Z)) — 0 P-stochastisch,

wobei Z eine Zufallsvariable auf Q x Q mit Z(w,-) ~ N (0, V?(w)) bezeichnet.
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Anmerkung: Die Y;, ; aus Beispiel 4.3(a) erfiillen (unskaliert) [R1] bis [R3] in aller Regel nicht.
Da Rangtests jedoch invariant gegeniiber isotonen Transformationen sind (vgl. Lemma [3.9), las-
sen sie sich entsprechend reskalieren.

M Betrachte den Wilcoxon Rangsummentest aus Beispiel 3.11)c). Wie miissen die Regres-
sionskoeffizienten sinnvollerweise gewiéhlt werden, um asymptotische Normalitéit der einfachen

linearen Rangstatistik zeigen zu konnen? Wie sind die Gewichte zu transformieren?
Bemerkung 4.9 (Bemerkung 3.4 inPauly (2009))

(a) Die Bedingungen [R1] und [R2] sind nach Dreiecksungleichung zusammengenommen dqui-

valent zur P-stochastischen Konvergenz von maxi<i<g(n) ‘Ym‘ gegen 0.

(b) Ist V? = o% > 0 in [R3] konstant und positiv, so konvergiert die bedingte Verteilungsfunk-
tion F* (vgl. Definition 4. 4(a)) nach dem Satz von Polya (Witting and Miiller-Funk (1995),
Satz 5.75) sogar gleichmdpfig, also es gilt

sup |Fyi(z) — ¢(£)| — 0 P-stochastisch
zeR g

(c) Gilt fiir die Ausgangsvariablen IF’( ng{)(Xm - X,)?% > 0) — 1 fiirn — oo, so konnen

studentisierte Y, ; der Form
Y. . — Xn,i - Yn
n,g
k, —_—
VI (X, i - X2

benutzt werden. Diese erfiillen offensichtlich [R3] mit V? = 1.

Lis x, - X250}

i=1

Damit werden t-Test Analoga behandelbar (Janssen (2005)).
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Kapitel 5

Spezielle Resamplingverfahren fir

unabhingige Daten

5.1 Mehrstichprobenprobleme, Permutationstests

Ankniipfend an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus Abschnitt[[.2]und in enger Analo-
gie zur Theorie der Rangverfahren in Kapitel 3] geben wir zuerst einen Aufriss der Theorie von
Zweistichproben-Permutationstests. Greifen wir das entsprechende Beispiel aus[[.2] wieder auf, so

erhalten wir formal die folgende Problemstellung.

Modell 5.1 (Zweistichprobenproblem)

Seien (X;)1<i<n reellwertige, stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen. X, . .., X, seien iid.
mit X1 ~ Fyund Xy, 41, ..., X, seien iid. mit X,,, 11 ~ F5. Seiny :==n —ny und

Xpy =0 P00 X, Xy, i=ny > iy 41 Xj, wobei wir fordern, dass 0 < ny < n ist.

Das interessierende Testproblem sei gegeben durch
H={F =F} versus K={F #F} [+x]

In dem Lehrbuch von Lehmann und Romano (2005, ca. 800 Seiten) werden genau fiinf parame-
trische Situationen genannt, in denen das Problem (einigermal3en) befriedigend bearbeitet

werden kann:

() Fy = N(p1,0?), Fo = N(uz,0%), 0> > 0 bekannt. Hier wird der Zweistichproben-
GauBtest durchgefiihrt mit Teststatistik 7y = |X,,, — X, | und kritischem Wert als Nor-

malverteilungsquantil.

(2) Fy und F, wie zuvor, aber 2 > 0 unbekannt. Man fiihrt den Zweistichproben-t-Test durch
mit Teststatistik 7b = , /%%, wobei S die gepoolte Stichprobenstreuung bezeichnet.

Quantile der t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden dienen als kritische Werte.
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(3) Fy = Bernoulli(p; ), F» = Bernoulli(p2): Exponentialfamilie, UMPU-Theorie
(4) Fy = Poisson(A;), F, = Poisson(A2): Exponentialfamilie, UMPU-Theorie

(5) F1 = Exp(\1), F> = Exp(\2). Es existiert ein UMPU-Test fiir das Problem i—; < A versus
% > A. Fiihrt man diesen mit vertauschten Rollen von A; und A5 aus und adjustiert fiir

Multiplizitit, so kann man damit bearbeiten.

Wir untersuchen zunichst den Fall, dass sowohl F} als auch F3 stetige Verteilungsfunktionen sind

und betrachten Teststatistiken der Form

n

T = Zcig(Xi) = ZcDi(X)g(Xi:n)
i=1

i=1
fiir eine Statistik g : R — R. Die zweite Darstellung zeigt schon die Verbindung zu Rangtests auf.
Zum Beispiel geht |T| in 7} iiber, falls g = id und ¢; = ny' firi < ny und ¢; = —n; " fiir
j > np angesetzt wird. Unter H aus sind die Antirdnge D(X) = (D;(X)))1<i<n und die
Orderstatistiken (Xj.,)1<i<n stochastisch unabhingig nach Satz[3.5
Der nichtparametrische Test basierend auf 7" wird nun als Permutationstest bzw. Rangtest gemaf

dem folgenden Resamplingschema durchgefiihrt.

Schema 5.2 (Resamplingschema)
Das Resamplingschema wird hier fiir die stochastisch-grofier Alternative angegeben, der zweisei-

tige Fall verlduft analog.
(A) Halte (X;.,)1<i<n fest und betrachte a(i) := g(Xi.n) als zufiillige Scores.

(B) Sei D = (Di)lgign :Q — S, eine auf S,, gleichverteilte Zufallsgrofe. Bezeichne
¢ = c(a, (Xin)1<i<n) das (1—a)-Quantil der diskreten Zufallsvariable D +— Y7 cp,a(i).

(C) Fiihre den Rangtest

1, T > c,
p(D(X)) =<y, T=c,
0 T<c

aus.
(D) Insgesamt erhiilt man einen bedingten Test ¢ = p(D(X), (Xim)1<i<n)-

Bemerkung 5.3
Wiihit man g = id und (cj)i<j<n So, dass ‘T‘ = T gilt, so heifit der Test gemdfs Resampling-

schema3.2] Pitmanscher Permutationstest und wurde bereits von |Pitman (1937) hergeleitet.

Das Permutationstest-Prinzip lédsst sich auch auf die nichtparametrische Nullhypothese

Hy: Xq,...,X,, sindiid. [ * *]
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verallgemeinern. Dazu miissen die X;,1 < j < n, noch nicht einmal reellwertig sein. In diesem

Fall muss das Resamplingschema indes leicht modifiziert werden.

Schema 5.4 (Modifiziertes Resamplingschema)

(A) Gegeben seien n Zufallsgrifen X; : Q@ — ', 1 < j < n und eine reellwertige Teststatistik
T(Xqy,...,Xp).

(B) Betrachte gleichverteilte Permutationen und die Abbildung S,, — R, w — T(Xw(l), e ,Xw(n)),

wobei die m € S, unabhdingig von X1, ..., X,, gewdhlt werden.

(C) Bezeichne Qq die Gleichverteilung auf S, und bezeichne ¢ = c¢(a,w) das (1 — «)-Quantil
der Verteilung v — Qo({m € S, : T(Xr(1), -+ Xr(n)) < 7)),

(D) Fiihre den bedingten Test

durch.

Satz 5.5

Sowohl der bedingte Test p(D(X), (Xi.n)1<i<n) aus Resamplingschema 5.2l als auch der beding-
te Test p(w) aus Resamplingschema haben unter H aus bzw. Hy aus die Typ-
I-Fehlerwahrscheinlichkeit exakt gleich « fiir jedes feste n € N (unter den jeweils angegebenen

Voraussetzungen).

Beweis: Bedingt auf die Orderstatistiken (Schema [5.2)) bzw. auf die Daten selbst (Schema [5.4))

wird der jeweilige kritische Wert so eingestellt, dass

Ep)[#(D(X))] =Eq, [¢] = a

gilt. Zudem sind Antirdnge unter H aus stochastisch unabhingig von den Orderstatistiken
bzw. werden die Permutationen 7 unabhingig von (X1, ..., X,,) gewihlt. Das Resultat liefern

folgende Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen:
X 1LY =E[MX)Y)| X =z]=E[h(z,Y)] = /h(x,y)IP’y(dy) und

E[Y]=E[E[Y | X]] :/E[Y | X = z|Px(dz)
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An sich ist damit unter Nullhypothesen eine befriedigende Theorie von Permutationstests entwi-
ckelt. Fiir kleine 7 ist ein explizites Ausrechnen der kritischen Werte durch Traversieren aller n!
moglichen Permutationen moglich. Fiir moderat grofe n ist ein Traversieren von B < n! zufillig
ausgewdhlten Permutationen eine Approximationsmethode (Monte Carlo-kritische Werte).

Fiir sehr groe n kommt indes eher eine Normalapproximation der kritischen Werte in Frage, so-
fern die Teststatistik Summengestalt hat.

Hierzu benétigen wir bedingte und unbedingte zentrale Grenzwertsétze.

Modellvoraussetzungen 5.6
Seien (X;)i>1 iid. Zufallsgrifien mit X1 : (Q, A,P) — Q' und sei h : Q' — R eine Statistik mit

[1] [ Rh*(X1)dP < cc.

Seien Regressionskoeffizienten c,; gegeben mit
[2] S eni = 0¥n € N
[3] limy, oo >0y 2, = mite >0

[4] Ve > 03IM = M(e) > 0 mit Y ;" ml[Moo |\/ﬁcm‘ < eVn € N (gleichgradige
Integrierbarkeit).

Sei ferner
[5] 0% :=c* [{h(X1) — E[h(X1)]}?dP > 0

Satz 5.7
Setze unter den Voraussetzungen aus5.601T,, = Y ;" | cpih(X;). Dann gilt

(a) L(T,) % N(0,0?) fiirn — oo.

Wiihle unabhiingig von (2, A, P) eine gleichverteilte Zufallsgrofie T, = (Tni)1<i<n : (Q A
von Permutationen. Fiir festes w € ) bezeichne F, ,(-) die Verteilungsfunktion von & — T,

Dann gilt

t
(b)  sup|F,.(t) — ®(=)| — 0 P-stochastisch.
teR g

Beweis: (a) Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller.

(b) Wir wenden Satz [4.8] mit Bemerkung [4.9] an. Dazu stellen wir die Resamplingstatistik fiir

T, = 7 dar als

= h(X;
Tn((Xﬂ(] 1<]<n chl ) = \/ﬁzcnﬂrl(i)(Tn)
i=1

= \/ﬁzn: Wn,i(Yn,i - ?n)
=1
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mit Y, ; := chﬁi) und W,,; = 210 wobei wir 0.B.d.A. die h(X;),1 < i < n als
zentriert an ihrem arithmetischen Mittel annehmen konnen, beachte [2] und Bemerkung
Die Regularitidtsannahme maxi<;<y, ‘Ym‘ L, 0 ist offenbar erfiillt.

Die Annahme [R3] mit V2 = o2 > 0 folgt aus Voraussetzung [5].

Die Annahme [GV 1] folgt daraus, dass 7,, = 7 zufillig gleichverteilt auf S, ist.
Voraussetzung [GV3] mit C = 1 folgt aus den A{lnahmen [2] und [3].

Es bleibt, [GV2] zu priifen, also maxi<;<n Cni 2, 0.

Da die ¢,, ,—1(;) austauschbar sind und limy, oo 7" ¢2;

=konst. [3] gilt, muss ¢, -1(;y =
Op <ﬁ> fiir groBBe n fiir alle Indizes ¢ gelten.

Selbstverstindlich gilt die asymptotische Normalitit von > | ¢p;h(X7,,) erst recht, wenn auf

X = # bedingt wird. Wir berechnen die Permutationsvarianz wie folgt (0.B.d.A.: E [h(X)] = 0):

Var (Z enih(X,, )| X = f) = Var (Z c, T,lh(xi)> (Unabhiingigkeit)

i=1 1=1
2
1 n n n
= —— > (eni — ) h(zi) —n~ 1> hlx;)

Die letzte Gleichung erhilt man wie im Beweis zu Lemma [3.8]

5.2 Einstichprobenprobleme, Bootstraptests

Wir verallgemeinern (leicht) die Situation des ersten motivierenden Eingangsbeispiels aus Ab-
schnitt und beschiftigen uns hier mit dem Testen linearer Funktionale (Erwartungswerte) im

iid.-Fall.

Modell 5.8
Seien X1, ..., X, stochastisch unabhiingige, identisch verteilte Zufallsgrofen, X1 : (Q~1, F,P) —
(Q,A),g: Q — R eine Abbildung mit der Eigenschaft 0 < 0% := Varp (9(X1)) < oo und

7% = [ g0 = Blg(x2)

das uns interessierende statistische Funktional. Sei I@’n =n! Z?Zl 0x, das empirische Maf} und

n n 2
FES (g<xj> e zgom)
=1 i=1

die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz von g. Abkiirzend schreiben wir Z; := g(X;),1 < i < n,
Zpi=n1 Y12 = T(P,) und 6,, := /52

ne
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Lemma 5.9

(a) E(\/ET(I@’n)—T(le)) w N(O,l)

g n—o00

On

(b) £ (VATEZTE ) v 60, 1)

n—o0
Beweis:

(a) Zentraler Grenzwertsatz fiir die standardisierte Summe der Z;,j = 1,...,n.

(b) Teil (a) plus Lemma von Slutzky und Gesetz der grolen Zahlen. |

Damit sind GauBtests fiir Hypothesen, die sich auf 7'(P*1) beziehen, unter Verwendung von Z,,
als Teststatistik asymptotisch valide.

Drei Bootstraptests fiir die Hypothese
Hy: T(PX) = po versus  Hy : T(PX1) #£ po

sind gegeben durch die Resamplingschemata [3.10] [5.11] und [5.12] Wir beschriinken uns dabei auf

den praxisrelevanten Fall, dass o> unbekannt ist.

Schema 5.10 (Resamplingschema (Bootstraptest))
(A) Sei X = (X1,...,X,) gemdfs Modell (5.8)) gegeben.

(B) Sei X* = (X7,...,X}) ein Vektor von iid. Zufallsgrofsen mit X : (Q*, A*,P*) — (Q, A)

fiir alle 1 < i < n und mit (gemeinsamer) bedingter Verteilung L(X*|X) = (P,)™.

(C) Bezeichne P = n~1 37" 5Xi*77:' = T(P:) = n 'S0, g(X}) und qp das (untere)
 —Zn < z|X).

n

(-Quantil der bedingten Verteilungsfunktion x — P*(Z
(D) Lehne Hy genau dann ab, wenn Z.,, & [po + Qa2 10 + G1—a/2]-
Schema 5.11 (Resamplingschema (Monte Carlo bootstrap, [Efron (1977)/Efron (1979))
(A) Sei Z = (Z1, ..., Zy) gemdfs Modell (3.8) gegeben.

(B) Sei eine Zahl B € N fest vorgegeben. Generiere am Computer B bootstrap-Stichproben
<(Z§1,...,Z§n))b s Dabei werden alle Zy ; fiir b = 1,...,Bund j = 1,...,n
unabhdngig gleichvertéﬁt (mit Zuriicklegen) aus den urspriinglichen (Z1, . .., Z,) gezogen.

o _
Zn,b_Z"
On

(C) Berechne die bootstrap-Teststatistiken T, = \/n | ‘, b=1,...,B.

(D) Lehne Hy genau dann ab, wenn \/n| 7’;—;“% grofer als die {(1 — «) - B}-te Orderstatistik

des Vektors (T;b)b:L,..,B ist.

Schema 5.12 (Verbessertes Resamplingschema (siehe z.B. Hall and Wilson (1991)))
Identisch mit Schema jedoch wird in Schritt (C) die Studentisierung mit in das Bootstrapver-

fahren einbezogen, also 6., durch 6, , ersetzt, wobei 6, , = \/ n-1 Z?Zl(Z; i 7;1))2 gelte.
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Wir zeigen die asymptotische Effektivitit des durch Schemal[3.10l gegebenen Bootstraptests in Be-
zug auf den GauBtest wieder mit Hilfe des bedingten zentralen Grenzwertsatzes [4.8]fiir allgemeine
lineare Resamplingstatistiken.

Seiendazu V1 < i <mn:

Wir erhalten

Z -7 =
n X

Y7 -Y,) = Zyj* —nY, (5.1)
j=1 j=1

und offenbar besteht eine eineindeutige Zuordnung der Y;* zu den X, so dass wir uns den
Resamplingmechanismus auch vermittels der Y;* vorstellen konnen.

Betrachten wir nun Z?Zl Y. Fiir jedes w = (wi,...,wy) werden aus den Werten z; = X;(w)
jeweils genau m,, ; Replikate (1 < ¢ < n) zur Bildung dieser Summe herangezogen, wobei die
my,; als Realisierungen eines multinomialverteilten Zufallsvektors M,, = (M, 1, ..., M, ) zum
Stichprobenumfang n = Y7 ; M, ; und mit den Auswahlwahrscheinlichkeiten p,, ; = n™1 Vi =
1,...,n aufgefasst werden konnen. Damit ist Z;‘L:1 Vi= Z?Zl M,, ;Y;. Setzen wir dies in (5.1))
ein, so konnen wir schlielich schreiben

n

n n n
T =3 My V=Y Y=Y (M= 1)Y; =y Wi (¥ —Y,)
j=1 i=1

Jj=1 Jj=1

mit W, j = M%*l firalle j = 1,...,n.

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit von Satz[4.8 haben wir T)¢ also so geschickt umgeformt, dass
T sich als lineare Resamplingstatistik erweist sowie [R1] und [R2] und [R3] mit V2 =1 erfiillt
sind, vgl. Bemerkung [4.9]c).

Bleibt noch, alle Voraussetzungen an die Gewichte zu priifen. Dazu beachten wir das folgende

Lemma.

Lemma 5.13 (Lemma 20.2 in \Janssen (1998))
Sei M = (M, ..., M,) multinomialverteilt mit Stichprobenumfang n und Auswahlwahrschein-

lichkeit p; = %Vl <4 < n. Dann gilt

(a) V1 < ¢ < n: M; 2 > k=1 11y (Zr), wobei Zy, ..., Z, auf {1,...,n} gleichverteilte
Zufallsvariablen sind.

(b) V1 <i<n:E[M;]=1, Var(M;) = =L

(c) Z;L:le =n=DM,=1

(d) P(\/ﬁmaxlgign‘% — %‘ 28) —0 Ve>0 fiirn— oo
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) 2 n— 2 Y.
(e) Var <Z;L1 [M\J/ﬁl] > = (n—gl) — 0 fiirn — oo.

Korollar 5.14
Seien Wy, ; = M’y{l
(Mpa,...,My,) wie in Lemmal5.13)

, 1 < 7 < n die Bootstrapgewichte fiir multinomialverteiltes M, =

1. Die W, j erfiillen [GV1] wegen [5.13](a).
2. Die W, ; erfiillen [GV2] wegen[3.13](d).

3. Die W, ; erfiillen [GV3]mit C =1, dh. S := Z?:1(Wn,j — W,)? — 1 stochastisch
fiir n — oo, denn:
Nach[5131(b) und (c) ist E[S] = Var (M, 1) = "Tfl — 1 fiir n — oo und

_ n (]\471,,'71)2 ..
Var (S) = Var <Zi:1 4) — 0 fiir n — oo nach[5.131(e).

4. Schlieflich gilt /n(Wp1 — W) = My, 1 — 1 und Var (My, 1) — 1 fiir n — oo.

Korollar[5.14] liefert zusammen mit Satz [4.8] dass

Z -7
L <\/E"A7"|X> — 5 N(0,1).
O-n n—od
Da unter H, unbedingt £ <\/57’;—;“°) fiir n — oo schwach gegen N (0, 1) konvergent ist, folgt
nach Satz[4.3]die asymptotische Effektivitit des Bootstraptests aus Schema [5.10l

Zum Abschluss geben wir noch die Begriindung, warum das Schema[5.12] dem Schema [5.11] vor-

zuziehen ist.

Satz 5.15
Es liege die Situation aus Modell5.8vor; o > 0 sei unbekannt. Wir schreiben abkiirzend
p = T(PX1),

1. Falls & [Zﬂ < 00, S0 ist

zeR n

sup {P(\/ﬁ(in—p) < z)-P* (\/5(72 —Zy) < x) |=0 < M) fast sicher.

2. Falls E [Zﬂ < 00, SO ist

sup ‘]P’(\/ﬁzn e <uz)-P* ( nM < x) | = o(n"Y?)  fast sicher.

z€R a'n U;kl
Beweis:
1. ISingh (1981)), Theorem 1.B
2. |Hall (1988) u
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5.3 Bootstrapverfahren fiir lineare Modelle

In diesem Abschnitt benutzen wir multivariate (bedingte) zentrale Grenzwertsitze, um die Kon-
sistenz von Bootstrapapproximationen der Verteilung von Schitzern fiir Regressionskoeffizienten
in linearen Modellen zu zeigen.

Wir beginnen mit der Betrachtung fixer Designs.

Modell 5.16
Wir betrachten den Stichprobenraum (R™, B(R™)) und modellieren die Beobachtungen (y1, . . ., yn)
als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhdngigen Zufallsvariablen (Yi,...,Yy)
mit
P
Vi<i<n: Yi=) Betik+e (5.2)
k=1

Der Vektor 3 = (1, ... ,ﬁp)T ist der Parameter von Interesse. Die (z; 1;)1<i<n,1<k<p Seien fest

vorgegebene, uns bekannte reelle Zahlen (,,Messstellen*). Uber die Verteilung der iid. ,,Messfeh-
ler”, sagen wir P! induziert durch F, sei lediglich bekannt, dass E [e1] = 0 und

0 < 02 := Var(s1) < oo gilt, also insbesondere Homoskedastizitiit. Die unbekannte Verteilungs-

funktion F' sei ein Storparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Wir kiirzen ab:

Y(n)=Y :=(Y1,...,Y,) eR": Response-Vektor
Ti1 ... Tip

z(n)=x:=| : : € R™P Design-Matrix
Tpl .- Tpp

e(n)=¢e:=(e1,...,en) €R™: Vektor der Fehlerterme

B =(f1,-.. ,ﬁp)T € RP: Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise von (5.2))

Y(n)=xz(n)B+¢e(n) bw. Y =zf+c¢ (5.3)

Die Designmatrix habe maximalen Rang, so dass x " x € RP*P positiv definit und invertierbar ist.

Als Verlustfunktion fiir eine Punktschitzung von 3 unter Modell wihlen wir den quadrati-
schen (L-) Verlust. Damit ist /3 (n) = /3 die Ly-Projektion von Y auf den Vektorraum
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{z € R": z = x7,~ € RP} und kann somit charakterisiert werden durch
VyeRP: (Y — 2B, z7)rn =0
& VyeRP: YTay=p3Ta"zy (Bilinearitit von (-, -)gn)
< Yz = BT@“T:U

Multiplikation von rechts mit (2" 2)~" liefert

und folglich
B=(z"a) 2Ty,
da (2 "2)~! symmetrisch ist.

Setzen wir (33) in 3 ein, so ergibt sich auBerdem

A~

8= (me)*le(xﬁ +e¢)
=06+ (xTx)_lee
bzw. f[—f=(z"2)lz"e (5.4)

Gleichung (5.4) ist hilfreich bei der (asymptotischen) Analyse der Lo-basierten statistischen Infe-
renz iiber .

Berechnen wir zunéchst die ersten beiden Momente von B im finiten Fall.

Satz 5.17
Unter Modell[5.18 sei 3(n) = 3 = (z' ) 'z "Y. Dann gilt

(i) E[5] = 6
(ii) Cov(f) = o2(xTx)~!
Beweis: Wir benutzen die alternative Darstellung

B=p+ (wa)*le&?.

Linearitit des Erwartungswertoperators liefert (i). Ferner ist damit

Cov(B) =E |(B-B)B-9)]
=(z'2) 'z E [esT] z(z'z)7!

=o?(z'x)71, dalE |:€€T} = 021, ist.
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Widmen wir uns nun der asymptotischen Betrachtung. Unser Ziel ist ein unbedingter multivariater

zentraler Grenzwertsatz fiir /3 (n). Zunéchst ein vorbereitendes Resultat.

Lemma 5.18
Esseia' = (ay,...,a,) ein fest vorgegebener Vektor im RP. Unter Modell 516 nehmen wir an,

dass
. _1 ..
(i) n™ 2 max|<i<n,1<k<p |x,7k‘ — 0 fiir n — oo.

(ii) n~ta"x — V fiir eine positiv-definite, symmetrische Matrix V € RP*P,

Dann gilt mit p*> = o2a' Va, dass

L (n_%a—r:ﬂ—rs) — - N(0,p?)

n—0o0

T

Beweis: Sei S, x " e. Wir beachten, dass

V4 n n
=3 ( z) 3 (z ) Y e
k=1 i=1 i=1 i=1

eine Summe stochastisch unabhingiger, zentrierter Zufallsvariablen ist. Ferner gilt

Var (S, —025 62—025 E ajART; T k

i=1 j,k=1
P
=o? Z ajak(:vTx)j7k
J,k=1
=o2a" (z" z)a.

Damit folgt

Var (n*%Sn> =n"lo%a" z " 2za — p? =0%a'Va firn — .
Bleibt, die Lindeberg-Bedingung zu iiberpriifen, also zu zeigen, dass Vd > 0 gilt:

!ty [b?/ a?dP] — 0 fiirn — oo.
: {lei|>8v/m/|bil}

=1
Annahme (i) liefert, dass V1 < ¢ < n:

Vi \h

=i, — o0 firn — oco.
|b;)] — maxi<i<n |bs

Damit lasst sich fiir alle 1 < ¢ < n abschitzen:

/ e2dP < / e2dP — 0 fiirn — oo,
{leil=év/n/1b;|} {lei|>den}

da 1 ein endliches zweites Moment besitzt.
Da ferner n ! Yoy b? gegen den Wert a " Va konvergent ist (siche oben), ist damit alles gezeigt.
|
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Satz 5.19 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Unter Modell seien die Voraussetzungen (i) und (ii) aus Lemma erfiillt. Dann gilt fiir

A~

B(n) wie in Satz[5.17 dass

Beweis: Wir beachten, dass

nlB(n) — B = L nlaTz) e le.
Vn[B(n) — f] \/ﬁ( )

Nach Cramér-Wold device (siehe z.B.|Shorack and Wellner (1986), Seite 862) gilt

n—oo

L (%xRe) —— N, (0,6°V).

Da nach Annahme (ii) ferner (n 'z "x)~! gegen V' ~! konvergent ist, gilt insgesamt

L <%(n1xTaz)1xTe> #» N, (0,0%V ).

Anders als im R! ist ein Glivenko-Cantelli-artiges Verhalten empirischer GroBen im R” keines-
wegs garantiert (vgl. Vapnik-Chervonenkis Theorie, z.B. Kapitel 12 inDasGupta (2008)). In Mo-
dell 5.16]1assen sich indes die folgenden Aussagen zeigen.

Satz 5.20
Unter Modell seien Annahmen (i) und (ii) aus Lemmal3. I8 erfiillt. Dann gilt

(a) n~Y(x(n)) Te(n) — 0 fiir n — oo fast sicher,
(b) B(n) — B fiir n — oo fast sicher.

Bezeichne
E=(é1, .. &n) =Y —af=a(B-P)+e (5.5)

den Vektor der geschditzten Residuen unter Verwendung des LSE B = B (n) fiir die Regressionsko-
effizienten und sei F, die empirische Verteilungsfunktion von €1, ..., €,. Dann gilt

(¢) fin= [2F,(dz) =n~t 31" & — O fast sicher,
n—oo

(d) 62 = [22E,(dz) = % —— o2 fast sicher.

n—oo

Beweis: a) und b): [Freedman (1981), Lemma 2.3.
c): Starkes Gesetz der groflen Zahlen.
d): Beweis von Formel (2.10) in [Freedman (1981) |
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Anmerkung: Nach Satz [5.20] ¢) bleibt die Konvergenz in Teil d) von Satz [5.20Q] richtig, falls die

Residuen an fi,, zentriert werden.

Ein Bootstrapverfahren zur Schitzung der Verteilung von B(n) kombiniert nun zufillig die ge-

schitzten Residuen mit Zeilen der Designmatrix.

Schema 5.21 (Resamplingschema: Bootstrap fiir Modell [5.16))

(A) Berechne den LSE 3 (n) = (x"2)" Y2 TY basierend auf dem original Response-Vektor
Y =(Y,...,Y,)".

(B) Bestimme die geschditzten Residuen (vgl. (53)) é1, . .., &, sowie fi, =n~1Y " &
Bezeichne F), die empirische Verteilungsfunktion der zentrierten Residuen €1, ... ,E, mit

Vlgjgn:éjze’fj—ﬂn.

(C) Sei €7,...,¢;, eine iid. bootstrap-Stichprobe, deren bedingte Verteilung gegeben Y durch
Y ~ F, charakterisiert ist.
Setze YJ* = ﬂ:JB(n) + 6;,1 < 7 < n, wobei x; die j-te Zeile von x bezeichnet, und
Y*=(Yy,...,Y,)

(D) Berechne 3*(n) = (x"2) " 2" Y* und benutze die (bedingte) Verteilung von \/n (B*(n) - B(n))
als bootstrap-Approximation der Verteilung von \/n <B (n) — B)

Ein bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz zeigt die Konsistenz von Resamplingschema

[3.21] Dazu vorbereitend zwei Lemmata.

Lemma 5.22
Unter Modell mit Annahmen (i) und (ii) aus Lemma gilt mit den Bezeichnungen aus
Resamplingschema

(a) n~ Vg —el* =n! S (& — )2 —— 0 fast sicher.

n—oo

(b) n g —¢e|* =n 0 (& —&)? —— 0 fast sicher.

Beweis: Aus (3.3) folgt & — e = z(5 — B) Damit ist
e —<l> = (8= 5) "z (5 - B)
und Satz[5.20]b) liefert unter Annahme (ii) die Aussage unter (a).
Teil (b) folgt unter zusétzlicher Beachtung von Satz[3.20]c). |

Lemma 5.23
Unter den Voraussetzungen von Lemma gilt

Fn Y F mit Wahrscheinlichkeit 1.

n—oo

42



Beweis: Sei U eine beschrinkte, Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitzkonstante K. Dann ist

n

nfl Z; |\I](5z) — \I’(€Z)| < %Z {51' - 81'{

=1

n 3
<K <n_1 Z(éi — 5,)2) (Cauchy-Schwarz)

i=1

—— 0 fast sicher
n—oo

wegen Lemma[5.27] (b). Also gilt

n—oo

/\I'(a:)ﬁ’n(dx) - /\I'(a:)Fn(dx) —— 0 fast sicher,

wobei F}, die empirische Verteilungsfunktion der wahren Residuen bezeichnen moge. Eine leichte
Abwandlung des Satzes von Vitali (vgl. Lemma 8.4 in Bickel and Freedman (1981l)) liefert das
Resultat. |

Satz 5.24 (Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Es gelte Modell[5. 16| mit Annahmen (i) und (ii) aus Lemmal5.18l Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit
1, dass

£ (ValB ) = BmNIY ) —“ A, (0,6°V 7).

n—oo

Beweis: Wir beachten, dass

ist,daz' (Y*—Y)=a'e"gilt
Wir verfahren nun wie in Lemma([5.18lund Satz[5.19und beachten zur Uberpriifung der Lindeberg-
Bedingung die Lemmata[5.22 und 5.23] [ |

Wenden wir uns nun zufilligen Designs zu.

Modell 5.25 (Lineares Modell mit zufilligem Design)
Wir betrachten den Stichprobenraum (R™P+1) B(R™P+1))). Die Beobachtungen werden model-
liert als Realisierungen von iid. Tupeln (X;,Y;)1<i<n, wobei X1 = x1 € RPund Y1 = y; € R

gelte. Wir nehmen den folgenden linearen Zusammenhang an:

P
Vi<i<n: Yi=) BXipte=XB+e (%)
k=1
Die Matrix
X171 . XLP
Xn)=X= :
Xn,l Xn,p



von Zufallsvariablen heifst zufiillige Design-Matrix und die Matrixschreibweise von (x) lautet

Y = X3 +e¢, (k%)

wobei der Index n iiberall zur notationellen Vereinfachung weggelassen wurde. Wir machen die

folgenden (Regularitdits-) Annahmen.

(i) Die Matrix > = E [Xle—] € RP*P jst endlich (alle Eintriige sind endlich) und positiv
definit.

(ii) Bezeichnet  die (p + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung von (X1,Y1), so ist
die Verteilung von &1 durch i bereits voll spezifiziert, denn 1 = Y1 — X{ 3. Insbesondere

sind die (6j)j:17m7n iid.

(iii) Der Parametervektor (3 ist definiert iiber die Eigenschaft, dass er E [HYl — XlTﬁHQ} mi-
nimiert. Daraus folgt, dass Y1 — X{r 0 = €1 senkrecht auf X1 steht, also V1 < j < p :
E[X) 6] =0= =X 1E[X Y]]

(iv) Die Matrix M = (M; )1<jr<p mit Mj, = E [XLle,ksﬂ existiert in RP*P, Diese An-
nahme ist erfiillt, wenn E [H(Xl, Y1)||§] < 00 ist.

Lemma 5.26

Annahmen wie unter Modell .23 Die Matrix n 'XTX = n71 (31, Xij Xik); per,. p Mit
Werten in RP*P konvergiert u"-fast sicher gegen 3 € RP*P fiir n. — oc.

Beweis: Starkes Gesetz der groflen Zahlen. |

Der LSE fiir 3 € RP ist analog zum Fall mit fixem Design gegeben durch B(n) == (XTX)1XTy.

Wir rechnen
XTX)(B-B) = (X XX X) XY - =XV - (X X)8=X"e.

Lemma 5.27
Unter den Voraussetzungen unter Modell gilt

(X TX)B-B)=n"2X"e —2 N, (0,M).

n—oo

Beweis: Wir beachten X e = (3.0 | X; j&;)

die Aussage mittels multivariatem zentralen Grenzwertsatz analog zur Herleitung im Falle fixer

;:1 p und Annahmen (iii) bis (iv) und folgern

Designs. |

Nehmen wir Lemmata und 5.27] zusammen, so ergibt sich ein (unbedingter) multivariater

zentraler Grenzwertsatz.
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Satz 5.28 (Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Unter den Voraussetzungen von Modell gilt

Jn (B(n) — ﬁ) PN, (0,37 M.
n—oo
Aufserdem gilt fast sichere Konvergenz von B (n) gegen [3 fiir n — oc.

Beweis:

~

) =(X"TX)'XTY =84+ (X X)X e =+ (X X) " (n X Te)

und nach Lemma[5.26]ist n = (X T X) fast sicher gegen ¥ konvergent. Damit liefert die Annahme

(iii) mit dem starken Gesetz der groflen Zahlen, dass ﬁ (n) — f fast sicher fiir n — oo. |

Da iiber die genaue Gestalt des Daten-generierenden WahrscheinlichkeitsmafBes p™* keine genauen

(parametrischen) Annahmen gemacht wurden, bietet sich auch hier fiir festes n eine bootstrap-
Approximation von £ <\/ﬁ [B(n) — B)]) an.

Schema 5.29 (Resamplingschema: Bootstrap fiir Modell [5.23])
(A) Seien iid. Daten ((X; = x4,Y; = Yi))1<;<,, gemdf} Modell gegeben. Wir bezeichnen
mit 3 = 3(n) den LSE basierend auf dieser Stichprobe, also 3 = (X X) 1 XTY mit

zufdlliger Design-Matrix X und Response-Vektor'Y .

Ferner bezeichnen wir die (p + 1)-variate empirische Verteilung der Daten mit P,.

(B) Bezeichne (X} = x},Y;" = y})),<;<, eine iid. bootstrap-Stichprobe. Dabei ist (klassisch)
(XE,Y7) : (QF, A% P*) — (RPTY, B(RPTY)) mit der Eigenschaft P*(X{:Y1)IDaten — p
(zufilliges gleichverteiltes Ziehen aus den original beobachteten Datentupeln mit Zuriick-

legen).

(C) Berechne den LSE der bootstrap-Stichprobe, also B*(n) = 3* = (XX X*TY* und
setze e* = Y* — X*B mit Werten in R"™.

(D) Approximiere L <\/ﬁ [B(n) — ﬁ]) durch L <\/ﬁ [6*(n) — B(n)] |Daten).

Die Konsistenz dieser Bootstrapapproximation wurde von [Stute (1990) durch Nachahmung der

Beweisschritte gezeigt, die zum unbedingten multivariaten zentralen Grenzwertsatz gefiihrt haben.

Lemma 5.30
Unter Resamplingschema gilt

Vi<i<n: ViI<j<p: E* [Xi*,jeﬂDaten] =0
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Beweis: Da Erwartungswertbildung beziiglich P* gegeben die Daten einer diskreten Summe mit

uniformen Gewichten entspricht, erhalten wir unter Beachtung der Definition von &*
n
E* [X;;efDaten] =n~' > " Xy (Vi — X[ B) =n H(X;,Y — XPB)pn =0
k=1

nach Konstruktion von B |

Lemma 5.31
Unter Resamplingschema gilt u"-fast sicher fiir alle 5 > 0

p* <Hn’1X*TX* — EH > 5) — 0

n—oo

Beweis: Esist X*' X* = <z;‘:1 XZ-*in*k) . Ferner ist
’ ’ j7k:17"'7p

E*

n
ZX;jXZMDaten
i=1

n
= ZE* [X;ijZMDaten] = nE* [Xinik|Daten]
i=1

n n
-1
=nn ' XX =) Xi i Xk
=1 =1

und damit ist

n
—1 * * _ —1ypx* =1
E|n ng‘,j k| =E|[nTE =nE
i=1

i7j

n
Z XX/ |Daten
i=1

n
ZXl,le,k]
=1

=E[X1;X14] = Ejp < oo

firalle 1 < j,k <p.
Ferner erfiillt das Modell das ,,Degenerate Convergence Criterion® (siehe [Loeve (1977), Seite

329), was den Beweis komplettiert. |

Lemma 5.32
Unter Resamplingschema gilt u"-fast sicher

n"ia X*Ter 2N <O, aTMa> fiir alle a € RP.

n—oo

Beweis: Wir kiirzen ab:

n_ P
_1 T -
Sti=n"2a' X" =n a; Xy i€k
k=1 j=1

N

und stellen fest, dass .S}, eine normalisierte Summe von iid. Zufallsvariablen

p
* * ok .
(Zk)lgkgn = E ank,jEk 1St.
J=1 1<k<n
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Die Zufallsvariable Z; ist nach Lemmal[5.30] zentriert, also auch S}. Bleibt die Varianz von S} zu

berechnen.

p P
Var (S;|Daten) = E* [(Z})?|Daten] = Z Zala] [ X761 X7 je} Daten]
=1 j=1

p p n

—ZZala] n 1ZX”X” XTﬂ)

=1 j=1

Nach Satz [5.28] konvergiert ﬁ = B(n) fast sicher gegen ( fiir n — oco. Damit ist

Vi<i<n (Y- XZ-T B)Z fast sicher gegen e? konvergent und nach dem starken Gesetz der
groBen Zahlen strebt damit n = 37" X;, X; ;(V; — X' 3)? fast sicher gegen M, ;, vgl. Annahme
@iv).

Zusammengefasst ergibt sich damit

PP
T .
Var® (S |Daten) — Z Z aja;M;j =a Ma p" -fast sicher.
I=1 j=1

SchlieBlich ergibt sich damit die Konsistenz der Bootstrapapproximation gemaf3 Resamplingsche-
mal[5.29]

Satz 5.33 (Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Unter Resamplingschema gilt u"-fast sicher

L <\/ﬁ [3*(n) — B(n)] \Daten) # N, (0,27t Me )

Vi |85 m) = )| = ¥ (X Tx) X (X 46 - B] = n3 (x0T X)X T
= (nle*TX*)fl(nf%X*Te*)‘

Nach Lemma[5.32] und Cramér-Wold device konvergiert die bedingte Verteilung von n~2X* et
fiir p"-fast alle Beobachtungen gegen N, (0, M ). Ferner liegt nach Lemma [5.31] stochastische

Konvergenz von n~ 1 X* " X* gegen die invertierbare Matrix ¥ vor. Damit ist alles gezeigt. |
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