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Modell der einfachen linearen Regression

ZielgréBe (response): Y, EinflussgrdBe (erklarende Variable): X
Modellbildung: Lineare Abhangigkeit zwischen Y und X,

Beobachtungen gestort durch additives i.i. d. Rauschen
;i ~ N(0, 02) mit konstanter Varianz:

Yi=06o+ Bixi+ei,i=1,...,n

Kleinste—Quadrate—Schatzung und ML-Schéatzung:

By = >t (Xi — Xn)(¥i — n)
Zi(Xi - )_(n)2

Yn — B1Xn.
Satz (GauB—Markov)

Der KQ-Schatzer ist bester linearer unverzerrter Schtzer und
eindeutig.




Residualvarianz (erwartungstreue Form):

s% =52

_ iy

- 9i)?
n—2
Geschétzte Standardabweichungen der geschéatzten
Regressionskoeffizienten
Z.x.
E [
SE(Bo) = 7= g SE(Pn) =

\/ SSX-1,8S8X = Z Xi—Xn)?
Bi/SE(B;), i = 0,1 (als Zufallsvariable aufgefasst) ist
t,_o—verteilt = Konfidenzintervalle

I=5i+t 21—a/2 " SAE(BI) i=0,1



Ein Test fiir die Globalhypothese Hy : By = 51 = 0 kann

basierend auf der folgenden F-Statistik durchgefiihrt werden

_ (V. _ )2
F _ (n 2) ZI( i Y) ~ F1 N2
>i(Yi—Y)? Ho 7
Bestimmtheitsmalf3:
pe_ g Sl 9P

>ivi—y)?

S2

(n—2)SSY
Anteil der durch das Modell erklarten Varianz der Zielgréi3e



R—Code: lineare Regression Cholesterin—Beispiel

> ch<—read.table(file="cholesterin.csv", 6 header=TRUE,dec=",")

> summary (Im(ch$Cholesterin~ch$Alter))

Call:
Im(formula = ch$Cholesterin ~ ch$Alter)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

—0.6111 —0.2151 —0.0058 0.2297 0.6256

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.279868  0.215699  5.934 5.69e—06 *xx
ch$Alter 0.052625  0.005192 10.136 9.43e—10 xx*x

Signif. codes: 0 ‘xxxt 0.001 ‘xxt 0.01 ‘xt 0.05 ‘.t 0.1 ‘'t 1

Residual standard error: 0.334 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8236, Adjusted R-squared: 0.8156
F-statistic: 102.7 on 1 and 22 DF, p-—value: 9.428e—10

> confint(Im(ch$Cholesterin~ch$Alter))
2.5 % 97.5 %

(Intercept) 0.83253668 1.72720003

ch$Alter 0.04185806 0.06339175
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> plot(ch$Alter,ch$Cholesterin ,main="OLS Residual—Plot")
> lines (ch$Alter, fitted (Im(ch$Cholesterin~ch$Alter)))

> segments(ch$Alter, fitted (Im(ch$Cholesterin~ch$Alter)),
+ ch$Alter ,ch$Cholesterin, Ity =2)

OLS Residual-Plot

ch$Cholesterin
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Xi,..

ZielgréBe hangt linear von p > 1 erklarenden Variablen

., Xp ab. Mit Designmatrix X ergibt sich Modellgleichung

1 Xi1 Xip Bo €1
(YDt =Y = XB+e = : Pl
1 Xp Xnp Bp €n
Kleinste-Quadrate-Schatzer: 3 = (X'X) ' XtY.

Beste Lineare Vorhersage (in X) far Y:

V= X3 =X(xx")"" Xty = HY
mit der sogenannten Hut—Matrix H.



§2 — 52

Mit den Residuen ¢ = Y — Y folgt fiir die Residualvarianz:

gle
g =

n-p—1"°
Geschétzte Standardabweichung der geschétzten
Regressionskoeffizienten

SE(B s
(Bi) = XX,
Die Hypothese 5, =0 Vi € {1,..., p} kann basierend auf der
folgenden F-Statistik gepruft werden:
(Y=9)'(y-¥)-2¢)/p
etéf(in—p—1)

F=




S2

Mit den Residuen ¢ = Y — Y folgt fiir die Residualvarianz:

At 2
N ee
:0’2:

n—-p-—1"
Geschatzte Standardabweichung der geschatzten
Regressionskoeffizienten:

A s2
SE(Bj) = XX,

Far einzelne Koeffizienten kann die Hypothese H; : 3; = 0 mit
einem t—Test untersucht werden:

S R
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Einfaktorielle Varianzanalyse

ANOVA ist eng verwandt mit linearem Regressionsmodell.

Gegensatz zur linearen Regression:
Erklarende Variablen sind dichotom bzw. kategoriell.

Einfaktorielle Varianzanalyse (ANOVAT1):
Untersuche Einfluss eines Faktors auf die Zielgréie.

Das Modell ist bestimmt durch:
Yj=p+ai+e;~N (Mi,az) s Hi = ot

Dabei indiziert i = 1,..., p die Faktorgruppenund j=1,....n;
die unabhangigen Wiederholungen in den Faktorgruppen.
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Ziel der Varianzanalyse:
Test auf Gleichheit der Mittelwerte in den p Faktorgruppen,
also Hy : oy = ag = ... = ap versus Hy: CHy.

Vorgehen:

@ Schatze Varianzen in den Gruppen.
2 Schétze Varianzen zwischen den Gruppen.
9 Schéatze totale Varianz.

# Je groBer der Anteil der Varianz zwischen den Gruppen an
der Gesamtvarianz im Vergleich zur Varianz innerhalb der
Gruppen, desto mehr Evidenz fir H; liegt vor.
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Einfaktorielle Varianzanalyse
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Einfaktorielle Varianzanalyse

Ziel der Varianzanalyse:

Test auf Gleichheit der Mittelwerte in den p Faktorgruppen,
also Hy : oy = ag = ... = ap versus Hy: CHy.

Vorgehen:

@ Schatze Varianzen in den Gruppen.

@ Schatze Varianzen zwischen den Gruppen.

@ Schatze totale Varianz.

@ Je groBer der Anteil der Varianz zwischen den Gruppen an

der Gesamtvarianz im Vergleich zur Varianz innerhalb der
Gruppen, desto mehr Evidenz fir H; liegt vor.
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ANOVA-Tafel

Quelle der Varianz | Abk. Berechnung Freiheitsgrade
Faktor SSk SSp =37, n,-n(‘j/,-, -y )? p—1
Gruppen SSe | SSe=3F Y (vyi—¥.)? n—p
total SSr | 8Sr=30 S (vi—7)? n—1

Der (Gesamt—)Mittelwert y.. und die Gruppenmittelwerte y;.,
i=1,...,p, sind ML—Schétzer.

Die Teststatistik fir das Testen von Hy ist

_ SSk/(p—1)
F= SSe/(n—p) H Fo-1n-p-

Dabei werden wieder SSg und SSg als Zufallsvariablen
aufgefasst.
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Varianzanalyse liefert:
Test zur Uberprifung der Hypothese, dass alle
Gruppenmittelwerte gleich sind.

Oft auch von Interesse:

o Alle paarweisen Vergleiche der Gruppenmittelwerte (MCA)
o Alle Vergleiche von Gruppenmittelwerten mit dem
empirisch grof3ten (MCB)

@ Alle Vergleiche von Gruppenmittelwerten mit einer
Referenzgruppe (MCC)

Dies sind klassische Multiple Testprobleme!
(vgl. z. B. Buch von Jason Hsu (1996)
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Streiflicht: Zweifaktorielle Varianzanalyse

Modellgleichung der zweifaktoriellen Varianzanalyse:
Yik = p+ai+ Bj+ 7 + €.

Fehler ¢j: Normalverteilt mit konstanter Varianz.
7jj ist Interaktionsterm, der Wechselwirkungen
zwischen Faktoren modelliert.

ni.,ie€{1,...,1} Beobachtungen in Faktor—1-Gruppen,
n.;,je{1,...,J} Beobachtungen in Faktor—2—-Gruppen.

Quelle der Varianz Abk. Berechnung Freiheitsgrade
Faktor 1 SSry SSp =l ynm. @i —7...) [—1
Faktor 2 SSen SSka =y n. (7.5 — 7. P J—1
Gruppen SSe | SSe =Sl Tl TkWik — Vi =y 4P | n—l—Jd+1

total Ssy SST =%l Sl =7 )P n—1
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Verallgemeinerte lineare Modelle (GLM)

X = (Xq,..., Xp), X := (X1,...,Xp)

Die X; konnen sowohl stetig also auch kategoriell sein.
Sei Y e Rund 5 := g(E[Y|X = X]).

GLM's modellieren 1 — /i + >/, ;.

g hei3t dabei Link-Funktion.

Typische Beispiele:

Modell | Skalenniveau von Y Link-Funktion g
ANCOVA stetig id. (X stetig)
ANOVA stetig id. ()? kategoriell)
log.-linear Y € (0,00) log
Poisson YeN log
logistic dichotom logit(x) = In(x/(1 — x))

Cox Zeitspanne n = log h(t)

[m] = = =
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e Lebenszeitanalysen (Survival Analysis)
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Sei T eine Zufallsvariable mit Werten in R, die eine
Lebenszeit beschreibt und

S(t)=P(T>t)=1-Fr(t)
die zugehdrige Survival-Funktion.

Die Hazard—Funktion wird definiert als
h(t) = lim

P(t<T<t+AHT>1)
At—0

At
und die kumulative Hazard—Funktion durch

H(t) = /t h(s)ds = — log S(t).
0
h(t) = £(t)/S(1).

Ist f = F’ die stetige Dichte der Verteilung von T, so gilt



Zensierte Daten

Eine der Hauptschwierigkeiten bei der Durchfihrung von
Lebenszeitanalysen sind zensierte Daten.
Grinde:

@ Zum Ende der Studie ist noch nicht bei allen
Teilnehmenden das Zielereignis eingetreten
@ Wahrend der Durchfiihrung der Studie scheiden

Teilnehmer aus Grinden aus, die in keinem Bezug zum
Zielereignis stehen

Dann ist die ,naive” Schatzung durch

(1)

_ Uberlebende zur Zeit ¢

verzerrt.
n



Kaplan—Meier—Schatzer

Definition
Betrachten wir die geordneten Ereigniszeitpunkte
t(1) < t(g) <. < t(n).

Dann ist der Kaplan—Meier—Schatzer gegeben durch
. d
Skm(t) = H (1 = 7/) .
Ity <t /

Dabei bezeichnet r; die Anzahl der Einheiten, die unmittelbar
vor t;; noch unter Risiko stehen und @; die Anzahl der
Einheiten, die zum Zeitpunkt t) ausfallen.




Kaplan—Meier—Schatzer

Der Kaplan—Meier—Schétzer ist der

Maximum-—Likelihood—Schéatzer der Survival-Funktion.
Es gilt:

Var(Sim(t)) = <§KM(f)>2 >

g

ity <t il = 9)

Die (kumulative) Hazardfunktionen werden geschatzt durch
N d; A d;

A=Y 2 h(t) = !
(t) ;nj und (1)

Ni(tg+1) — )
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Cox—Regression

Definition

Sei T eine Lebensdauer und X = (Xi, ..., X,) ein
p-dimensionaler Vektor von erklarenden Variablen.

Das Cox proportional hazard-Modell modelliert die
Hazard—Funktion in Abhangigkeit von X durch

log h(t Z BiX; + log ho(1).

i=1

ho(t) heiB3t die Basis—Hazard—Funktion (baseline hazard) und
ist Hazard—Rate zum Kovariablenvektor X = 0.

(ﬂ/) _4 ist ein Vektor von Regressionskoeffizienten.




Cox—Regression

Das Cox—Modell ist ein semiparametrisches
Regressionsmodell.

Das Verhéltnis von Risiken h(t|x("))/h(t|X(®)) zweier Individuen
ist konstant.

Es wird hierbei ein Regressionsansatz fir die Hazard—Funktion
gewahlt, da diese nicht von den r; abhéngt.
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