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Vorbemerkungen

Ein stochastischer Prozess X = (X;):c ist eine
indizierte Kollektion von ZufallsgréBen.

Genauer: X : Q x T — (X, ),
X(w, t) := Xi(w) messbar vVt € 7.

Spezialfall T € N und X C R: Zeitreihen

Wird w* € Q fixiert, so hei3t X(w*, -) ein Pfad des
stochastischen Prozesses X.

Filtration (F):cg: Wachsende Familie von Sub-o-Algebren
von J auf X

(X, F, (Ft)te, P) heiB3t gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum.




Q Brownsche Bewegung und Diffusionsprozesse




Random Walk
Definition
Es seien Z;,i € {1,..., n}, i.i.d. Zufallsvariablen mit

P(Z=1)=p=1-P(Z=-1).

Die Zufallsvariable S, = Y"1, Z; beschreibt eine
(eindimensionale) Irrfahrt (random walk) in Z.
Fir p = 1/2 ist dies die so genannte symmetrische Irrfahrt.

Sp nimmt Werte in [—n, n] an. Vn: E[Sp] = 0 und Var(S,) = n.

Reskaliert konvergiert die symmetrische Irrfahrt gegen eine
(eindimensionale) Brownsche Bewegung:
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Brownsche Bewegung

Definition

Sei (F;) eine Filtration. Ein (F;)—adaptierter stochastischer
Prozess (B;)t>o auf (2, F, (F¢),P) heiBt Standard Brownsche
Bewegung (oder Standard Wiener—Prozess) bzgl. (¥;), falls gilt:

(BB1) By =0 P-f.s.,

(BB2) Furalle t > sist (B; — Bs) unabhangig von F,

(BB3) Zuwéchse (B; — Bs), 0 < s < t, sind N(0, t — s)—verteilt,
(BB4)

BB4) (Bi)i>o hat P—. s. stetige Pfade.
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Satz

Ist B = (Bt)t>0 eine Brownsche Bewegung, so auch jeder der
folgenden Prozesse:

() B':=-B (Spiegelungsprinzip)
(ii) Fur festes s > 0: B? := Bs,t — Bs,t > 0 (Zeithomogenitat)
(iii) Fur festes ¢ > 0: B := ¢ "B, t > 0 (Skalierung)
(iv) Fur festes T > 0: B} := By — Br_y,

0<t<T (Zeitinversion)

tBi, t>0
(v) B? == &’ (Inversion)
0, t=0.
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tBi, t>0
(v) BY ::{ i (Inversion)




Markov-Eigenschaft und Simulation

Korollar

Aus den Eigenschaften der Brownschen Bewegung und dem
vorangehenden Satz folgt die Markov—Eigenschaft:

Bi:=Bsyt—B;,s>0,t>0

ist eine Brownsche Bewegung und unabhéangig von Fs.

> BB<—function (B0, T,n){

+ B<—c(BO,cumsum(rnorm(n,mean=0,sd=sqrt(T/n)))+B0)
+ plot(seq(0,T,length=(n+1)),B,

+ main="Brownsche Bewegung", type="1")}

\%

BB(0,1,1000)
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Brownsche Bewegung
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Weitere Eigenschaften der Brownschen Bewegung

Satz
Es sei B = (B;)>0 eine Brownsche Bewegung. Dann gilt:
(@ Die Pfade von B sind fast sicher nirgends differenzierbar.

@ Die Pfade von B sind auf jedem Intervall fast sicher von
unbeschrankter Variation.

@ Das Wachstumsverhalten Iasst sich durch das Gesetz vom
iterierten Logarithmus beschreiben:

lim sup Bi(w)

——— =1 furP - fastalle w € Q.
t—00 2tloglog (1)

@ B ist zentrierter GauBB—Prozess mit Cov(Bs, B;) = s At
Vs,t >0 < Bist Brownsche Bewegung.
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Konstruktion nach Paul Lévy

Seine Ny, Dy =1{k/2",k e N,0 < k <2"}und D = |J;2 ¢ Dp.
(Zt)tep sei eine Folge standardnormalverteilter Zufallsvariablen.
Funktionenfolge Fj : [0, 1] — R definiert durch Fy(t) = tZ; und

\/Zz_éﬁa t S Dn\anh
Fn(t) = 05 te Dn—1’

linear interpoliert, sonst.




Konstruktion nach Paul Lévy

Bo=0,Bi =2 und B = %% 4 Z_ wobei

B/ den rechten und B;” den Imken Nachbarpunkt
nach einer Intervallhalbierung bezeichnen.

Der entstehende Prozess hat zur Zeit f die Varianz t.
Es gilt z. B. fUr die ersten Schritte

By+ By 4
B, = % n 7/

By + B, 2y,
Bm e T

B, + B Z:
33/4 _ 1/2 1 3/4

2 N




R Code: Lévy—Konstruktion Brownscher Bewegung

> B=array (data=0,dim=2)
> B[2]=rnorm(n=1,mean=0,sd=1)

> H=10
> for (i in 2:H) {
old=B
for (t in 1:27(i-2)) {
B[2xt—1] = old[t]
B[2x1] rnorm(n=1, mean=(old[t]+old[t+1])/2,
sd=(1/(sqrt(2)"i)))}
B[22 (i —1)+1] = old[2"(i—2)+1]

+ 4+ + o+ o+




Lévy—Konstruktion Brownscher Bewegung

Konvergenz gegen eine Standard-Brownsche Bewegung
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Zweidimensionale Brownschen Bewegung

Definition

Ein stochastischer Prozess (%B:)>0 mit Werten im R heiB3t
d-dimensionale Brownsche Bewegung, falls die Koordinaten
(Bi)t, i € {1,...,d}, stochastisch unabhéngige
eindimensionale Standard Brownsche Bewegungen sind.

> n<—100

> x<—rnorm(n,mean=0,sd=1/sqrt(n))
> y<—rnorm(n,mean=0,sd=1/sqrt(n))
> Bx[1]<—0

> By[1]<—0

> for (t in 1:n) {

+  Bx[t+1]<—Bx[t]+x[t]

+ By[t+1]<—By[t]+y[t]
+}




Zweidimensionale Brownsche Bewegung




Ersteintrittszeit, gestoppter Prozess

Zeitpunkt des ersten Erreichens von h € R einer Standard
Brownschen Bewegung ist die Stoppzeit

7(h) = inf{t > 0|B; = h} .

Ziele:
o Simulation der bei h gestoppten Brownsche Bewegung

@ Schéatzung der Verteilung der Eintrittszeiten durch
Monte—Carlo—Simulation und Kerndichteschatzung




Simulation gestoppte Brownsche Bewegungen (h = 1)

Eintrittszeiten der Brownschen Bewegung




Simulation gestoppte Brownsche Bewegungen (h = 1)

Eintrittszeiten der Brownschen Bewegung




which () -Kommando in R

> N<—100

> n<—10000

> BRMk—matrix (ncol=N, nrow=n+1)

> h<—1

> tau<—c(rep (NA),N)

> for(j in 1:N){

+ BRM[, j]1=c(0,cumsum(rnorm(n,mean=0,sd=sqrt(T/n))))
+ tau[j]=which(BRM[,j]>h)[1]}

> tau<—sort(tau)/nxT

> par(mfrow=c(1,2))

> hist(tau, freq=FALSE, main="Verteilung Eintrittszeiten")
> lines (density (tau),col=2)




Verteilung Eintrittszeiten
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Theoretische Verteilung der Eintrittszeiten

7(h) = inf{t > 0|B; = h}
ist Lévy—verteilt mit Parametern ;= 0 und o = h°.

Dichtefunktion der Lévy—Verteilung:

U(x) =

JL e
2r (x — )2 P

X > [
2(x — u))

= Obige Konstruktion liefert eine Mdglichkeit,
Zufallsstichproben geman ¢(x) zu erzeugen.




Diffusionen

Unter einem Diffusionsprozess versteht man in der Stochastik
einen Prozess der Form

Xt = Xo + pt + 0B

mit einer Standard Brownschen Bewegung B.

X; wird auch als allgemeine Brownsche Bewegung mit
Drift 1 und Volatilitdt o bezeichnet.

Einen Prozess mit zeitabhéngigen Drift und Volatilitat
bezeichnet man als It6—Prozess.




+ 4+ 4+ + A+ V

v

Diff <—function (BO,mu, sigma,T,n){
dt<—T/n

D<— c(rep(NA,n))

t<— c(rep(NA,n))

t[1]<—0

for(j in 2:n){

t[j]<— t[j—1]+ dt}

D[1]<— BO

for(j in 2:n){

D[jl<— D[j—1]+muxdt+ sigmasxsqrt(dt)+«rnorm(1, mean=0, sd=1)}
plot(t,D,type="1",main="Diffusion")}

Diff(0,—1,1,5,10000)
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Diffusion
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Diffusion mit Konfidenzbandern

Diffusion




Diffusion mit Konfidenzbandern
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Diffusion mit Konfidenzbandern
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Q Brownsche Briicke
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Definition
Es sei (Bt)i>0 eine Standard Brownsche Bewegung.

Fir einen fest gewahlten Zeitpunkt T > 0 und eine Konstante
¢ € R heiBt der Prozess

B; = (Bt|BT = C), t>0

Brownsche Briicke.

Charakterisierung: B; = By + B; — t(By + Bt — ¢)/ T,
Erwartungswert:  E[B{ = Bo(1 —t/T) + (ct/T),
Kovarianzfunktion: Cov(Bs, B;) =sAt—(st)/T.




BBridge<—function (x,y,t0,T,n){

dt<—(T-t0)/n

t<—seq(t0,T,length=n+1)

B<—c (0 ,cumsum(rnorm(n)=*sqrt (dt)))
BB<—x+B—(t—t0 )/(T—t0 )= (B[n+1]—y+Xx)
plot(t,BB,type="1",main="Brownsche Briicke")}
BBridge (0,1,0,1,1000)

V+++ ++V

Brownsche Briicke




Q Ornstein—Uhlenbeck—Prozesse




Definition
(Bt)t>0 eine (F;)—adaptierte Standard Brownsche Bewegung.
Die stochastische Differentialgleichung
dXt = 9(/1 — Xt)dt + O’dBt
mit Startwert Xj ist explizit I6sbar durch

t
X; = Xoe % + (1 — e + / oe’c~aBy,
0

den Ornstein—Uhlenbeck Prozess mit mean reversion level ,
mean reversion rate § und Rauschniveau o.

Erwartungswert:  E[X;] = Xoe % + p(1 — e~ %),
Kovarianzfunktion: Cov(Xs, X;) = (02/20) (e~0Is~tl — g?(s+D)).

[m] = = =




R Code: Simulation eines OU—Prozesses

OWU—function (x0,sigma,theta ,n){

t<—c(rep(NA),n)

t[1]<-0

for(j in 2:n){

t[jl<—t[j—1]+1/n}

B<—c(rep (NA),n)

B[1]<—0

for(j in 2:n){

B[ jl<—B[j—1]+sqrt(1/n)xsigmaxrnorm (1)}

ito .sum<—c(0,sapply(2:n,function (x) {exp(—thetax(t[x]-t[x—1]))
#(B[x]-B[x—1])}))

ou<—c(rep (NA),n)

ou[1]<—x0

ou<—sapply (1:n,function (x) {ou[1]xexp(—thetaxt[x])
+sum(ito.sum[1:x])})
plot(t,ou,main="0Ornstein—Uhlenbeck—Prozess",type="1")}

+ 4+ + AV

> 0U(10,2,6,1000)




ornstein-Uhlenbeck-Prozess




O Zusammengesetzte Poisson—Prozesse und
Sprungdiffusionen




Poisson—Prozess

Definition
Poisson—Prozess N: Adaptierter Zahlprozess, fur den gilt:
@D Vs, t,0<s<t<oo: (N — Ns)ist unabhangig von Fs.

@Vs, t,u,vmit0<s<t<oo,0<U<V<oo,
t—s=v—u:(Nt— Ns) ~ (N, — Ny) ~ Poisson(A(t — s))

v,

Pfad eines Poisson—Prozesses hat Spriinge der Hohen 1, ist
stlickweise konstant und cadlag (rechtsseitig stetig, linksseitige
Limiten).

Anzahl der Spriinge N; zur Zeit t ist Poisson—verteilt mit
Parameter X - ¢

A Intensitat des Prozesses, E[N;] = Var(N;) = At.

=] = =
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Zusammengesetzter Poisson—Prozess

Definition

Sei N = (N;)¢>0 ein Poisson—Prozess mit Intensitét A
und (Yk)k>1 eine i.i.d. Folge von Zufallsvariablen,
stochastisch unabhangig von N. Dann heif3t

Ni
X; = Z \7
k=1

zusammengesetzter Poisson—Prozess.




Satz

Gegeben N(T) = n sind die Sprungzeitpunkte Ty, ..., T, auf
[0, T]" genauso verteilt wie die Ordnungsstatistiken von n
unabhangigen auf [0, T] gleichverteilten Zufallsvariablen.

Beweisidee:
N; =1, t > 0: Sprungzeit ist uniform auf [0, {] verteilt, denn es
gitfiro<s <t

< =
B(Ty < siNp=1)= L1 =8 Ne=1)

P(N;=1)
_]P)(Ns:1,Nt—Ns:0) _E
B P(N;=1) ot
!
Gemeinsame Dichte: f(t;,...,f) = %]l{ogng...gtngT}-

=] F = = E DA




Wartezeiten

Wi=ATi=(Ti— Tiq) i€ {1,....n}, "~ Exp()) , To := 0.
Die gemeinsame Dichte der Wartezeiten ist damit

g(wy, ..., wy) = \"exp (—)\ > w,-) I 2 w0
i

Bedingt auf N; = n ergibt sich:

"

~ A\ N oAt
g(wy,...,wp|N; =n) e Ne M o<t <. <th<t) -

Wie bei der Brownschen Bewegung bietet es sich also auch
hier an, die Simulation Uber die Inkremente bzw. die
Wartezeiten vorzunehmen.




R Code: Sprungdiffusion

VA +++++++++++++++++V

jumpdiffusion<—function (n,sigma,mu, lambda) {
dt<—1/n;t<—seq(0,1,length=n)

L<—c(rep(NA,n));L[1]<-0

N<—rpois (1,lambda)

T<—runif (N,min=0,max=1)

T<—sort(T)

jumps<—function (j){ind<—function (j,i){(t[jI>T[i])*(t[j—1]<=T[i])*1}
ind<—function (j,i){(t[j]>T[i])*(t[j—1]<=T[i])*1}
c<—c(rep (NA,N))

for(i in 1:N){

cl[il<—ind(j,i)«runif(1,min=—1,max=1)}

sum(c)}

for(j in 2:n){
L[jl<—L[j—1]+sigmaxsqrt(dt)xrnorm(1,mean=0,sd=1)+muxdt
+jumps ()}

write .table (L, file ="jumpdiffusion.txt")

write . table (T, file ="jumptimes")
plot(L,type="1",main="Diffusion und

zusammengesetzter Poisson—Prozess")}
jumpdiffusion(1000,1,0.1,10)




Diffusion und zusammengesetzter Poisson-Prozess
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