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Bootstrap-Methoden zur Ermittlung kritischer

Werte für asymptotische FWER-Kontrolle

Mathias Trabs

14.11.2010

1 Wiederholung

Sei (Ω,A,M,H) ein multiples Testproblem mit P ∈ M, M eine Familie von
Wahrscheinlichkeitsmaßen auf (Ω,A), und einer Hypothesenmenge H = {Hi :
i ∈ I = {1, ...,m}}. Sei weiter ϕ = (ϕi : i ∈ I) ein multipler Test.
Die (zufälligen) Anzahlen von wahren / falschen Testentscheidungen können wir
darstellen als:

Testentscheidung
Hypothesen 0 1

wahr m0 − V (P ) V (P ) m0

falsch m1 − S(P ) S(P ) m1

m−R(P ) R(P ) m

Def.: FWER(P ) = P (V (P ) > 0) = P (
⋃

i∈I0
{ϕi = 1})

2 Problemstellung

2.1 Model

Seien X1, ...Xn iid. Zufallsgrößen im R
J , Xi = (Xij : j = 1, ..., J) ∼ P

mit P ∈ M unbekannt. Dabei sind (Xij)j=1,...,J , i ∈ {1, ..., n}, unspezi-
fiziert korreliert. Wir möchten beispielsweise Lokationsparameter der Form
ψ(P ) = (ψi : i = 1, ...m) untersuchen.
Bsp.: Sei X ∼ P mit Werten in R

J und Y := g(X) : R
J → R

m. Dann wählen
wir ψ(P ) = E[Y ], d.h. ψi = E[Yi].

Wir haben Teststatistiken Tn = (Tni : i = 1, ...,m) ∈ R
m als Funktionen

von X1, ..., Xn und bezeichnen deren wahre Verteilung mit Qn = Qn(P ).
Unsere Testentscheidung ist gegeben durch:

• Hi annehmen, falls Tni ≤ ci,

• Hi ablehnen, falls Tni > ci,
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mit den kritischen Werten c ∈ R
m. Eine multiple Testprozedur (MTP) ist

dann die (zufällige) Teilmenge Rn ⊆ I der abgelehnten Hypothesen.
Gilt ci = c für i = 1, ...,m, heißt Rn Simultantest.
Bsp.: Y und ψ(P ) wie oben. Hypothesen: Hi = {ψi(P ) = E[Yi] ≤ ψoi}, i =
1, ...,m mit einem Nullwert ψ0 ∈ R

m. Dann wählen wir die t-Statistiken:

Tni =
Schätzer - Nullwert

Standardfehler
=

√
n
ψni − ψ0i

σni

.

2.2 Typ-I-Fehlermaße

Die Theorie baut auf Fehlermaßen Θ(FVn
) ∈ [0, 1] auf, die als Funktionen von

der Verteilung der Anzahl der Typ-I-Fehler Vn definiert sind. Dabei ist FVn
die

Verteilungsfunktion von Vn auf {0, ...,m}.
Insbesondere betrachten wir die FWER:

Θ(FVn
) = FWER(P ) = P (Vn > 0) = 1 − FVn

(0).

Seien F1, F2 zwei Verteilungsfunktionen auf {0, ...,m} und
d(F1, F2) := max

x∈I
|F1(x) − F2(x)| deren Abstand.

Wir machen folgende Annahmen an Θ:

• (AMI) Monotonie:

F1 ≥ F2 ⇒ Θ(F1) ≤ Θ(F2)

• (ACI) Stetigkeit bei (Fn): Sei (Fn) eine Folge von Verteilungsfunktionen
auf {0, ...,m} gegeben, dann soll für beliebige Verteilungsfunktionen (Gn)
auf {0, ...,m} gelten:

lim
n→∞

d(Fn, Gn) = 0 ⇒ lim
n→∞

(Θ(Gn) − Θ(Fn)) = 0

In den meisten Fällen genügt in der (ACI)-Annahme (Fn) = F , für eine Verteilungs-
funktion F .

3 Fehlerkontrolle und Wahl der Nullverteilung

Definition: Eine MTP Rn = R(Tn, Q0, α) kontrolliert das Niveau α ∈ (0, 1)
(strikt), falls

Θ(FVn
) ≤ α, (FWER(P ) ≤ α).

Rn kontrolliert das Niveau α ∈ (0, 1) asymptotisch, falls

lim sup
n→∞

Θ(FVn
) ≤ α.

Vn hängt von der wahren Verteilung Qn = Qn(P ) der Teststatistiken Tn ab,
aber Qn ist i.A. unbekannt und muss durch ein Nullverteilung Q0 geschätzt
werden (um kritische Werte zu ermitteln).
Seien Teststatistiken Tn mit wahrer Verteilung Qn, einer m-dimensionalen Nul-
lverteilung Q0 zur Berechnung kritischer Werte, sowie eine Niveau α gegeben.
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Für die gesamte Anzahl der abgelehnten Hypothesen R und die Anzahl der
abgelehnten wahren Hypothesen V schreiben wir:

Rn = R(Q0|Qn) = |R(Tn, Q0, α)|, Tn ∼ Qn,

R0 = R(Q0|Q0) = |R(Tn, Q0, α)|, Tn ∼ Q0,

Vn = V (Q0|Qn) = |R(Tn, Q0, α) ∩ I0|, Tn ∼ Qn,

V0 = V (Q0|Q0) = |R(Tn, Q0, α) ∩ I0|, Tn ∼ Q0.

Mit diesen Vorbereitungen können wir nun eine allgemeine Vorgehensweise angeben.

3.1 Road map

1. Null-Dominiertheit für das Typ-I-Fehlermaß Θ(FVn
):

Wähle eine Null-Verteilung Q0 so, dass.

Θ(FVn
) ≤ Θ(FV0

) [strikte Kontrolle]
lim sup

n→∞
Θ(FVn

) ≤ Θ(FV0
) [asymptotische Kontrolle]. (1)

2. Die Anzahl der Typ-I-Fehler ist nie größer als die gesamte Anzahl abgelehn-
ter Hypothesen, damit

V0 ≤ R0 ⇒ FV0
≥ FR0

(AMI)⇒ Θ(FV0
) ≤ Θ(FR0

)

3. Kontrolle des Parameters Θ(FR0
), bzgl. der beobachtbaren Anzahl von

abgelehnten Hypothesen, unter der Null-Verteilung:

Θ(FR0
) ≤ α.

Hierbei ist (1) abhängig von Θ und gilt unter folgenden allgemeinen Null-
Dominiertheits-Bedingungen:

• Q0 dominiert die Verteilung FVn
: x ∈ {0, ...,m}:

FVn
(x) ≥ FV0

(x),

lim inf
n→∞

FVn
(x) ≥ FV0

(x),

Insbesondere gilt dies, falls

• Q0 dominiert die gemeinsame Verteilung Qn,I0
des I0-Vektors (Tni : i ∈

I0):

Qn,I0
≥ Q0,I0

,

lim inf
n→∞

Qn,I0
≥ Q0,I0

.

Die erste Ungleichung in (1) folgt aus (AMI), für die zweite benötigen wir eben-
falls (ACI).
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4 Umsetzung

4.1 Konstruktion einer MTP

Schreibe für einen kritischen Wert c ∈ R
m und eine Verteilung Q ∈ {Q0, Qn}

R(c|Q) =
∑

i∈I

1{Tni>ci}, Tn ∼ Q,

V (c|Q) =
∑

i∈I0

1{Tni>ci}, Tn ∼ Q.

Für die Null-Verteilung Q0 auf dem R
m mit Randverteilungen Q0i und für ein

δ ∈ [0, 1] definieren wir außerdem den Vektor d(Q0, δ) der δ-Quantile:

d(Q0, δ)i = Q−1
0i (δ) = inf{z : Q0i(z) ≥ δ}, i = 1, ...m.

Methode 1: common-quantil
Gegeben eine Null-Verteilung Q0 und ein Niveau α ∈ (0, 1), wähle

δ0(α) = inf{δ : Θ(FR(d(Q0,δ)|Q0)) ≤ α}.

Dann definieren wir die Ein-Schritt common-quantil multiple
Testprozedur mittels der kritischen Werte

c(Q0, α) = d(Q0, δ0(α)) = (Q−1
0i (δ0(α)) : i = 1, ...,m),

welche das Typ-I-Fehlermaß Θ(FV (c(Q0,α)|Qn)) zum Niveau α kon-
trolliert:

R(T0, Q0, α) = {i : Tni > c(Q0, α)i}.

Theorem 1 (Asymptotische Kontrolle für die common-quantil Meth-
ode)
Es existiere eine R

m-wertige Zufallsvariable Z ∼ Q0, so dass für alle c ∈ R
m

und x ∈ {0, ...,m} gilt:

lim inf
n→∞

PQn

(

∑

i∈I0

1{Tni>ci} ≤ x

)

≥ PQ0

(

∑

i∈I0

1{Zi>ci} ≤ x

)

(AQ0)

Oder kurz: lim infn FV (c|Qn)(x) ≥ FV (c|Q0)(x),∀x. Weiterhin erfülle die Abb. Θ
die Bedinungen (AMI) und (ACI) bei FV (c|Q0).
Dann kontrolliert die common-quantil Methode mit kritschen Werten c(Q0, α) =
d(Q0, δ0(α)) asymptotisch das Typ-I-Fehlermaßes Θ(FV (c|Qn)) zum Niveau α,
d.h.

lim sup
n→∞

Θ(FV (c|Qn)) ≤ α.
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Methode 2: common-cut-off
Gegeben eine Null-Verteilung Q0 und ein Niveau α ∈ (0, 1), wähle

e(Q0, α) = inf{c ∈ R : Θ(FR((c,..,c)|Q0)) ≤ α}.

Dann definieren wir die Ein-Schritt common-cut-off multiple
Testprozedur mittels des kritischen Wertes e(Q0, α) durch

c(Q0, α) = (e(Q0, α), ..., e(Q0, α)),

welche das Typ-I-Fehlermaß Θ(FV (c(Q0,α)|Qn)) zum Niveau α kon-
trolliert:

R(T0, Q0, α) = {i : Tni > c(Q0, α)i}.

Vergleich von Common-qunatil- und common-cut-off-Methode:

• Beide Methoden sind äquivalent, falls (Tni)i=1,...,m unter Q0 identisch
verteilt sind.

• Unterschiede in: Balance, Güte und technischer Umsetzbarkeit.

• Wird Q0 durch Resampling geschätzt (bootstrap) tendiert die common-
quantil Methode zur größerer Sensibilität gegenüber der Anzahl der Resampling-
Schritte und der Diskretheit der geschätzten Null-Verteilung.

Theorem 2 (Allgemeine Konstuktion der Null-Verteilung) Es seien λ0 ∈
R

m und τ0 ∈ R
m
0 so gegeben, dass gilt

lim sup
n→∞

E[Tni] ≤ λ0 und lim sup
n→∞

V ar(Tni) ≤ τ0i, i ∈ I0.

Definiere νi =

√

min
(

1, τ0i

V ar(Tni)

)

und einen Zufallsvektor verschobener und

skalierter Teststatistiken

Zni = νi(Tni + λ0i − E[Tni]), i = 1, ...,m.

Falls Zn
w→ Z ∼ Q0 = Q0(P ), dann gilt für c ∈ R

m, x ∈ {0, ...,m}

lim inf
n→∞

PQn

(

∑

i∈I0

1{Tni>ci} ≤ x

)

≥ PQ0

(

∑

i∈I0

1{Zi>ci} ≤ x

)

Damit gilt (AQ0) für die Nullverteilung Q0 und Theorem 1 ist anwendbar.

Diskusion von Theorem 2

• Bei einer zusammengesetzten Hypothese Hi wird λ0i am Schwellenwert
bestimmt.

• λ0 ∈ R
m zur Erzeugung von Statistiken (Zni)i∈I0

die stochastisch größer
sind als die (Tni)i∈I0

und daher gegen eine Verteilung konvergieren, die
(AQ0) erfüllt.
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• τ0 ∈ R
m
0 zur Vermeidung einer degenerierter asymptotischer Nullverteilung

und unendlicher kritischer Werte.

• λ0, τ0 hängen nur von den Randverteilungen der wahren Verteilung von
Tn ab.

• hängen λ0, τ0 vom unbekannten P ab, so können sie durch konsistente
Schätzer ersetzt werden.

• τ0 ist für FWER-Kontrolle nicht zwingend nötig.

4.2 Bootstrap-Schätzung der Nullverteilung

Wir schätzen die wahre Verteilung P aus den Daten X1, ..., Xn durch P ⋆
n . Hier-

aus wird das bootstrap-sample generiert: n iid. Realisierungen X
♯
1, ..., X

♯
n ∼

P ⋆
n .

Anschließend erzeugen wir aus dem bootstrap-sample die Teststatistik (T ♯n
i )i=1,...,m

und berechnen entsprechend Theorem 2

Z
♯n
i =

√

min(1,
τ0i

V arP ⋆
n
(T ♯n

i )
)(T ♯n

i + λ0i − EP ⋆
n
[T ♯n

i ]), i = 1, ...,m.

Die Schätzung der Verteilung von (Z♯n
i )i=1,...,m erfolgt dann mittels der em-

pirischen Verteilungsfunktion über B bootstrap-samples. Damit haben wir eine
Approximation von Q0(P ) (aus Theorem 2).

Dieses Vorgehen ist in folgenden drei Schätzmethoden umgesetzt.

Methode 3: Bootstrap-Schätzung der Nullverteilung

1. Erzeuge B bootstrap samples {X♯
1,b, ..., X

♯
n,b} für b = 1, ..., B

mit X♯
i,b ∼ P ⋆

n , i = 1, ..., n, b = 1, ..., B

2. Berechne für jedes bootstrap sample die Teststatistiken
T

♯n
·,b = (T ♯n

i,b : i = 1, ...,m), so dass wir eine m × B-Matrix

T ♯n = (T ♯n
i,b ) erhalten.

3. Berechne zeilenweise Erwartungswerte und Varianzen in
der Matrix T ♯n um E[Tni] und V ar(Tni), i = 1, ...,m, zu
schätzen.

4. Erzeuge m×B-Matrix Z♯n = (Z♯n
i,b) durch zeilenweises Ver-

schieben und Skalieren von T ♯n

5. Die bootstrap Schätzung Q0n der Nullverteilung Q0 aus
Theorem 2 erhalten wir als empirische Verteilung der Spal-
ten Z♯n

·,b der Matrix Z♯n.
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Methode 4: Bootstrap-Schätzung der common-quantil
kritischen Werte

1. Wende Methode 3 an um die Matrix Z♯n und die geschätze
Nullverteilung Q0n zu ermitteln.

2. Die bootstrap common-quantil cut-offs sind die Zeilenquan-
tile der Matrix Z♯n, also die δ-Quantile des B-Vektors Z♯n

i,· :

d(Q0n,i, δ) = Q−1
0n,i(δ) = inf

{

z :
1

B

B
∑

b=1

1{Z
♯n
i,b

≤z} ≥ δ

}

,

i = 1, ...,m.

3. Für einen Test zum Niveau α ∈ (0, 1), wird δ gewählt als

δ0n(α) = inf{δ : Θ(FR(d(Qn0,δ)|Q0n)) ≤ α}.

4. FWER: (min-P)

(a) p-Wert-Matrix P ♯n bestimmen durch Ersetzten der
Einträge in Z♯n durch deren zeilenweise Ord-
nungszahlen (groß zu klein).

(b) Wähle in jeder Spalte von P ♯n den kleinsten p-Wert.

(c) (1−δ0n(α)) ist das α-Quantil dieses B-Vektors der kle-
insten p-Werte.

Methode 5: Bootstrap-Schätzung der common-cut-offs

1. Wende Methode 3 an um die Matrix Z♯n und die geschätze
Nullverteilung Q0n zu ermitteln.

2. Berechne den gemeinsamen kritischen Werte aus Q0n

entsprechend

c(Q0n, α) = e(Q0n, α) = inf{c ∈ R : Θ(FR((c,..,c)|Q0n)) ≤ α}

3. FWER: (max-T)

(a) Bestimme in jeder Spalte von Z♯n den größten Wert.

(b) e(Q0n, α) ist das (1 − α)-Quantil des B-Vektors der
größten Werte.

5 Quelle

Dudoit, van der Laan, Pollard: Multiple Testing. Part I Single-Step Procedures
for Control of General Type-I-Error Rates.
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”Higher Criticism Thresholding” zur Merkmalsauswahl

(Donoho & Jin, PNAS Vol. 105, No. 39, 14790-14795)

Thorsten Dickhaus

29.11.2010

1. MOTIVATION UND MODELLBILDUNG

Wir betrachten zur Motivation des vorzustellenden Verfahrens Klassifikationsprobleme als

Teildisziplin des statistischen Lernens. Gegeben ist ein Trainingsdatensatz der Länge n, mod-

elliert als Realisierung von (Yi, Xi), i = 1, . . . , n mit Yi ∈ {+1,−1} (das Label) und Xi ∈ Rp

(der Merkmalsvektor) für alle i. Die p-dimensionale Verteilung von einem jeden Xi sei gegeben

durch Xi ∼ N (Yiµ,Σ), wobei µ ∈ Rp Kontrastvektor und Σ Merkmals-Kovarianzmatrix heißt.

Aufgabe der Klassifikation ist nun, einen funktionalen Zusammenhang von Y und X anhand

der bivariaten mathematischen Stichprobe (Yi, Xi)i=1,...,n zu ”erlernen”. Eine Klasse von Ver-

fahren sind die linearen Klassifikatoren. Sie sind von der Form L(X) =
∑p

j=1wjXj + b, wobei

w = (w1, . . . , wp)
t Gewichtsvektor heißt. Für eine neue Realisierung x bestimmt das Vorzeichen

von L(x) dann, welches Label ihr angeheftet wird.

Ein sinnvolles Kriterium zur Bestimmung von w ist, dass die Klasse mit höherer a posteriori-

Wahrscheinlichkeit ausgewählt werden soll, d. h., ℓ̂ = argmaxℓ=1,2{p(ℓ)f(x|ℓ)} mit p(ℓ) als

einer geeignet gewählten a priori Wahrscheinlichkeit für Klasse ℓ (z. B. könnte p(ℓ) die relative

Häufigkeit von Klasse ℓ im Trainingsdatensatz sein oder es könnte quasi-objektiv p(1) = p(2) =

1/2 gewählt werden). Da nach der Modellbildung von oben f(x|ℓ) = (2π)−p/2(detΣ)−1/2×
exp{(−1/2(x−µℓ)

tΣ−1(x−µℓ)} gilt (µ1 = −µ2 = µ in unserem Beispiel), folgt sofort (wir lassen

in ℓ invariante Terme weg und transformieren streng isoton), dass ℓ̂ = argmaxℓ=1,2{ln(p(ℓ) −
1/2(x− µℓ)

tΣ−1(x− µℓ)} die zu wählende Klasse ist. Wir erhalten also den linearen Klassifika-

tor durch die Diskriminanzfunktion d(x). Dazu sei dℓ(x) = ln(p(ℓ) − 1/2(x − µℓ)
tΣ−1(x − µℓ),

ℓ = 1, 2, und d(x) = d1(x) − d2(x) = [x− 1/2(µ1 + µ2)]
tΣ−1(µ1 − µ2) − ln(p(2)/p(1)). Damit

ist der Bayes-optimale Gewichtsvektor w proportional zu Σ−1µ. Unsere Rechnung zeigt zudem,

dass dies auch für den Maximum Likelihood-basierten linearen Klassifikator gilt. Das Problem

ist nun, dass Σ singulär (nicht-invertierbar) wird, falls p > n ist. In einem solchen Fall (viele

Merkmale, kleiner Umfang des Trainingsdatensatzes) ist also eine Merkmalsauswahl vonnöten.

2. HIGHER CRITICISM THRESHOLDING

Das ”Higher Criticism” Thresholding ist ein Merkmalsauswahlverfahren. Es hat gute Eigen-

schaften under dem sogenannten ”rare/weak feature model”, also in Situationen, in denen es nur

wenige informative Merkmale gibt und µ klein ist. Es gebe also k << p Elemente von µ ungleich

Null, wobei ε = k/p ein kleiner Anteil, z. B. 1%, ist. Zusätzlich sollen alle nicht-null Elemente

von µ einen konstanten Wert µ0 haben. Mit τ =
√
nµ0 ist damit RW(ε, τ) ein zweiparametriges
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Modell. Wir betrachten nun Zj = n−1/2
∑n

i=1 YiXi,j , j = 1, . . . , p, die Teststatistik für die Hy-

pothese Hj : Cov(Y,Xj) = 0. Drei intuitive Strategien zur Merkmalsauswahl sind dann gegeben

durch

(i) Clipping: ηclip(z) = sgn(z),

(ii) Hard thresholding: ηhard
t (z) = z1{|z|>t},

(iii) Soft thresholding: ηsoft
t (z) = sgn(z)(|z| − t)+.

In allen drei Fällen benutzen wir den linearen Klassifikator L̂∗
t (X) =

∑p
j=1w

∗
t (j)Xj mit ∗ ∈

{clip, hard, soft} und w∗
t (j) = η∗t (Zj). Es werden also nur Merkmale in die Klassifikationsfunktion

aufgenommen, denen eine hinreichend große Korrelation mit dem Label zugemessen wird, die

also genug Label-relevante Information tragen.

Offensichtlich bleibt nun nur noch die Frage offen, wie t (der Schwellenwert, englisch: threshold)

zu wählen ist. Wir möchten dabei ein Verfahren benutzen, dass nicht nur jede Komponente

Xj für sich genommen bewertet, sondern die Gesamtheit der Information in X würdigt, also

der Multiplizität der Fragestellung adäquat Rechnung trägt. Eine Lösung ist die Verwendung

der ”Higher Criticism” Statistik (siehe unten). John W. Tukey hat das Schlagwort ”Higher

Criticism” aus der Bibelexegese entlehnt, wo es im Englischen die historisch-kritische Methode,

also die kontextbezogene Bibelauslegung, bezeichnet. Beschreiben wir die ”Higher Criticism”

Methode zunächst abstrakt.

Seien unter unserem generellen Rahmen des multiplen Testens m marginale p-Werte pi, i =

1, . . . ,m, gegeben mit pi iid ∼ UNI[0, 1] unter der Globalhypothese H0 =
⋂m

i=1Hi. Bezeichne

p[1] ≤ p[2] ≤ . . . ≤ p[m] die geordneten p-Werte. Die Theorie für Orderstatistiken gleichverteilter,

unabhängiger Zufallsgrößen (vgl. z. B. [Shorack and Wellner, 1986]) liefert, dass

∀i = 1, . . . ,m : p[i] ∼
approx.

N
(

i

m
,
i

m

(
1− i

m

))
.

Um nun einen ”Higher Criticism” Test für H0 zu konstruieren, versuchen wir, Abweichungen von

dieser Grenzverteilung (m sei groß) zu erkennen und definieren dazu

HC(i, p[i]) =
√
m

i/m− p[i]√
i/m(1− i/m)

,

HC∗ = max
1≤i≤α0m

HC(i, p[i]),

wobei α0 ein Tuningparameter aus (0, 1] ist. HC∗ kann dann als Z-Score zum Prüfen der Glob-

alhypothese H0 verwendet werden.

Für das Merkmalsauswahlproblem adaptieren wir diese Methodik wie folgt (HC Tresholding).

Dazu seien Zj , j = 1, . . . , p wie zuvor.

(a) Transformiere die realisierten Werte zj zu p-Werten, also bilde pj = P(|N (0, 1)| > |zj |),
j = 1, . . . , p.

(b) Maximiere die HC-Funktion über den Index j. Sei ĵ der Index mit maximalem HC-Wert.

Dann definiere den Schwellenwert für HC Tresholding als HCT := t̂HC = |z|ĵ .

2



Ohne Beweis präsentieren wir den folgenden Satz, der zeigt, dass HCT eine vernünftige Wahl

ist.

Theorem 2.1. Sei Fp(t) = p−1
∑p

j=1 1{Zj≤t}. Dann strebt für alle t die Zufallsvariable Fp(t)

für p → ∞ gegen Fε,τ (t) = (1− ε)Φ(t)+ εΦ(t− τ), den Wert der wahren Verteilungsfunktion des

Zweiklassen-Mischmodells. Definiere

TPR(t) ≡ TPR(t; ε, τ) = Φ(t− τ) + Φ(−t− τ),

FPR(t) ≡ FPR(t; ε, τ) = 2Φ(−t),

PR(t) ≡ PR(t; ε, τ) = (1− ε)FPR(t) + εTPR(t)

und betrachte

H̃C(t; ε, τ) :=
ε(TPR(t)− FPR(t))√

PR(t)(1− PR(t))
=

PR(t)− FPR(t)√
PR(t)(1− PR(t))

.

Sei t0 so, dass PR(t0) = α0 gilt und sei THC(Fε,τ ) = argmaxt≥t0 H̃C(t; ε, τ). Dann gilt

t̂HC w→ THC(Fε,τ ), p → ∞.

In Worten maximiert t̂HC also im RW(ε, τ)-Modell für gegen unendlich strebende Dimension-

alität des Merkmalsraums die gewichtete Anzahl informativer Merkmale, die ausgewählt werden.

References
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Kontrolle der False Discovery Exceedance Rate FDX

Zusammenfassung

Bei multiplen Testproblemen mit hoher Anzahl m zu testender Hy-
pothesen (im 6-stelligen Bereich z.B. bei genetischen Problemstellungen),
kann es hilfreich sein, den Anteil fälschlich abglehnter Hypothesen an ins-
gesamt abgelehnten Hypothesen zu untersuchen, um die Zahl zurecht ab-
gelehnter Hypothesen (Güte) zu erhöhen.

Betrachte die False Discovery Proportion FDP = FDP (ϕ) als Funk-
tion in den von einer multiplen Testprozedur ϕ abgelehnten (rejected)
Hypothesen (bzw. deren Anzahl R):

FDP =

{

V
R
, falls R > 0

0, sonst

(V sei die nicht beobachtbare zufällige Anzahl der fälschlich abglehnten
Hypothesen)

Ziel ist es, diese Zufallsvariable durch ihre Verteilung oder aus der
Verteilung abgeleitete Funktionen zu beschreiben, um damit ein Typ-I-
Fehlermaß zu definieren, wie zum Beispiel:

False Discovery Exceedance Rate FDX := FDXP(c) = P [FDP > c] c ∈ (0, 1)

(auch
”
survival distribution function“,

”
tail probabilty of FDP“,...)

Im folgenden sind nun 4 Methoden skizziert, mit der man dieses Feh-
lermass zu beliebigem Signifikanzniveau α kontrollieren kann.

1 Augmentierungsmethode

1. Führe multiplen Test ϕ̃ = (ϕ̃i)i=1,...,m durch, der die FWER zum
Niveau α kontrolliert.
Seien (p̃[i])i=1,...,m die geordneten (adjustierten) p-Werte, so dass ein
Ablehnbereich R0 = {p̃[1], ..., p̃[R0]} vorliegt.

2. Mit R0 = |R0| der Zahl abgelehnten Hypothesen, bestimme zu ge-
gebenem c ∈ (0, 1)

k
∗ = max

{

k ∈ {1, . . . ,m−R0}

∣

∣

∣

∣

so dass
k

R0 + k
≤ c

}

sowie eine Indexmenge

K =
{

j ∈ {1, . . . ,m}|p̃j = p̃[i] für R0 < i ≤, R0 + k
∗}

dann augmentiere: R+ = R0 ∪K

Der Test ϕ = (ϕj = I{j∈R+})j=1,...,m kontrolliert die FDX.
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2 Step-Down-Prozedur

Seien (p[j])j=1,...,m die geordneten marginalen p-Werte.
Folgende Step-Down-Prozedur ϕSD kontrolliert die FDX bei c zum Ni-
veau α:

Beginne mit j = 1:

1. Überprüfe:

p[j] ≤ αj :=
(⌈cj⌉+ 1)α

m+ ⌈cj⌉+ 1− j

2. JA Lehne die Hypothese zu p[j] ab, gehe zurück zu Schritt 1 mit
j = j + 1

NEIN Lehne die entsprechenden Hypothesen zu den p-Werten {p[j], . . . , p[m]}
nicht ab und beende die Prozedur.

3 Inversionsmethode

Allgemeine Vorgehensweise:

1. Zu jeder Teilmenge W ⊆ {1, . . . ,m} führe Test ϕW zum Niveau α

auf die Hypothese {PW ∼ UNI(0, 1)} durch.

(Abkürzung: PU ∼ UNI(0, 1) für (pi)i∈U
i.i.d.
∼ UNI(0, 1))

2. Bestimme die Indexmengen

U = {U ⊆ {1, . . . ,m}| Test: ϕU = 0}

3. Definiere:

FDP (C) =

{

max{U∈U}
|U∩C|
|C|

, falls C 6= ∅

0, sonst

4. Finde Ablehnbereich R, so dass FDP (R) ≤ c

Vorschlag um
”
short-cut“ zu bekommen:

Zum Testen kann man den p[k]-Test verwenden:
Zu W = {w(1), . . . , w(r)} ⊆ {1, . . . ,m} teste PW ∼ UNI(0, 1) mit:

ϕW (pw(1), . . . , pw(r)) =

{

0, falls pw([k]) ≥ qB(k,r−k+1)(α) oder r < k

1, sonst

qB(a,b)(α) sei α-Quantil der Beta-Verteilung.

Damit:

(a) Bestimme J(k) = minj=1,...,m

{

p[j] ≥ qB(k,m−j+1)(α)
}

(b) Definiere: FDP (C) =

∣

∣

∣{ik,...,iJ(k)−1}
C
∩C

∣

∣

∣

|C|

wobei
{

ik, . . . , iJ(k)−1

}

die Indizes der p-Werte
{

p[k], . . . , p[J(k)−1]

}

2



(c) Die Schwellwertfunktion fdp(t) ist hier:

fdp(t) =















1, falls t ≤ p[k−1]

k−1

mF̂ (t)
, falls p[k−1] < t ≤ p[J(k)]

mF̂ (t)−(J(k)−k)

mF̂ (t)
, sonst

(F̂ ist empirische Verteilungsfunktion der p-Werte)

(d) zu c ∈ (0, 1) bestimme T = supt{fdp(t) ≤ c}, und den Bereich

R = {j ∈ {1, . . . ,m}|pj ≤ T}

=⇒ Der Test ϕ = (ϕj = I{j∈R})j=1,...,m kontrolliert die FDX zum
Niveau α.

4 Resampling-basierte Methode

Gegeben: Daten X = (X1, ..., Xn)
i.i.d.
∼ P

Betrachte Teststatistiken (Tj(X))j=1,...,m Q

für mulitplen Test ϕ =
(

ϕj = I{Tj(X)>Kj}

)

j=1,...,m
.

Sei K∗ = inf

{

K ≥ 0

∣

∣

∣

∣

P

[

∑

i∈I0
I{Ti(X)>K}

∑m

i=1 I{Ti(X)>K}

> c

]

≤ α

}

Mit Bootstrap-samples (X#
b )b=1,...,B lassen sich

• die Nullverteilung Q0,

• die Verteilung Q,

• eine Indexmenge Î0 ⊆ {1, . . . ,m} von wahren Hypothesen

schätzen.
Für b = 1, . . . B (d.h. für jeden Bootstrap-Schritt) definiere:

rb(K) =

∑

i∈Î0
I
{T

#
i,b

>K}
∑m

j=1 I{T#
j,b

>K}

K ≥ 0

=⇒ Schätzung für K∗:

K̂ = inf

{

K ≥ 0

∣

∣

∣

∣

1

B

B
∑

b=1

rb(K) ≤ α

}

Die daraus resultierende (common-cut-off)-Testprozedur:
(

ϕj = I{Tj(X)>K̂}

)

j=1,...,m

ist FDX-kontrollierend.
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Compatible Confidence Regions

Calvin Seward

January 17, 2011

1 Motivation and Definitions

Review

In classic test theory, we have:

• A model (X ,F ,(Pϑ )ϑ∈Θ)

• A confidence level α ∈ (0,1)

Then a confidence region is a set C = (C(x) : x ∈ X ) with

• C(x) ⊆ Θ

• {x : C(x) ∋ ϑ} measurable for all ϑ ∈ Θ

• Pϑ

(
{x : C(x) ∋ ϑ}

)
≥ 1−α

How can one translate this idea to a multiple testing framework in a way that makes sense?

Just as a reminder, Φα(H ) is the set of multiple tests on H with strong control of the

family wise error rate, i.e.,

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ


 ⋃

i∈I0(ϑ)

{ϕi(x) = 1}


≤ α

Say that ϕ ∈ Φα(H ) and C ∈ C1−α , then we per definition have

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ

( ⋃

i∈I0(ϑ)

{ϕi(x) = 1}
)
≤ α

and

∀ϑ ∈ Θ Pϑ

(
{x : C(x) ∋ ϑ}

)
≥ 1−α.

Then a natural requirement on a confidence region C(x) is that

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ

( ⋃

i∈I0(ϑ)

{ϕi(x) = 1}∪{x : C(x) 6∋ ϑ}
)
≤ α

Intuition:
⋃

i∈I0(ϑ){x : ϕi(x) = 1} and {x : C(x) 6∋ ϑ} should more or less overlap This require-

ment makes sense, because one would hope that rejection a hypothesis and that hypothesis not

being in the confidence region are equivelent.

1



Compatible

Thus we get the following definition

Definition 1. A confidence region C ∈ C1−α and a multiple test ϕ ∈ Φα(H ) are said to be

compatable if C ⊆C(ϕ), i.e. C(x) ⊆ ⋂

i:ϕ(x)=1 Ki for all x ∈ X .

Notice that compatiblity implies

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ

(
⋃

i∈I0(ϑ)

{x : ϕi(x) = 1}∪{x : C(x) 6∋ ϑ}
)

≤ α,

the conditon from the motivational slide.

Example 2. Let Xi ∼ N(ϑi,1), i = 1,2 iid, ϑi ∈ R, H = {H1,H2} with Hi : ϑi = 0. Define c1

and c2 by:

P0

(

|X1| ≤ c1

)

= 1−α and P(0,0)

(

max
i=1,2

|Xi| ≤ c2

)

= 1−α,

note that c2 ≥ c1. Now define a multiple test ϕ by:

ϕ1(x) = 0 ⇔ |x1| ≤ c1 or |x2| ≤ c2

ϕ2(x) = 0 ⇔ |x2| ≤ c1 or |x1| ≤ c2

and define a confidence region C(x) by:

C(x) :=
{

ϑ ∈ R
2 : max

i=1,2
|xi −ϑi| ≤ c2

}

.

Since

Pϑ

(

{x : C(x) ∋ ϑ}
)

= Pϑ

(

max
i=1,2

|Xi −ϑi| ≤ c2

)

= P(0,0)

(

max
i=1,2

|Xi| ≤ c2

)

≥ 1−α

and

Pϑ

(

⋃

i∈I0(ϑ)

{xi : ϕi(x) = 1}
)

≤ 1−P(0,0)

(

∃i : ϕi(X) = 0

)

= 1−P(0,0)

(

max
i=1,2

|Xi| ≤ c2 or max
i=1,2

|Xi| ≤ c1

)

= 1−P(0,0)

(

max
i=1,2

|Xi| ≤ c2

)

= α.

All together this gives us ϕ ∈ Φα(H ) und C ∈ C1−α(H ). So the question is, are ϕ and C

compatable? Consider the case that ϑ1 = 0 and ϑ2 < −4c2:

Pϑ

(

{x : ϕ1(x) = 1}∪{x : C(x) 6∋ ϑ}
)

=1−Pϑ

(

{x : ϕ1(x) = 0}∩{x : C(x) ∋ ϑ}
)

≥1−P(0,0)

(

|X1| ≤ c1,max
i=1,2

|Xi| ≤ c2

)

−P−4c2

(

|X2| ≤ c2

)

=1−P(0,0)

(

|X1| ≤ c1, |X2| ≤ c2

)

−P−4c2

(

|X2| ≤ c2

)

=1− (1−α)(1−α)1/2 −P−4c2

(

c2 ≤ X2 ≤ c2

)

>α

2



so no, they are not compatible.

2 Examples

Extended Correspondence Theorem

With this theorem we can easily construct confidence regions for single step procedures:

Theorem 3. Let H = {Hi : i ∈ I} be a family of hypothesis. If

• ϕ ∈ Φα(H )

• C(x) =
⋂

i:ϕi(x)=1 Ki ∀x ∈ X where the convention
⋂

i∈ /0 Ki = Θ is used

then

C = (C(x) : x ∈ X ) ∈ C1−α .

and with this, C and ϕ are compatable.

Model for Tukey Test

Let Xi1, . . . ,Xin ∼ N(µi,σ
2) be iid observations, µ = (µ1, . . . ,µk) ∈ R

k unknown. We want

find confidence regions for ϑi j := µi −µ j, 1 ≤ i < j ≤ k. Let Ȳi := X̄i·−µi, 1 ≤ i ≤ k, then it is

clear that

X̄i·− X̄ j·−ϑi j = Ȳi − Ȳj ∀1 ≤ i ≤ k

and that for the statistic

T̃i j(x) =
√

n
|Ȳi − Ȳj|

S(x)
with S(x) =

1

k(n−1)

k

∑
i=1

n

∑
l=1

(xil − x̄i.)
2

max1≤i< j≤k T̃i j(x) is qk,k(n−1) distributed.

Now we can test a candidate µ ′ to level α using the Tukey principle, because µ ′ will be

rejected if and only if

√
n
|ȳ′i − ȳ′j|

S(x)
> qk,k(n−1);α

where ȳ′i = x̄i· − µ ′
i If we rewrite this, we see that µ ′ will be accepted if and only if for all

1 ≤ i < j ≤ k:

|(x̄i·− x̄ j·)−ϑ ′
i j| ≤

S(x)√
n

qk,k(n−1);α

⇔ϑ ′
i j ∈

[

(x̄i·− x̄ j·)−
S(x)√

n
qk,k(n−1);α ,(x̄i·− x̄ j·)+

S(x)√
n

qk,k(n−1);α

]

Because of the extended correspondence theorem we get a compatable confidence region for

our ϑ ′
i j.
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Scheffé test

In the ANOVA model, let q ≤ k, a1, . . . ,aq ∈ R
k be linear independent and define L =

span (a1, . . . ,aq). In the lecture on Multiple Tests we learned that ∀µ ∈ R
k,σ2 > 0 we have:

P

(

c⊤µ ∈
[

c⊤µ̂ −K,c⊤µ̂ +K
]

∀c ∈ L

)

= 1−α

where µ̂ := (X̄1·, . . . , X̄k·)⊤, and

K :=

√

√

√

√q · s2
k

∑
i=1

c2
i

n
Fq,k(n−1);α

We can, for example, choose c = (0, . . . ,1, . . . ,−1, . . . ,0) where ther 1,−1 are at i, j to test

Hi j : {µi = µ j}.

3 Confidence regions for stepwise tests

Why Bother??

• Stepwise procedures are typically more powerful

• But in the past single step procedures were used when confidence regions were required

(medical experiments. . . )

• So if one wants the best of both worlds, a better theory needs to be developed

With the extended correspondence theorem it was very easy to create confidence regions

for multipul tests such as the Tukey test. But when one tries to create confidence regions for

stepwise tests like the popular Holm test, the extended corresponcence theorem is no longer

usable, so to construct a meainingful confidence region, a different approach is needed.

General Stratigy

We can construct (in theory) a confidence region C ∈ C1−α which is compatible with ψ ∈
Φα(H ) using the following two steps:

1. Determine ϕ ∈ Φα(Θ) induced by ψ . Then calculate Pϑ (ϕϑ = 1) for all ϑ ∈ Θ. If

Pϑ (ϕϑ = 1) < α try to find a ϕ̃ϑ ≥ ϕϑ where

• α ≥ Pϑ (ϕ̃ϑ = 1) > Pϑ (ϕϑ = 1)

• ideally we want Pϑ (ϕ̃ϑ = 1) = α

2. Then construct C̃ := C(ϕ̃)

• ∀x ∈ X : C̃(x) ⊆C(x) where C = C(ϕ).

• C̃ and ψ are compatable.
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Problems with stepwise procedures

There are two main problems with the practical implementation of this strategy:

1. Finding a good ϕ̃ϑ for all ϑ ∈ Θ.

2. Inverting the set of ϕ̃ϑ into a multiple confidence region C̃.

To better illustrate how difficult this can be, let us consider the following example.

Example 4.

• Zi, i ∈ I = {1, . . . ,k} permutation-symmetric random variables, with Lebesgue density

f (x) > 0 ∀x ∈ R

• Xi := Zi +ϑi, ϑi ∈ R

• H = {Hi : i ∈ I} with Hi : ϑi ≤ 0 vs. Ki : ϑi > 0

We want to find lower confidence bounds for ϑi which are compatible with step-up and step-

down procedures. Thus set:

• α ∈ (0,1)

• c1 ≤ ·· · ≤ ck defined by P
(

max1≤i≤ j Zi ≤ c j

)

= 1−α, j ∈ I

Here Z1: j, . . . ,Z j: j are the order statistics of Z1, . . . ,Z j and the existence of such d1, . . . ,d j is

discussed in Section 3.2 of Finner (1994, Habilitationsschrift).

We define a step-down test with the rule:

ψi(x) = 1 ⇔∃r ∈ I : xi ≥ cr and

∀ j ∈ {r, . . . ,k} : x( j) ≥ c j

Now we must choose a test ϕ = (ϕϑ : ϑ ∈ Θ) with C(ϕ) ⊂C(ψ). To do this, define:

κ(ϑ) := {i ∈ I : ϑi ≤ 0}, ϑ ∈ R

and consider the following two cases:

Case 1: κ(ϑ) 6= /0 In this case, define a level-α test by:

ϕϑ (x) = 1 ⇔ max
i∈κ(ϑ)

(xi −ϑi) ≥ c|κ(ϑ)|.

This is indeed a level-α test because:

Pϑ

(

ϕϑ (X) = 1
)

= Pϑ

(

max
i∈κ(ϑ)

Zi ≥ c|κ(ϑ)|
)

= Pϑ

(

max
1≤i≤|κ(ϑ)|

Zi ≥ c|κ(ϑ)|
)

≤ α

Here we used the fact that Zi is permutations symmetric to swap maxi∈κ(ϑ) for max1≤i≤|κ(ϑ)|.
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Case 2: κ(ϑ) = /0 Here we define a level-α test by:

ϕϑ (x) = 1 ⇔ max
i∈I

(xi −ϑi) ≥ ck.

Again we see that

Pϑ (ϕϑ (X) = 1) = Pϑ (max
i∈I

Zi ≥ ck) = Pϑ ( max
1≤i≤k

Zi ≥ ck) ≤ α

Theorem 5. For the Bonferroni-Holm test we have the following lower bounds:

ϑi(x) =











0 ψi(x) = 1, m(x) < k

Li(x) ψi(x) = 0

Ki(x) m(x) = k

where m(x) := |{i ∈ I : ψi(x) = 1}| and Ki(x) is such that:

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ

(

ϑi ≥ Ki(x)
)

≥ 1−αk

and Li(x) such that:

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ

(

ϑi ≥ Li(x)
)

≥ 1−αk−κ(ϑ)+1

Example 4 (cont.). Returning to our example, we can define

Ki(x) = xi − ck and Li(x) = xi − ck−m(x).

This gives us then

ϑi(x) =











0 ψi(x) = 1, m(x) < k

xi − ck−m(x) ψi(x) = 0

xi − ck m(x) = k

or equivalently

ϑi(x) =

{

min{0,xi − ck−m(x)} m(x) < k

max{0,xi − ck} m(x) = k.

This equivalence is because:

• If m(x) = k obviously xi − ci is a lower bound, and since ∀i : ψi(x) = 1 it follows that

xi − ck ≥ 0 so we can use 0 and xi − ck as a lower bound.

• If m(x) < k and

– ψi(x) = 1 then 0 is a lower bound

– ψi(x) = 0 then xi − ck−m(x) is a lower bound

Fazit

• Compatable confidence regions are easy to create for single step procedures

• For multiple step procedures things are a good bit harder, but not impossible

• But all told it is an interesting question deserving more consideration.
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 !"#$%&'(#)

1.)) 0%) ."). ,!23. 4)5%-& 62) +'72#-./.) #./#.) 8"&&9 *%)) .!,.:.) /"$- *!."

5.)#!%&. ;!2:&.0./#.&&(),.)<

•  !"!#"$%& '(%)*!+, =>"/#".!.) 8%-!. 4&#.!)%#"6.)9 %&/2 ?%)) *". @&2:%&-'A
72#-./. 6.!82!B.) 8.!*.) CD")E!.! F./#GH

• -!*!#"$%& '(%)*!+, 1.&$-. +'72#-./.) /")* I(&&-'72#-./.)H ;!JB.) K.*./
=")5.&-'72#-./.)7%%!/ Hi = 0 6/L Hi = 19 i ∈ I CM(&#"7&.! F./#G

• ./"$+0"$%& '(%)*!+, N$-E#5(), *./ 4)#."&/ 8%-!.! I(&&-'72#-./.) %(/
*.0  !"!#$%&' ()&*"!+

* +",-('./+01.2

1"! ).-0.) %)9 *%// m F./#/ *(!$-,.BJ-!# 8(!*.)L OJ! i ∈ {1, ...,m} /.".) Pi *".

5(! K.8."&",.) +'72#-./. ,.-P!.)*.) 7A1.!#.L N." Hi = 09 8.)) *". "A#. +'7#-2#-./.
8%-! "/# ()* Hi = 19 8.)) *". "A#. +'7#-2#-./. B%&/$- "/#L N." π := m1

m
∈ (0, 1) *.!

():.?%))#. 4)#."& B%&/$-.! I(&&-'72#-./.) 5( %&&.) +'72#-./.)L Q%)) .!-E&# 0%)

0"# (Pi, Hi)1≤i≤m ""*9 P (Hi = 1) = π9 Pi|Hi = 0 ∼ U(0, 1) ()* Pi|Hi = 1 ∼ G1 %&/

R.!#."&(), *.! 7A1.!#.<

G(u) = (1− π)u+ πG1(u)9

0"# *.! 5(,.-P!",.) Q"$-#.<

g(u) = 1− π + πg1(u)9

82:." 8"! )%$-B2&,.)* 62!%(//.#5.)9 *%// G ?2)?%69 G ∈ C([0, 1]) 0"# G(0) = 0 "/#L

3 4567/8'09.1(' (#1 :'"-";<2"-=

 !" #$%&'()%)*+,-./$01*20,3$450 6#+78*20,3$4509

N.".) P(1) ≤ ... ≤ P(m) *". ,.2!*).#.) 7A1.!#. 5( *.) m F./#/ ()* /." P(0) := 09
/28". P(m+1) := 19 /2*%// P(0) ≤ P(1) ≤ ... ≤ P(m) ≤ P(m+1)L Q.! N$-8.&&.)8.!# tBH

*.! D.)K%0")"A+2$-:.!, ;!25.*(! BJ! 62!,.,.:.)./ S.6.& α "/# *.T)".!# *(!$-

tBH =
αt̂m

m
9 82:." t̂m = 0%>{i : P(i) ≤ α

i

m
, 0 ≤ i ≤ m}L

=>"/"#".!# /2&$- .") U)*.> t̂m9 *%)) 8.!*.) %&&. 7A1.!#. ?&.").! %&/ tBH %:,.&.-)#L

N." )() Gm(t) = 1
m

∑m
i=1 1{Pi≤t} *". .07"!"/$-. R.!#."&(),/B()?#"2) *.! 7A1.!#.L

Q%)) ,"&# "0 /#.#",.) O%&& 0"# Gm(Pi) ≈ i
m
<

t̂m = /(7{t : P(t) ≤ αGm(t)} = sup{t : Gm(t) ≤
P(t)

α
} = sup{t : P(t)

Gm(t)
≤ α} L

;%#!"$?A4)*!V 1"&-.&0 W



 !"#"$%&"#' ()* +",-.!  !"#"/0

1"). 2./.)#&"$-. 3)#.!4!.#%#"5) *%65) "/#7 *%// t̂m .") 8&(,93)9:$-;#<.!7 ,.0;=

u∗(π,G) = 0%>{u : G(u) ≤ u

α
} ≤ 0%>{u :

u

G(u)
≤ α}7 *.)) &"0m→∞Gm(u) = G(t)

"/#? u∗ "/# /50"# *.! ,!@=#. %A,.&.-)#. 49B.!# CD! m → ∞?

E". F%&/. E"/$56.!' G%#. "/# *.H)".!# *(!$- FDR(t) = E(FDP (t)) := E(V (t)
R(t)

)? :".

"/# %&/5 *.! 1!2%!#(),/2.!# *.! F%&/. E"/$56.!' 8!545!#"5) IFE8J7 2.&$-. *.) K)#."&

*.! I()A.5$-A%$-#.#.)J C;&/$-&"$-.) KA&.-)(),.) L <( %&&.) KA&.-(),.) G %),"A#?

:50"# .!,"A# /"$- 0"# V := {i ≤ m : Pi ≤ P ˆtm 7 Hi = 0 I"9#. M(&&-'45#-./. "/# 2%-!J}7
R = t̂m ()* *.0 NA",.) *". FEG %&/ FDR = (1− π)α?

 !" #$%&%'()%&*

E". FEG "/# .), 6.!O)D4C# 0"# *.! 4FEG *(!$-

FDR(t) = pFDR(t)P (R(t) > 0) ?

:#5!.' <.",#. PQQR7 *%// *". FEG ()* 4FEG %/'04#5#"/$- ,&."$- /")* CD! H>".!#.

KA&.-)(),/A.!."$-.7 );0&"$- *%/ P (R(t) > 0) → 1 CD! m → ∞? E.))5$- .)/#.-#
."). :"#(%#"5).) CD! α < α∗ ∈ (0, 1) ") *.! *%/ /5,.)%))#.  !"#"$%&"#'98-;)50.)
%(C#!"##? 3/# *"./ *.! F%&&7 /5 /")* ")/A./5)*.!. *". FEG ()* 4FEG %/'04#5#"/$-

)"$-# 0.-! ;S("6%&.)#7 *?-? P (R(t) = 0) > 0 CD! m → ∞?

E.!  !"#"$%&' ('!# CD! *". T+UV98!5<.*(! "/# *.H)".!# *(!$-W

α∗ := infu>0
u

G(u)
≤ 17 25A." β∗ := (1− π)α∗

E% )%$- L5!%(//.#<(), G O5)O%67 /52". G(0) = 0 ()* u 7→ u
G(u)

)"$-# 2%$-/.)* %(C

[0, 1] "/#

=⇒ α∗ := infu>0
u

G(u)
= limu→0

u

G(u)
= limu→0

1

g(u)
7

/52".

β∗ =
1− π

g(u)
=⇒ α∗ =

β∗

1− π
=⇒ α∗ = 0 ⇐⇒ β∗ = 0

)'*'! +,-. X%) O%)) %&/5 *". T.#!%$-(),.) %(C *.) F%&& α∗ = 0 5*.! )"$-# !.9
*(<".!.)?

FD! *". T+UV98!5<.*(! -%##.) 2"! "0 %/'04#5#"/$-.) F%&&W u∗(π,G) = 0%>{u : u
α
≤

G(u)} %&/ Y!.)<2.!# *./ ,!@=#.) %A,.&.-)#.) 49B.!# ()* /50"# p∗ = G(u∗) =
u∗

α

%&/ Y!.)<2.!# *./ K)#."&/ *.! 49B.!#.?

/0#1 2. α < α∗ 34!"#"%05"#678&9,:*',;

 !" α < α∗? #!$$ %"! &!$'! m %!( )*+,-.!/!$ '!'!$ 0$!$%1"2. /-(!3-4 %5$$ "/-

t̂m 3!/2.(6$7- "8  "$$! 9,$:

t̂m
d→ τ > 07 τ ∈ N

8%#!"$O9K)*!Z B"&-.&0 P
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 !" #$%&'&$ ()'"&$* +&,&!-.$& p∗(α) =
ˆtm
m
%&$ /$"&!0 %&' /+0&.$1$2&$ %1'-. %!&

3&$#45!$!67)-.+&'268'),&%1'9 %#$$ :)$;&'2!&'" p∗(α) 2&2&$ < =>' m → +∞1 ?@
2!0" #1A&'%&5*

2345→ (1− π)α∗ =: β∗

6/ 7%)) %&/8 7."). 9!8:.*(! ."). 2345 7&.").! %&/ β∗ = inft>0pFDR(t) = inft>0
(1−π)t
G(t)

.!!."$-.)1 4". 345 ()* 2345 /")* %&/8 %/'02#8#"/$- )"$-# 0.-! ;<("=%&.)#> *.))

./ ?8&,# ?@! .") 0(&#"2&./ A./#2!8B&.0 0"# β∗ > 0> *%// C.*. 9!8:.*(! :(0 D.=.&

α ≤ β∗E

P (R(t) = 0) = 1− FDR(t)

pFDR(t)
≥ 1− α

β∗

> 0

 !"# $% α > α∗

B&! α > α∗ ()* δ := 1− αg(u∗) > 0 1$% @&! q∗ = 1− p∗1 C#$$ 2!0"*

limsupm ± t̂m −mp∗√
mlog(log(m))

=

√
2p∗q∗
δ

:= p∞> ?1/1

1$% p∗(α) !@" #@D5E")"!@-. E')E)'"!)$#0 ,1'  #-."*

Mm =
t̂m

m
(
1− α

π
+ α) + op(1) → G1(u∗)

 !" #$%&'&$ ()'"&$ .&!A" %#@9 %#@@ !$ %!&@&5 F#00 p∗(α) 2&2&$ &!$&$ E)@!"!;&$ (&'"
p∞ =>' m → ∞ :)$;&'2!&'"G

&'(')*+,-%

F;-&# 0%) α = α∗> *%)) "/# *%/ 82#"0%& ") *.0 G"))> *%// ?@! m → ∞ *". 2345

*". ()#.#.!. G$-!%)7. β∗ .!!."$-# ()* ,&."$-:."#", *". H):%-& *.! I%-!.) 6)#*.$7()J

,.) ()B./$-!;)7# "/#1

K%) 7%))  !"#"$%&"#' %($- $-%!%7#.!"/".!.)> ")*.0 0%) *.) D"7.&"-88*<(8#".)#.)

*.! 4"$-#.) B.#!%$-#.#1

.'((!% /)0"01!20"3 +,4 .0*'20566478+6"0',"',

B&! G1 :)$:#; 1$% %!& H&'"&!01$2@=1$:"!)$ %&' I&@"@"#"!@"!: @D55&"'!@-.G C#$$ 2!0"*

L1 (&$$

f1
f0
(t) +&@-.'J$:" !@" =>' t → ∞9 %#$$ .#" %!& C!-."& g1 %&' E6(&'"&

1$"&' %&' /0"&'$#"!;& &!$& &$%0!-.&$ K'&$,L&'" +&! < MN)"#"!)$* g1(0)MG O$
%!&@&5 F#00 &$"@"&." P'!"!-#0!"D1 C&' :'!"!@-.& (&'" !@ 2&2&+&$ %1'-.*

α∗ =
1

1 + π + πg1(0)
1

N1 (&$$

f1
f0
(t) = +∞ =>' t → ∞9 %#$$ 2!0" limu→0

G(u)
u

= +∞ 1$% α∗ = 0G C#$$
&$"@"&." :&!$& P'!"!-#0!"D 1$% #00& 2&L>$@-."&$ FCQ6R&;&0 @!$% &''&!-.+#'G

O4"././ D.00% ,"&# /8I8-& ?@! .")/."#.",.> %&/ %($- :I."/."#",. 2JF.!#.M

9%#!"$7JH)*!P F"&-.&0 Q
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 ! "#$%&$#'#

 !"##$%&#'(

1.".) m 1#%#"/#"2.) ,.034 N(0, 1) 5.!#."&# ()#.! *.! 6(&&-'78#-./. ()* ,.034
N(µ, 1) 0"# µ 6= 0 ()#.! *.! 9&#.!)%#"5.: ;%)) "/# *.! <"2.&"-88=(8#".)# ,.,.>.)
*(!$-?

f1

f0
(t) = exp(−1

2
(t− µ)2 +

1

2
t2) = exp(−µ2

2
+ µt) :

;% *.! <"2.&"-88*@A(8#".)# )"$-# >./$-!3)2# "/# BC! t → ∞D B8&,# %(/ *.0 <.00%D

*%// 2.").  !"#"$%&"#' .)/#.-#D %&/8 α∗ = 0:

)!*+!,&$%&#'(

1." *". ;"$-#. *.! E./#/#%#"/#"2 ,.,.>.) *(!$- f0 : t → 1
2
e−|t|

()#.! *.! 6(&&-'78#-./.

()* f1 : t → 1
2
e−|t−θ|

()#.! *.! 9&#.!)%#"5. 0"# θ > 0: ;%)) "/# *.! <"2.&"-88*@
A(8#".)# ,.,.>.) *(!$-

f1

f0
(t) = e2t−θ

D B%&&/ t ≤ θ

f1

f0
(t) = eθD B%&&/ t > θ :

;% *.! <"2.&"-88*@A(8#".)# >./$-!3)2# "/#D .)/#.-#  !"#"$%&"#' ()* *.! 2!"#"/$-. F.!#

"/#

α∗ =
1

πeθ + (1− θ)

()* *". G+HI@J!8K.*(! -%# %/'087#8#"/$- L%$-# 6(&& BC! α < α∗:

 !"#$%&'(&")"*+

M0 N%-0.) *./ ;.#.$#"8) J!8>&.0/D %&/8 *.! LO,&"$-2."# K( .)#/$-."*.) 8>D .") 1"@

,)%& ()%!*+,-%#% P/.&#.). 1",)%&.Q .)#-3&# 8*.! )"$-# ()#.!/($-# 0%) *". -&'&,'.$

/0 1/"02!34D R.&$-. *". //'07#8#"/$-. S!.)K. "/#D C>.! *.! R"! 1",)%&. .)#*.$2.)

()* ()#.! *.! ./ ()0O,&"$- "/# 1",)%&. %(/K(0%$-.): ;%K( >.#!%$-#.) R"! B8&,.)*./

L8*.&&:

(!) *&+,%#-.$/01,#-.23#'

F"! >.#!%$-#.) *%/ S%(//@L8*.&&: 1.".) m ()%>-3),",. G.8>%$-#(),.) Xi ∼ N(µi, 1)
,.,.>.) ()* )(! .") 2&.").! 9)#."& *.! µT/ "/# 0.!2&"$- 58) 6(&& 5.!/$-".*.):

6%$- U8!%(//.#K(), "/# *.! U.2#8! µ = (µ1, ..., µm) /7%!/. ":1:5:

#{i : µi 6= 0}
m

≤ π ≈ 0

M0 S.,.)/%#K K(0 L"V#(!.@L8*.& 58) 8>.) ()* *.! W!%,.? R.&$-. Xi /")* ,.034

N(µ, 1) 5.!#."&#D %&/8 5.6"+'!0&# %&#'&0 7/0 m 84*/'9&#&0

Hi = 0 : Xi ∼ N(0, 1)

J%#!"$2@9)*!X F"&-.&0 Y



 !"#"$%&"#' ()* +",-.!  !"#"/0

Hi = 1 : Xi ∼ N(µ, 1)1 µ > 0

()#.!/($-.) 2"! -".! *". 3!%,. 45 π ,&."$- 6(&& "/#1 5.#!%$-#.) %&/4 *%/

 !"#$%&'(%&)'*$+,-%.

H0 : Xi ∼ N(0, 1) 1 1 ≤ i ≤ m ""*

Hm
1 : Xi ∼ (1− π)N(0, 1) + πN(µ, 1) := F 1 1 ≤ i ≤ m

H0 5.7."$-). -".!5." *". 8&45%&-'94#-./.: %&&. Xi /")* )%$- N(0, 1) ;.!#."&# ()* Hm

*". <&#.!)%#";.: ./ .="/"#".!# .") i1 /4 *%// Xi )%$- F ;.!#."&# "/#>

?0  !"#$%&' ()* ."). /$-2%$-. @",)%&/#A!B. 7( C(%)#"D7".!.) 5.#!%$-#.# 0%) *".

E%!%0.#.! r ()* β ()* 9%!%0.#!"/".!# 2". F4&,#>

π = πm = m−β
1 µ = µm =

√
2rlog(m)1

1

2
< β < 11 0 < r < 1

()* *.D)".!# *%)) *". /%)%0)!+"' +1"23$4 *(!$-:

ρ∗(β) = β − 1

2
1 FG!

1

2
< β ≤ 3

4

ρ∗(β) = (1−
√
1− β)2

H.! )%$-F4&,.)*. @%#7 $-%!%B#.!"/".!# *". H.#.$#"4)IJ4()*%!'> @." LRm1i = log(1−
π + πeµmxi−µ2

m/2)> H%)) "/# *.! K4,IK"B.&"-44*IL(4#".)# FG! *%/ 45",. J")A!. M./#I
9!45&.0 LRm =

∑m
i=1 LRm1i ()* /40"# ,"&#:

53)6 78

N>  (% r > ρ∗(β) )*+ ,(&#"-.&( +(* /%0(1%.22+34)2&%(*&(*35($& +(# H0 ",1(.*&6

7(**

LRm > 01 *%)):

PH0
({&.-). H0 %5}) + PHm

1
({%B7.9#".!. H0}) m→∞→ 0

O>  (% r < ρ∗(β) 6 +"**8

PH0
({&.-). H0 %5}) + PHm

1
({%B7.9#".!. H0}) m→∞→ 1

 %.%$91":8

P/ ,"5# %&/4 ."). @$-2.&&.)2.!#IPQ.B# FG! *.) K"B.&"-44*IL(4#".)#.)IM./#: H". @(0I

0. *.! M'9 RI ()* M'9 RRI3.-&.! B4);.!,".!# ,.,.) 6(&& 4*.! -A),# *%;4) %51 45 µ

*". H.#.$#"4)IJ4()*%!' G5.!/$-!."#.# 4*.! )"$-#> H%/ -."S#1 ./ ,"5# ."). 3()B#"4)

ρ∗(β)1 /4 *%// 2.))

N> r > ρ∗(β): H0 %)* Hm
1 #!.)).) /"$- %/'09#4#"/$-1

O> r < ρ∗(β): H0 %)* Hm
1 ,.-.) %/'09#4#"/$- 7(/%00.)>

H". H.#.$#"4)IJ4()*%!' r = ρ∗(β)1 %&/ 3()B#"4) *.! @",)%&/#A!B.1 *.D)".!# %&/4 .").
8!.)7.1 2.&$-. *". (*&+(-0,"#( ;4) *.! *%-.&3(*&+(-0,"#(* T.,"4) #!.))#>

E%#!"$BI<)*!U V"&-.&0 W
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 !"#$%&

 !"#$%&'(#)

 !"#$$

 !" #$%"&'(%$) $!)$ *&%($*&%!+'($ ,%!'(-".#$ X1, . . . , Xn !!/ !*  

J
0 Xi = (Xi(1), . . . , Xi(J)) ∼ P 0

1)#$2&))%3 P 4!$5% !) $!)$" 6$)5$ 7.) 8$"%$!41)5$)M0 /$* +%&%!+%!+'($) 6./$449

M :144(;-.%($+$)< H0(1), . . . , H0(M)
H0(m) :=  (P∈M(m)) *!%M(m) ⊆ M

M =4%$")&%!7$)< H1(1), . . . , H1(M)
H1(m) :=  (P /∈M(m))

H0 := {m | H0(m) = 1} 6$)5$ /$" >&("$) :144(;-.%($+$)

H1 := {m | H1(m) = 1} 6$)5$ /$" ?&4+'($) :144(;-.%($+$)

Tn(1), . . . , Tn(M) @$+%+%&%!+%!2$)0 (Tn(1), . . . , Tn(M)) ∼ Qn(P ) 1)#$2&))%$ 8$"%$!41)5 !*  

M

A!$ :1447$"%$!41)5 Q0 +'(B%C% Qn(P )9

V := V (n,M) := =)C&(4 /$" D$(4$" E9 ="% F>&("$ :144(;-.%($+$ 7$">."?$)G0 FWER := !(V ≥ 1)

H!$4<

H0 +'(B%C$) 1)/ /&#$! &+;*-%.%!+'($ D IJKL.)%".44$ 5$>B("4$!+%$)0 &4+. lim sup
n→∞

!(Vn ≥ 1) ≤ α9

%&'()**+#),# %*#-./!+0 1#(23'(#0

DM" $!)+$!%!5$ @$+%+ !+% ?.45$)/$ D."* M#4!'(< Tm(X1, . . . , Xn) > c(m) ⇒ H0(m) >!"/ &#5$4$()%

I!)+'("!%%7$"?&("$)< 2"!%!+'($  $"%$ c(m) = c(Q0, α)(m) +!)/ 1)&#(B)5!5 7.) /$) &)/$"$) @$+%+
F+!$($ 8."%"&5 7.) 6&%(!&+ @"&#+G

,'("!%%>$!+$ 8$"?&("$)< 2"!%!+'($  $"%$ c(m) = c(Tn, Q0, α)(m) /M"?$) 7.) ,%&%!+%!2$) FA&%$)G &#(B)5$)
FC9N9 /!$ !* D.45$)/$) #$(&)/$4%$) ,%$-KA.>) 8$"?&("$)G

O;-.%($+$) C1 /$)  !"#!$%&#'( '(# @$+%+%&%!+%!2$) >$"/$) +12C$++!7$ 5$-"M?%9 ,.#&4/ $!)$ :144(;-.K

%($+$ &2C$-%!$"% >!"/0 >$"/$) &44$ >$!%$"$) O;-.%($+$) 1)5$-"M?% $#$)?&44+ &2C$-%!$"%9

)!"#!$%&#* !+% C9N9 /!$ P"QR$ /$" &#+.141%$) @$+%+%&%!+%!2 F *&S@K8$"?&("$)G ./$" /!$ 5$"!)5+%$
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 !"#$%&'() *+),

 !"#$%"!&

 !"!# (Q0,1, . . . , Q0,M ) $"! %&!&"'!# ()#$*!+&!",-#'!# $!+ .-,,*!+&!",-#' Q0/

0"+ $!1#"!+!# -#)$2-%&"!+&! p30!+&!# ),%4

P0n(m) := 1−Q0m(Tn(m))5 P0(m) := 1−Q0m(Z(m)) 6"& Z = (Z(1), . . . , Z(M)) ∼ Q0

78!#%"9:&,"9: '",& P0n(m) ∈ [0, 1]/ ;-<!+$!6 #!:6!# ="+ )#5 $)%% $"! 0!+&! >!+!"&% %?+&"!+& *?+,"!'!#5

),%? ?/@/$/;/4 P0n(1) ≤ . . . ≤ P0n(M)/

AB+ !"#! C!",3D#$!E6!#'! A ⊆ {1, . . . ,M} -#$ !"# 6-,&"F,!% ."*!)- α $!1#"!+!# ="+ α3G-)#&",!

c(A) := c(A, Q0, α) := F−1
A,Q0

(α) := inf {z | FA,Q0
(z) ≥ α} ,6"& FA,Q0

(z) :=  Q0

(

min
m∈A

P0(m) ≤ z

)

H0"+ %!:!#4 I"& =)9:%!#$!6 A "%& c(A) 6?#?&?# J),,!#$/K

AB+ C!",6!#'!# Am := {m, . . . ,M} $!1#"!+!# ="+ Cn(m) := c(Am, Q0, α) := F−1
Am,Q0

(α)

 9:,"!<,"9: L?#%&+-"!+!# ="+ $"! L+"&"%9:!# 0!+&! ),%4

c1 := Cn(1)

cm :=

{
Cn(m) 5 J),,% P0n(m− 1) < cm−1

0 5 %?#%&

 !"#$%&'()!*#+&*&,4

M!:#! $"! .-,,:NF?&:!%! H0(m) O-6 63&!# %"'#"1L)#&!%&!# H$/:/ L,!"#%&!#K -#)$2-%&"!+&!# p30!+& )>5

J),,% P0n(m) < cm/ P-+O4 R(Tn, Q0, α) = {m | P0n(m) < cm}/

$'()*+,+-'.%! /,&+",00! 1!" 2345

-!!.%/& -01 2 .#3/4"5"'#$%& 6),,275/'!.!8

∃ .-,,*!+&!",-#' Q04 lim sup
n→∞

 Qn

(

min
m∈H0

P0n(m) < x

)

≤  Q0

(

min
m∈H0

P0(m) < x

)

∀x ∈ !

9%&5+&/ 1 2 .#3/4"5"'#$%& :5!"+5,,& (&+ ;< =

Q% %!" ;##):6! ;RS !+JB,,&/ T)## '",& JB+ $)%  &!F3T?=# 6"#R U!+J):+!#4 lim sup
n→∞

 (Vn ≥ 1) ≤ α

⌈ @!=!"%4

mn := min
m∈H0

(m ∈ {1, . . . ,M} D#$!E $!+ =):+!# .-,,:NF?&:!%!# 6"& $!6 L,!"#%&!# -#>!+/ p30!+&/

⇒ P0n(mn) = min
m∈H0

P0n(m)5 {1, . . . ,mn − 1} ⊆ H1

 ?6"&4

 (Vn ≥ 1) =  (mn ∈ Rn) H%?#%& ),,! J?,'!#$!# )-9: )#'!#?66!#K

≤  

(

min
m∈H0

P0n(m) < c(Amn
, Q0, α)

)

HQ% LV##&! )-9: %9:?# !"#! WNF?&:!%! O-*?+

)#'!?#?66!# =?+$!# %!"#/K

≤  

(

min
m∈H0

P0n(m) < c(H0, Q0, α)

)

$!##4 H0 ⊆ A = {mn, . . . ,M}

-#$ c(A, Q0, α) J),,!#$ 6"& =)9:%!#$!6 A
),%? c(Amn

, Q0, α) ≤ c(H0, Q0, α)

X



 !"#$

lim sup
n→∞

 (Vn ≥ 1) ≤ lim sup
n→∞

 

(

min
m∈H0

P0n(m) < c(H0, Q0, α)

)

≤
(AP1)

 Q0

(

min
m∈H0

P0(m) < c(H0, Q0, α)

)

=  Q0

(

min
m∈H0

P0(m) < inf

{

z |  Q0

(

min
m∈H0

P0(m) ≤ z

)

≥ α

})

≤ α

⌊

 !"#$ "%&'($)$*%+, -).$/)00 1 / 2345

 !!"#$%  &' ( ")*$+,-,.)/#% 01%!!2"13%., 4-! 5"#1%! 6!7 8"9)/#%! :699#*+-,#%)%!

• ∀ǫ > 0 : lim
n→∞

 Qn

(

max
m∈H1

P0n(m) ≤ ǫ

)

= 1

• lim
ǫ↓0

lim
n→∞

 Qn

(

min
m∈H0

P0n(m) ≤ ǫ

)

= 0

• ∀α ∈ (0, 1)$ min
A⊆{1,...,M}

c(A, Q0, α) > 0

;%$%136!<

%&'' ()&  ''*+,&'  -. /'(  -0 &123!!4 ")'(5 6)!4 '*7+ (&, &1"4&' 8+&#1&, &1"4 1&7+4$

lim sup
n→∞

 (Vn ≥ 1) ≤ α

0#%-1%$ ' ( %="3,% ")*$+,-,.)/#% >-!,1-99% 7%1 ?@AB

9" "&)&'  ''*+,&'  -. /'(  -0 &123!!4: ;*!!" */<&1(&,  ''*+,&  -. "41)=4 6)!4 >?=@ "4*44 ?≤@A
/'( Q0 "4&4)6 )"45 6)!4$

lim sup
n→∞

 (Vn ≥ 1) = α

⌈ B&C&)"$

D*" E&12*+1&' !F""4 ")7+ FG/)H*!&'4 /,2#1,/!)&1&'$

P ∗
0n(1) := P0n(1)

P ∗
0n(m) :=

{
P0n(m) 5 2*!!" P ∗

0n(m− 1) < Cn(m− 1)
1 5 "#'"4

9'4"7+&)(/'6"1&6&!$ %)1 !&+'&' H0(m) *I5 2*!!" P ∗
0n(m) < Cn(m):

;31 h1 := |H1| (&J')&1&' C)1 &)'& B&1'#/!!)KL/2*!!"H*1)*I!&$

Bn :=  ({1,...,h1}=H1,P ∗

0n
(1)<Cn(1),...,P ∗

0n
(h1)<Cn(h1))

 (Bn = 1) =  ({1, . . . , h1} = H1, P
∗
0n(1) < Cn(1), . . . , P

∗
0n(h1) < Cn(h1))

≥  

(

max
m∈H1

P ∗
0n(m) ≤ min

m∈H1

Cn(m)

)

−→
n→∞

15 '*7+  -0

M



 !""#

 (Vn ≥ 1) =  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

)

=  

((

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

)

∩ {Bn = 1}

)

+  

((

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

)

∩ {Bn 6= 1}

)

=  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

·  (Bn = 1)

+  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn 6= 1}

)

·  (Bn 6= 1)

=  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

· (1−  (Bn 6= 1))

+  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn 6= 1}

)

·  (Bn 6= 1)

=  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

+  (Bn 6= 1) · [. . .]

=  

(

⋃

m∈H0

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

+ o(1)

=  

(
M⋃

m=h1+1

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

+ o(1)





 (A | B) = ! [ A | B]
= ! [! [ A | B] | B] $%&'()*+)",-.!/01

= ! [ (A | B) | B]

= !

[

 

(
M⋃

m=h1+1

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

) ∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

]

+ o(1)

234)*#

 

(
M⋃

m=h1+1

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

=  





M⋃

m=h1+1

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
∣

{Bn = 1}, {P0n(h1 + 1) < Cn(h1 + 1)}





︸ ︷︷ ︸

= 15 "!-. 63",0'&70*3" 8), 9)'/!.')",

· (P0n(h1 + 1) < Cn(h1 + 1) | {Bn = 1})

+ 





M⋃

m=h1+1

{P ∗
0n(m) < Cn(m)}

∣
∣
∣
∣
∣
∣

{Bn = 1}, {P0n(h1 + 1) 6< Cn(h1 + 1)}





︸ ︷︷ ︸

= 05 "!-. 63",0'&70*3" 8), 9)'/!.')",

· (1−  (P0n(h1 + 1) < Cn(h1 + 1) | {Bn = 1}))

:



 !"#$%

 (Vn ≥ 1) = ! [ (P0n(h1 + 1) < Cn(h1 + 1) | {Bn = 1}) | {Bn = 1}] + o(1)

= !

[

 

(

min
m∈H0

P0n(m) < Cn(h1 + 1)

∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

) ∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

]

+ o(1)

=  

(

min
m∈H0

P0n(m) < Cn(h1 + 1)

∣
∣
∣
∣
{Bn = 1}

)

+ o(1)

=  

(

min
m∈H0

P0n(m) < Cn(h1 + 1)

)

+ o(1)

&'(")$!$#'*+ ,-.#/$ '#*+%

lim sup
n→∞

 (Vn ≥ 1) = lim sup
n→∞

 

(

min
m∈H0

P0n(m) < Cn(h1 + 1)

)

=
 !"#$ %&'()&*

 

(

min
m∈H0

P0(m) < Cn(h1 + 1)

)

=  

(

min
m∈H0

P0(m) < inf

{

z

∣
∣
∣
∣
 Q0

(

min
m∈H0

P0(m) ≤ z

)

≥ α

})

=
(Q0 %&+&(,)

α

⌊

 !"#"$%&'("'
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