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Gliederung

© Uberblick FDP,FDR,FDX

© 4 Methoden
@ Augmentierung
o Step-Down-Prozedur
@ Inversion
@ Resampling

© Verteilung der FDP
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Uberblick FDP,FDR,FDX

Einstieg

Gegeben sei ein multiples Testproblem (Hi, ¢i)i=1,...,m
mit folgendem Schema:

Hypothese \ Test | Nicht-Ablehnungen | Ablehnungen
wahr mg — V 74
falsch m—mg— (R—V) R-V

wobei:

mg  (unbekannte) Anzahl wahrer Hypothesen
V' (zufillige, unbekannte) Anzahl filschlich verworfener Hypothesen
R (zufillige) Anzahl verworfener Hypothesen

Weiterhin bezeichne P das (unbekannte) zugrundeliegende
WabhrscheinlichkeitsmaB.
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Uberblick FDP,FDR,FDX

Einstieg

Mithilfe von Verteilungsannahmen (parametrische, nichtparametrische
Ansitze = Statistiken, p-Werte) erhalten wir die Mdglichkeit zur
Kontrolle verschiedenster Fehlentscheidungswahrscheinlichkeiten.

o Family-Wise Error Rate, FWERp = P[V > (]

Der Fehler mindestens eine Hypothese falschlich abzulehnen
(allgemeiner auch fiir k > 0 k-FWERp = P[V > K])

o False Discovery Rate, FDR := FDRp = Ep [FDP)]
Der Erwartungswert der False Discovery Proportion FDP:

v
FDP_{R’ falls R > 0
0, sonst

@ False Discovery Exceedance Rate FDX := FDXp(c) = P [FDP > c]
Die Wahrscheinlichkeit, dass die FDP einen gewissen Schwellwert
c € (0,1) uberschreitet.
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Uberblick FDP,FDR,FDX

Ein technisches Hilfsmittel:

Die ZufallsgréBe FDP kann auch als Funktion von Indexmengen
C=C(p1,...,pm) C{1,..., m} aufgefasst werden. Eine Méglichkeit die
FDX zu kontrollieren ist die Konstruktion einer sogenannten

(1 — a)-confindence-envelope FDP = FDP(C) € (0, 1], so dass zu
vorgegebenem Signifikanzniveau «

P [FDP(C) > FDP(C)¥C] > 1 - a

FDP(C) ist in Abhangigkeit der p-Werte als eine zufillige
Konfidenzfunktion zu verstehen.
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Uberblick FDP,FDR,FDX

mit folgendem Hintergrund:

Bezeichne mit R C {1,..., m} die Indizes von abgelehnten Hypothesen.
Wenn man ,, Ablehnbereich® R bestimmt, so dass FDP(R) < ¢ so folgt:

P[FDP(R) > ¢] < P [FDP(R) < FDP(R)]

=1-P[FDP(C) > FDP(C)¥C] < a

Und damit Kontrolle der FDX mit Schwellwert ¢ zum Niveau a
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Uberblick FDP,FDR,FDX

Bei einseitiger Betrachtung:

Falls der Ablehnbereich eines Tests die Form
R={je{l,....m}p < T}
hat, so Idsst sich auch eine Schwellwertfunktion
fdp(t) = FDP ({jlp; < t})

definieren, um so einen Schwellwert T* = sup,{fdp(t) < c} zur
FDX-Kontrolle zu berechnen.

Bemerkung:
T ist als Funktion in den p-Werten, auch als Zufallsvariable zu
interpretieren.
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

So gehts

© Fiihre multiplen Test ¢ = (;)i=1,...,m durch, der die FWER zum
Niveau a kontrolliert.
Seien (pyjj)i=1,...,m die geordneten (adjustierten) p-Werte, so dass ein
Ablehnbereich Ro = {Pj); .-, P[roj } vorliegt.

@ Mit Ry = |Ro| der Zahl abgelehnten Hypothesen, bestimme zu
gegebenem ¢ € (0,1)

IN

k
k*:max{ke{l,...,m—Ro} so dass Ro 1 k C}

sowie eine Indexmenge

K=1{je{1,....m}p; = By fiir Ry < i <,Ro+k*}

dann augmentiere: RT = Ry U K
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Bezeichne V die Zahl der von ¢ falschlich abgelehnten Hypothesen und
VT <V + k* die Zahl der insgesamt mehr filschlich abgelehnten
Hypothesen, sowie RT = Ry + k* die Zahl der insgesamt verworfenen
Hypothesen.

Sei ¢* = ﬁ*k*

Dann gilt:

v+ .
P[V>O]§a:>P[R+>c}§a

Also der Test ¢ = (¢; = Ifjer+})j=1,....m kontrolliert die FDX.
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Bemerkung:

Zu dieser Prozedur l3sst sich folgende (1 — «)-confidence-envelope
angeben:

Sei Ro = {j|p; < q} fiir einen kritischen Wert g, so dass die FWER
durch a kontrolliert ist. So ist

[C\ Ry
FBP(C) — e falls C # 0
0, sonst
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Augmentierung

4 Methoden Step-Down-Prozedur
Inversion
Resampling

Eine Step-Down-Prozedur

Gegeben multiples Testproblem (H;, ¢i)i=1,...m

Seien (pyjj)j=1,...,m die geordneten marginalen p-Werte.

Folgende Step-Down-Prozedur psp kontrolliert die FDX bei ¢ zum
Niveau a:

Beginne mit j=1:
@ Uberpriife:

([g]+1)a
m+[¢gl+1—j
© JA Lehne die Hypothese zu py; ab, gehe zuriick zu Schritt 1 mit
Jj=Jj+1
NEIN Lehne die entsprechenden Hypothesen zu den p-Werten
{p1j1>- - - > Pim}} nicht ab und beende die Prozedur.

2] = €5 5=
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Die Inversionsmethode:

Q Zu jeder Teilmenge W C {1,..., m} fiihre Test ¢y zum Niveau «
auf die Hypothese {Pw ~ UN/(O 1)} durch

(Abkiirzung: Py ~ UNI(0,1) fiir (pi)icu " Y " UNI(0,1))
@ Bestimme die Indexmengen

U={UC{1,...,m}| Test: oy =0}

@ Definiere: el
FDP(C) = {max{ueu} el falls C # ()

0, sonst

@ Finde Ablehnbereich R, so dass FDP(R) < ¢

=— Prozedur zur Kontrolle der FDX mit Schwellwert ¢ zum Niveau « )
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

etwas genauer:

Es sei vorausgesetzt, dass die p-Werte von wahren Hypothesen uniform
auf (0, 1) verteilt sind.

Bezeichne V C C die Indizes wahrer Hypothesen in einer Teilmenge
CC{1,...,m}. Esgilt:

Ploy =1]<a,alsoP[VeU]>1—-a

—M< max [und
IC| ~ (ueuy |C|

P | FDP(C) = FDP(C)VC| >1-a

Also FDP ist ein 1 — a~confidence-envelope.
Aber wie genau soll man nun alle Teilmengen W C {1,..., m} testen
und einen entsprechenden Ablehnbereich finden?
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Ein Vorschlag:

Zum Testen kann man den pj,-Test verwenden:
Zu W ={w(l),...,w(r)} C{1,..., m} teste Pw ~ UNI(0,1) mit:

0, falls pu () > dB(k,r—k+1)(a) oder r < k

ow(Pw() - Pu(r) = {1’ sonst

dB(a,b) (@) ist a-Quantil der Beta-Verteilung.

{U,..., U} ~ UNI(0,1) = Uyq ~ B(k, r — k + 1)

bzw. P [U[k] < CIB(k,r—k+1)(a)] =«

Falls also der k-kleinste p-Wert dieses Quantil unterschreitet, kann eben
P[Pw ~ UNI(0,1)] < a geschlossen werden.

Mit geordneten p-Werten (p[,-]);:L...,m ist folgende Vorgehensweise auf
Grundlage dieser pyy)-Tests vorgeschlagen:
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Augmentierung

Step-Down-Prozedur
Inversion
Resampling

4 Methoden

Q@ Bestimme J(k) = minj=1,_m {pm > qB(k)m,jH)(oz)}

Qjyenny is(ky—1 C
@ Definiere: FDP(C) = w

wobei {ik,...,ijk-1} die Indizes der p-Werte {pp, . - -, Puk)-1] }
© Die Schwellwertfunktion fdp(t) ist hier:

1, falls t < Plk—1]
— k—1
fAp(t) = 4 mE()” falls ppe—1y < t < P
mF(t)—(J(k)—k) ons
mF () , sonst

(IA-_ ist empirische Verteilungsfunktion der p-Werte)
Q zu c € (0,1) bestimme T = sup,{fdp(t) < c}, und den Bereich

R={jc{L....mlp<T)

== Der Test ¢ = (¢; = Ifjery)j=1,...,m kontrolliert die FDX
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Beweisansatz:

Die p-Werte (pj)j=1,....m liegen 0.B.d.A. geordnet vor.
Bezeichne C; := {j|p; < t} = {p1,...,pj(e)}-

Behauptung

Vte[0,1],VU e U :

UnGl _ v NGl
Gl — |G

fiir U* = {k,...,J(k) — 1}€

Das heiBt, fiir Ablehnbereiche der Form C; ist FDP eine
1 — a-Konfidenzschranke fiir die FDP.
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Augmentierung
Step-Down-Prozedur
Inversion

Resampling

4 Methoden

Zahlenbeispiel:

Folgende Situation: m =7,k =3 und J(k) =6

pr|p2| ps|palps
1

‘P6‘P7 .
O[O0 [L1[1]1]0] bzw. Py- = {p1, p2, ps. Pr}

0

und daraus abzulesen:
@ Der 3-kleinste in p-Wert Py~ ist:

P > q37-6+1 = q34—311 = U €U
@ p3 < ps < p5 < G3,7-5+1 = q3,5-3+1, damit werden alle

5-elementigen Teilmengen pp3j-Test abgelehnt.

@ p3 < ps < G3,7-4+1 = G3,6—3+1, damit werden alle 6-elementigen
Teilmengen abgelehnt.

® p3 < G37-341, also {py1,..., pr} wird vom p3j-Test ebenfalls
abgelehnt.
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Augmentierung
2 Methoden Step-Down-Prozedur

Inversion
Resampling

FDX-Kontrolle mit Resampling

Gegeben: Daten X = (X, ..., Xp) Hid

Betrachte Teststatistiken ( T;(X))j=1,..m Q
fiir mulitplen Test ¢ = (<pj = E{TJ(X)>KJ})J':1,...,m'

Sei K* = inf {K > O‘P {Z",ﬁl" RRUIELS: > c} < a}
2im1 Imi> k)
Mit Bootstrap-samples (Xf)b:17___73 lassen sich
o die Nullverteilung Qy,
@ die Verteilung Q,
@ eine Indexmenge Zy C {1,..., m} von wahren Hypothesen

schatzen.
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Augmentierung
tep-Down-Prozedur
4 Methoden St

Inversion

Resampling

Schitzung von Zg

Betrachte (H;) hid- Bernoulli(pg) mit py = ™

Sowie T; ~ pofo + (1 — po)fy = f,

wobei fy Dichte von T; unter (o,

entsprechend sei f; Dichte gegeben H; =1

Dann ergibt sich die a posteriori-Wahrscheinlichkeit (Bayes-Theorem):
fo(t)

= P[H; =0|Tj = t]zpom

Dann mit Schatzungen py, ?0, F fiir po, fo, f

Sei Zo = {i|Y; = 0}
fir Zufallsvariablen

(yj)j_l)wm Lid. Bernoulli(min(1, po 7
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Augmentierung
2 Methoden Step-Down-Prozedur

Inversion

Resampling

Fir b =1,... B definiere:

Yiet, ]I{ T7,>K}

ro(K) = K>0

m
Yimlirt sk
= Schétzung fir K*:

1 B
K= inf{K EO‘BZrb(K) ga}
b=1

Die daraus resultierende (common-cut-off)-Testprozedur:

((pj = ]I{"'J(X)>R})j:1,.__,m ist FDX-kontrollierend.
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Verteilung der FDP

Verteilung der Zufallsvariablen FDP

Die 4 vorgestellten Methoden benutzen obere Schranken bzw. eine
Schatzung der FDP um damit FDX-Kontrolle zu bekommen.
Ein anderer Ansatz ist es, sich die Verteilung der

FDP = FDP(p1(X), . .., em(X)) mit X = (X, ..., X,) < P
explizit auszurechnen, finit oder asymptotisch (d.h. fir m — o)

Damit lassen sich dann Momente (FDR) sowie
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten (FDX) berechnen.
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Verteilung der FDP

hier nur der asympotische Ansatz:

Folgende Annahmen:

Seien (pj)jzl,m’m i'fi\"d F = 7TQFO + (1 — 7T0)F1 mit

o (pi)ie * Fo~ UNI(0,1)
o (pj)je{t,....mM\h g F1,F; sei konkave C! Verteilungsfunktion.

° Mo = liMm 0o 72

Definiere (nicht beobachtbare) empirische Verteilungsfunktionen:

Fo,m(t) = m% ZiEIO.H.{PiSt}’FLm(t) = m—lmo_ Zje{l,...,m}\lo H{pjéf}
und gemischte empirische Verteilungsfunktion:
Fn = moFo,m + (1 — mo)F1,m
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Verteilung der FDP

Satz von Donsker

v ((gn) - (7)) = (Z) wroa

wobei Zj 4 B, Z1 4 B o F; mit B der Standard Brownschen Briicke.

(ii)
Vm(Fm = F) =% Z auf [0,1]

und Z = moZy + (1 — mg)Zy ist stetiger GauBprozeB
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Verteilung der FDP

Die FDP als stochastischer Prozess:

Fo.m(t
FDP,,(t) = WOAO—’()bei (det.) Schwellwert t € [0,1]

max(Fm(t), )
Bezeichne zu einer Testprozedur T,, = T(Fpn) den den zufilligen

Schwellwert.

Wobei T : D[0, 1] — [0, 1] eine Abbildung sei,

die einer , cadlag"-Funktion F einen Schwellwert zuordnet.
Beispiel: (Benjamini-Hochberg)

T(Fm) =sup{t > 0: Fu(t) =1/m > Iip<ey > t/a}
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Verteilung der FDP

Satz

Die Abbildung T : D[0, 1] — [0, 1] sei Hadamard-differenzierbar in der
Verteilungsfunktion F, mit Hadamard-Ableitung Tr : C[0,1] — R
Bezeichne p(t) = ”("t) die false dicscovery rate bei Schwellwert t,

sowie T* = T(F) den Schwellwert der wahren Verteilung Dann gilt:

Vm (FDPw(Tm) — p(T)) % Y

wobei Y = p(T*)(1 - p(T*)) (2422 — 2(3) + p/(T) Te(2)

Bemerkung:
Y ist eine Zufallsvariable.
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