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1) Einleitung
- Problem der Variablenselektion -

Lineares Modell in der Regressionsanalyse:

Aufgabe: Wähle aus {1,...,m} k Zahlen und belasse im Modell.

Aufgefasst als multiples Testproblem:  Teste Hypothesensystem



  

2) Multiplizitätskorrektur

→ So erhöht sich die Irrtumswahrscheinlichkeit des  
     multiplen Tests

→ Diese Problematik tritt auf, wenn verhältnismäßig viele    
     Variablen in das Modell aufgenommen werden.

Veranschaulichung:

Wann treten Multiplizitätsprobleme auf?

Sei                             ein multipler Test für ein zweiparametriges Modell.
Seien                   stoch. unabhängig.

Weiterhin sei:

Daraus ergibt sich: 



  

2) Multiplizitätskorrektur

Im Rahmen der Suche nach bester Vorhersage wird die a posteriori 
Wahrscheinlichkeit betrachtet:

Wobei                                                       die likelihood von Y, mit 
              a priori-Dichte der Modellparameter, ist. 

Durch die Abhängigkeit der likelihood von der a priori Wahrscheinlichkeit für die
Modellparameter, ist demnach ein besonderes Augenmerk auf die Wahl dieser zu 
legen.

Nach Scott und Berger (2010) ermöglichen der empirische und vollständige Bayes-
Ansatz eine automatische Multiplizitätskorrektur.



  

2) Multiplizitätskorrektur
- empirischer Ansatz -

      Annahme:                                             ,

Daraus folgt für die a priori Wahrscheinlichkeit, dass Modell    
      vorliegt:

Ansatz ist es nun, p mittels Maximum Likelihood Methode zu 
schätzen (George und Foster (2000)):

Nun wählt man das Modell mit der maximalen a posteriori Wahrscheinlichkeit



  

2) Multiplizitätskorrektur
- empirischer Ansatz -

Die Multiplizitätskorrektur erfolgt hierbei folgenderrmaßen:

Angenommen, wir haben k wahre Parameter     . Dann folgt aus 

Grund: 

Das heißt, dass Modelle mit einer hohen Anzahl an Variablen 
unwahrscheinlich sind, wenn es darum geht, das Modell mit der höchsten 
a posteriori Wahrscheinlichkeit zu wählen.



  

2) Multiplizitätskorrektur
- vollst. Bayes-Ansatz -

Annahme:

Für die Wahrscheinlichkeit, dass Modell         vorliegt,
gilt dann:

Im Spezialfall a=b=1, d.h. Parameter p ist gleichverteilt, vereinfacht sich
die a priori Wahrscheinlichkeit:



  

2) Multiplizitätskorrektur
- vollst. Bayes-Ansatz -

Das heißt, die für die a posteriori Wahrscheinlichkeit, die es zu maximieren gilt,
gilt dann:

Auch wenn der Parameter p nicht mehr direkt vorhanden ist, so erfolgt
dennoch eine Multiplizitätskorrektur. Denn offensichtlich gilt bei fester Anzahl
wahrer Parameter und wachsendem m, dass die a posteriori 
Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert.



  

2) Multiplizitätskorrektur
- Nachteil des empir. Bayes Ansatz -

Trotz Konvergenz der empirischen Bayes-Lösung gegen den wahren Parameter, 
hilft der Ansatz nicht immer, das optimale Vorhersagemodell zu finden:



  

3) Median probability model

Ziel: Finden einer Theorie eines optimalen Vorhersagemodells

Barbieri und Berger (2004) wiesen nach, dass dies das sogenannte 
„Median probability model“ ist.



  

3) Median probability model

Formal lässt sich das Modell wie folgt ausdrücken:



  

3) Median probability model

Es muss gewährleistet sein, dass die Menge der somit gewählten Kovariate zu
der Menge der betrachteten Modelle und somit zum Hypothesensystem H
gehört.

Existenz:



  

3) Median probability model

Dies ist gewährleistet, wenn:

Was ist ein graphisches Modell?



  

4) Optimalität
- Theorie zum besten Vorhersagemodell -

Nach dem Bayesianischen Ansatz müsste das Modell mit der höchsten a posteriori 
Wahrscheinlichkeit die beste Datenprädiktion ermöglichen.

Doch das ist nicht immer der Fall, da diese Wahrscheinlichkeiten oft sehr klein sind.
Barbieri und Berger (2004) nutzten die a posteriori Inklusionswahrscheinlichkeiten, eine 
Summation der a posteriori Wahrscheinlichkeiten, um das zuvor genannte 
Median probability model zu definieren.

Dieses weist die gewünschte beste Prädiktion auf.



  

4) Optimalität
- Theorie zum besten Vorhersagemodell -

Betrachten die Kovarianzmatrix

Ist Q Diagonalmatrix, so erfüllen die a posteriori Mittelwerte

mit

Beste Vorhersage bedeutet auch, das quadratische Risiko zu minimieren.
In diesem Fall gilt:



  

4) Optimalität
- Theorie zum besten Vorhersagemodell -

Fall 1: Es wird nur eine Auswahl an Modellen betrachtet



  

4) Optimalität
- Theorie zum besten Vorhersagemodell -

Fall 2: Es werden alle möglichen Modelle betrachtet:



  

4) Optimalität
- Theorie zum besten Vorhersagemodell -

Bemerkung:

1)
Viele a priori Wahrscheinlichkeiten erfüllen die Bedingung im Korollar.

Jeffreys Vorschlag (1961), dass die Wahrscheinlichkeit für die Modellordnung j 
ungefähr 1/j sein kann, erfüllt diese Bedingung allerdings nicht.

2)
Ist allen Modellen ein Intercept gemein, so wird die zugehörige a priori 
Wahrscheinlichkeit       gleich 1 gesetzt.



  

4) Optimalität
- Anwendungsbeispiel -

ANOVA: 2-Faktor-Modell

Sei

Kurz: 



  

4) Optimalität
- Anwendungsbeispiel -

Mit der Designmatrix 

folgt für die Kovarianzmatrix: 

Mit der Designmatrix 

Wir können also die obige Theorie anwenden.



  

4) Optimalität
- Anwendungsbeispiel -

Fall 1:

Fall 2: 
Annahme: Interaktion nur dann möglich, wenn beide Haupteffekte vorhanden sind.

Dieses Modell besitzt graphische Modellstruktur.

In beiden Fällen bietet das Median probability model die beste Datenvorhersage.



  

5) Fazit

Es werden starke Bedingungen an das Median probability model gestellt, damit es 
eine optimale Vorhersage ermöglicht.
Daher hilft dieses Modell nicht immer.

Beispiel:

Modelle mit Intercept     und einer Prädiktorenvariable
sowie das Nullmodell.

Nehme als a priori Wahrscheinlichkeit 1/(k+1) für Modellordnung.
Weiterhin seien alle Kovariate hoch miteinander sowie mit y korelliert.

Damit ist die a posteriori Wahrscheinlichkeit für das Nullmodell fast gleich 0 und die 
für die anderen Modelle stimmen mit den a posteriori Inklusionswahrscheinlichkeiten
überein. Diese sind aber kleiner als ½ und damit ist das beste Vorhersagemodell das 
Nullmodell.
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