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Bedingte Wahrscheinlichkeit
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(Q,&, ]P)) W-Raum, A, A, ...A, € §, EA,‘ =Q, P (Al) > 0.

Theorem (Bayes Theorem)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A; gegeben B ist
definiert als
a priori Wkt vonA;
PB|A P(A
P4 |B) = Bl4) Pld)
—— k=1 P(B | An)P(A)
e a posteriori Wkt von A;
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Bayes-Theorem fiir Dichten

Bayesianische
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0:(Q,5,P) — (S,8), uo-endl. Maf auf dem Borelraum
(5,6),

Z:(92, 5, P) — (R, *B) Zufallsvariable

fizo) : RxS — Ry (A® p)-Dichte von P#0).

Theorem (Bayes-Theorem fiir Dichten)

9

) = 00
Joiz=2(¥

fz16=9(2) = 79'21%((19))2()

Anna Ferrari Bayesianische FDR (Teil2)



Bayesianische
FDR (Teil2)

Anna Ferrari

Beispiel

0:(Q,%) — (N,B), puZidhlmaB auf (N),B(N)

7:(92,F) — (R,B) Es gelte:

6 ~ Ber(p1), po :=1—pi
Z~ (1 —=0)fo+0h

Dann mit Bayes-Theorem:

f9|Z:z(19) -

f2(2)

Anna Ferrari

pifi(z)

ofo(z)
pafo(@)+pifi(2)

Bayesianische FDR (Teil2)

fiir 9=0
fir 9=1



G Wiederholung Schwerpunkte des ersten Teils
@ Bayes-Theorem
e FDR, FNR, pFDR, fdr
@ Empirische vs. Nichtparametrische Bayes Ansatz

© Teil 2: Entscheidungsregel und Verlustfunktion
@ Theorie
@ FDR, FNR und Bayesregel
@ Abschluss Bayesianische FDR

«Or «Fr « >



False Discovery Rate

Bayesiani:sc;he
FORER Multiples Testproblem, n zu testende Hypothesen,
v = (p;,i = 1,...,n) multiple Testprozedur.

V : (zufillige) Anzahl der Typ-1 Fehler

D : (zufillige) Anzahl der verworfenen Hypothesen insgesamt:

Anna Ferrari

Bayes-Theorem
FDR, FNR, pFDR, fdr

Definition

Empirisc

Der erwartete Anteil der Typ-I Fehler von ¢ ist

FDR(¢) = E|5y]

: und heilt False Discovery Rate (FDR) von ¢;
Buyesiniche FOR Die positive False Discovery Rate (pFDR) von ¢ ist

PFDR(p) =E[f | D > 0]
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False Negative Rate
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S: (zufillige) Anzahl der Typ-II Fehler
n-D: (zufillige) Anzahl der nichtverworfenen Hypothesen

Definition (False Negative Rate)

Der erwartete Anteil der Typ-1I Fehler von ¢ ist

S
n—D

FNR(p) = E[ ]

FDR, FNR und
Bayesrege

und heif3t False Negative Rate von .

Bayesianische FDR
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Zweiklassen-Mischmodell
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Gegeben seien ¢ = (p;,i = 1,...,n) multiple Testprozedur,
ein Zweiklassen-Mischmodell

(Z1,Hy),...,(Zy,Hy) iid. Fiiri = 1,...,n: Zi Teststatistik, Hi
Indikatorvariable und

H; ~ Be(py) mit pi = 1 — p,

Zi | H; ~ (1 — H;)fo + H; fi

Theorem (Theorem (Storey))

S Sei @; basierend auf Teststatistik Zi mit Verwerfungsbereich C.

Abschluss
Bayesianische FDR

pFDR(C) = pFDR(p) =P[H; =0 Z; € C]
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Lokale fdr
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Analog zu pFDR(C) =P[H=0|Z € C]

Lokale fdr(z) = P[H =0 | Z = ¢]

Bayes-Formel fiir Dichten:

fir(z) = finz=2(0) = T

Bayesre
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FDR, FNR, pFDR, fdr

Empirische vs.
Nichtparametrische
Bayes Ansatz

FDR, FNR un¢

Empirische vs Nichtparametrische Ansatz mit
Zweiklassen-Mischmodell

e Empirischer Bayes-Ansatz: Pgy(z;) =

/o (i)

()

=1 — fdr(z)

=P(H; =1 | Z = z;) ~ ziehe Schliisse aus dem Wert

Anna Ferrari
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Empirische vs Nichtparametrische Ansatz mit
Zweiklassen-Mischmodell

Bayesianische
FDR (Teil2)

Anna Ferrari o~
e Empirischer Bayes-Ansatz: Pgy(z;) = I%iz)’) =1 — fdr(z)
Z\Zi
=P(H; =1 | Z = z;) ~ ziehe Schliisse aus dem Wert

Lo @ Nichtparametrischer Bayes-Ansatz:
- B fi(2) _ pifi(2)
PH = 1|Z.fo,f1,p0] = spomn = 57

- LT pafo(D)4pi£i(2) T f(2)
Festlegen eines a priori Wahrscheinlichkeitsmodells fiir

Jo: /1, Po-

Bestimmung der a-posteriori-Verteilungen /1Y /1Y prolY
“ gegeben alle Daten Y.
- P(z) = BB | Y] = phG) _ 1 _ Blfir(z) | Y]

fi(z)
~ ziehe Schlusse aus dem Wert
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Kritik: Entscheidungsregel des Typs I{z; < z} sind intuitiv aber
nicht immer optimal.
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Entscheidungsregel
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(X,5, (Py)yeco) Statistisches Experiment

Bayes-Theorem
FDR, FNR, pFDR, fdr

Empir
Nichtparametrische

Bayes

Eine Entscheidungsregel p ist eine messbare Abbildung

p:X—A

Theorie wobei der Messraum (A,%2() der sog. Aktionsraum ist.

FDR, FNR und

Bayesrege

Abschluss
Bayesianische FDR

Anna Ferrari Bayesianische FDR (Teil2)



Bayesianische
FDR (Teil2)

Anna Ferrari

Theorie

FDR, FNR und
Bayesrege
Abschluss
Bayesianische FDR

Verlustfunktion und Risiko

Dazu ist es hilfreich die Verlustfunktion und das Risiko zu
definieren.

|

Definition (Verlustfunktion)
Jede Funktion ¢ : (©,A) — [0,00) =: Ry,
die messbar im zweiten Argument ist, heilt Verlustfunktion.

|

Definition (Risiko)

Das Risiko einer Entscheidungsregel p bei Vorliegen
des Parameters 19 € @ ist

R(9, p) = Eo[t(9, p)] = [ £ (6, p(x))Po(d)

\
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Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

Empirische vs.
Nichtpa
Bayes Ansatz

Theorie
FDR, FNR un¢

p besser, p zuldssig

Die Entscheidungsregel p heifit besser als eine
Entscheidungsregel p, falls

R(Y, p) < R(, p) fur alle 9 € ©
gilt und falls es ein

Yo € © mit R(o, p) < R(Vo, p)

existiert.
Eine Entscheigungsragel heiflt zulassig, wenn es keine bessere

Entscheidungsregel gibt.
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Bayesrisiko

i, Der Parameterraum © trage die o-Algebra §g ,die
Verlustfunktion ¢ sei produktmessbar und 9 — Py(B) sei

messbar fiir alle B € §. Die a-priori-Verteilung 7 des
Parameters ¥ ist gegeben durch ein Wahrscheinlichkeitsmaf3

auf (0, Fe). Das zu w-assoziierte Bayesrisiko einer
Entscheidungsregel p ist

Anna Ferrari

/ R(9, p) w(dD)

//wp Py (d) e ()
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Bayesrisiko

Bayesianische
FDR (Teil2)
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Man kann das Bayesrisiko als erwartete Verlust in folgendem
Sinne verstehen:

Sei :=2X xOund Pauf (Q, F® Fe),

P(dx, dV) = Py(dx) w(d9) (gemeinsame Verteilung von
Beobachtung und Parameter). Bezeichne mit X und T die
Koordinatenprojektionen von (2 auf X bzw. ©.

Dann gilt

T R (p) = Eg[(T, p(X)]

Anna Ferrari Bayesianische FDR (Teil2)



Bayes-optimal Regel

Bayesianische
FDR (Teil2)

Anna Ferrari Die Verteilung von T unter der reguldren bedingten
Wabhrscheinlichkeit P(e | X = x) von P heift
a-posteriori- Verteilung des Parameters gegeben die Beobachtung
X=x

FDR, FNR, pFDR, fdr

Theorem
Eine Regel p ist Bayes-optimal, falls

p(x) = argminges Ez[¢(T,a) | X = x] P-fs.

Theorie

Eepemscts DR d.h. I?I@[E(T, p(X)) | X =x] <Ep[l(T,a) | X = x| fiirallea € A
und PX- fast alle x € X.
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@ Modell: w Parameter, y die Daten, H; Regulationsindikator
des Gens i

@ Indikatorvariabel

. { 1 falls Geni mit Verinderung

0 falls Geni ohne Veridnderung

@ Indikatorvariabel

d— 1 falls Discovery
" | 0 falls Negative

mit D = )", d; = Anzahl der verworfenen Hyposthesen;
o undseiv; =P(H; =1]7) diei-te
a-posteriori-Randverteilung (d.h Wkt Gen i mit Verinderung
gegeben die Daten :=Y).

«O0>» «Fr «E>» « E>»
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Setting

Bayesianische

FDR (Teil2) @ Modell: w Parameter, y die Daten, H; Regulationsindikator
Anna Ferrari des Gens i

@ Indikatorvariabel

Bayes Theorr H— 1 falls Geni mit Verdnderung
B ‘| 0 fallsGeni ohne Verinderung

Abschluss
Bayesianische FDR
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FDR, FNR und
Bayesregel
Abschluss
Bayesianische FDR

Setting

@ Modell: w Parameter, y die Daten, H; Regulationsindikator
des Gens i

@ Indikatorvariabel

" { 1 falls Geni mit Verinderung
i =

0 falls Geni ohne Verdnderung
o Indikatorvariabel

d— 1 falls Discovery
" | 0 falls Negative

mit D = )" | d; = Anzahl der verworfenen Hyposthesen;
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Setting

Bayesianische

FDR (Teil2) @ Modell: w Parameter, y die Daten, H; Regulationsindikator
Anna Ferrari des Gens i

@ Indikatorvariabel

Bayes Theorr H— 1 falls Geni mit Verdnderung
' | 0 fallsGeni ohne Verinderung

@ Indikatorvariabel

d— 1 falls Discovery
" | 0 falls Negative

FDR, FNR und
Bayesregel
Abschluss

Bayesinische FDR mit D = )" | d; = Anzahl der verworfenen Hyposthesen;
o undseiv; =P(H;=1|Y)diei-te
a-posteriori-Randverteilung (d.h Wkt Gen i mit Verdnderung
gegeben die Daten :=Y).
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FDR

Bayesianische

FDR (Teil2)
Anna Ferrari
o Konstruiere:
ol " di(1— H;
Bayes Ansatz FDR(d, H) — Zl—l l( l)
D

Die Summe summiert nur falls d; = 1 (Discovery) und H; = 0

(Gen i ohne verinderung) ~~ wieder Typ-I Fehler

Abschluss
Bayesianische FDR
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FNR

Bayesianische
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Konstruiere:

Bayes-Theorem
FDR, FNR, pFDR, fdr
Empirische vs.
Nict

" (1 — dy)H;
Bayes Anstz FNR(d,H) = M

n—D
Die Summe summiert nur falls d; = 0 (Negative) und H; = 1
(Gen i mit Verdnderung) ~» wieder Typ-II Fehler

FDR, FNR und
Bayesregel
Abschlu

Bayesianische FDR
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A-Posteriori erwartete FDR

Bayesianische
FDR (Teil2)
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Aus FDR bekommt man die a-posteriori erwartete FDR:

Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

FDR(d,y) = E[FDR | Y = y]

Empirische vs
Nichtpa

= / FDR(d,H)dP(H; | Y =y)

FDR, FNR und D

Bayesregel

Abschluss
Bayesianische FDR
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A-Posteriori erwartete FNR

Bayesianische
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Aus FNR bekommt man die a-posteriori erwartete FNR:

Bayes-Theorem

FNR(d,y) = E[FNR | ¥ = y]

Empirische vs
Nichtpa

- / FNR(d,H)dP(H | Y = y)

~ im (L =divi

FDR, FNR und n— D

Bayesregel

Abschluss
Bayesianische FDR
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Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

Empirisct
Nichtparametrische
Bayes Ansatz

FDR, FNR und
Bayesregel

Idee

Idee: Reduziere die Fehler unserer Testentscheidungen, d.h
minimiere den negativen und positiven a-posteriori erwarteten
Zihler:

Erinnerung: v; = P(H; = 1Y)

2
I

(1 — d,')U,‘

T

N

FD = d,(l —U,')

Il
_
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Gegebenen Verlustfunktionen
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Vorschlége fiir die Verlustfunktionen:

ot ¢y(d,Y) = ¢FD + FN (1)

B hiingt von der gesamten Anzahl von abgelehnten Hypothesen und
von den Negatives. c ist eine Konstante , die die Anzahl der
filschlicherweise abgelehnten Hypothesen bestrafen soll.

{a(d,¥) = cFDR + FNR @
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FDR, FNR und
Bayesregel

Abschluss
Bayesianische FDR

Gegebenen Verlustfunktionen

Weitere Vorschldge, Bivariate Verlustfunktionen:
w(d,Y) = (FN,FD)

Lr(d,Y) = (FDR,FNR)
deren Minimeirung nach FN (bzw. FNR ) gemacht wird,

3)
C))

wihrend FD (bzw.FDR) von einem « beschriinkt wird ( FD < «).

Anna Ferrari
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Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

Empirische vs
Nichtparametrische
Bayes Ansatz

Theorie

FDR, FNR und
Bayesregel
Abschluss
Bayesianische FDR

Entscheidungsregel

Unter (1)-(4) die optimale Enscheidung ist gegeben durch
d; = ]I{’U,' > t*}

Die optimalen Cut-offs sind

I*_L
N = c+1

fz? = U(n—p*)
t;I‘V =min{s: FD(s,y) < ay}

’;e = min {s : FDR(s,y) < ag}
mit D* -optimale Anzahl der Discoveries, und v(;) der i-te
Statistikorder.

Beweis:
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Kritik

Bayesianische

FDR (Teil2)
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@ Kritik: mit (1) bis (4) Verlustfunktionen sind sowohl die

J‘ i Negatives als auch die Discovery Rates gleichmifBig
unerwiinscht. Daher ist das obige Modell hiufig
unanwendbar.

Abschlu

Bayesianische FDR
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Differential Expression

Bayesianische
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Einfiihrung eines zusézlichen Parameters ; ins Modell, der als
differentielles Expressionsniveaus des Gens i interpretiert wird, so
dass

N v =0, falls Hi = 0 und ~v; > 0, falls H; = 1
Dann ist
£5(7,d,2) de +x Z (1= di)yi +cD

Abschluss
Bayesianische FDR

die ”~ -modifizierte" Verlustfunktion.
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Differential Expression und Entscheidungsregel
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Sei 7; = E[v; | Y] das a-posteriori erwartete Expressionsniveau
von Gen i ggb. die Daten. Analog mit den ersten
Empricies. Velustfunktionen, trifft man die optimale Entscheidung:

}

(1+ k)

oo feste Cutoff

d* =1{7; >
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Bemerkung

Bayesianische
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Bayes Theoren @ Die Entscheidung bleibt im Wesentlichen die selbe wenn
e man den Parameter des Expressionsniveus +y in eine Funktion
e f (=) transformiert.

F[;R ‘l;'NR\lnd

Bayesregel

Abschlu

Bayesianische FDR
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Bemerkung

Bayesianische

FDR (Teil2)
Anna Ferrari
BayesTheoren @ Die Entscheidung bleibt im Wesentlichen die selbe wenn
e man den Parameter des Expressionsniveus -y in eine Funktion
e f (=) transformiert.
@ Wir haben angenommen, dass der Untersucher, d.h.
derjeniger, der dei Entscheidung trifft, rationell ist.

Bayesregel
Abschluss
Bayesianische FDR
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Zusammenfassung
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@ Begriffe der FDR FNR pFDR
@ Zweiklassen-Mischmodell

Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

FDR, FNR und
Bayesrege

Abschluss
Bayesianische FDR
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@ Begriffe der FDR FNR pFDR
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FDR PR, DR, © Anwendung der empirischen und nichtparametrischen
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Abschluss
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Bayes-Theorem

FDR, FNR, pFDR, fdr

FDR, FNR un¢
Bayesrege

Abschluss
Bayesianische FDR

Zusammenfassung

@ Begriffe der FDR FNR pFDR
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© Verlustfunktion und Risiko
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© Begriffe der FDR FNR pFDR
@ Zweiklassen-Mischmodell
@ Anwendung der empirischen und nichtparametrischen
Nt Bayes-Ansiitze

@ Verlustfunktion und Risiko
© Optimale Bayesregel mit ggb. Verlustfunktion

FDR, FNR un¢

S @ mit gleichmifBigen unerwiinschten FDR und FNR
Abschluss
Bayesianische FDR
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FDR, FNR un¢
Bayesrege
Abschluss
Bayesianische FDR

Zusammenfassung

© Begriffe der FDR FNR pFDR
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Bayes-Ansitze
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