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Vorbemerkungen

Das Material zu diesem Skript habe ich im Wesentlichen aus den Biichern von [Nickel et al.[(2014),
Kathofer and Miiller-Funk| (2008)), [Kohlas| (1977), Heyman and Sobel (1982, [1984), Boyd and
Vandenberghe| (2004), Eiselt and Sandblom/(2012), [Ellinger et al.|(2003)) sowie einem Vorlesungs-
skript von Gerhard Dikta entnommen. Sollten sich in den iibernommenen Teilen Fehler finden, so

bin dafiir natiirlich ich verantwortlich. Lob und positive Kritik gebiihrt indes den Original-Autoren.
Fiir die Manuskripterstellung danke ich Natalia Sirotko-Sibirskaya.

Ubungsaufgaben und MATLAB-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Ver-

fiigung. Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehorigen Stellen.
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Kapitel 0
Einfiihrung und Ubersicht

Operations Research (OR) befasst sich mit der Losung von Optimierungsproblemen. Einfache Op-

timierungsprobleme sind aus der Analysis bekannt (Bestimmung von lokalen und globalen Extre-
ma einer gegebenen differenzierbaren Funktion f einer oder mehrerer Veridnderlicher).
Wir werden in dieser Vorlesung kompliziertere Optimierungsprobleme angehen. Die folgenden

Komplikationen werden auftreten:

1. Die Zielfunktion f soll unter Nebenbedingungen optimiert werden.

2. Nur ganzzahlige Losungen kommen in Frage.

3. Die Funktion f ist nicht in expliziter Form gegeben.

4. Es herrschen Unsicherheiten iiber die Gegebenheiten des Problems (Zufallseinfliisse treten

auf).

Alle diese Komplikationen haben grof3e Praxisrelevanz, wie die folgenden Beispiele illustrieren

mogen.

Beispiel 0.1 (Nebenbedingungen)

Ein Farbhersteller produziert zwei unterschiedliche Farben, sagen wir Aufsenfarbe und Innenfar-
be. Zur Herstellung der Farben werden zwei Basisrohstoffe A und B benotigt. Pro Tag stehen dabei
6 Tonnen des Rohstoffs A und 8 Tonnen des Rohstoffs B zu Verfiigung.

Zur Produktion einer Tonne Aufienfarbe werden eine Tonne von A und zwei Tonnen von B be-
notigt. Bei der Innenfarbe ist dieses Verhdltnis genau umgekehrt. Der Verkaufspreis pro Tonne
Aufsenfarbe betrdgt 3.000 EUR, der pro Tonne Innenfarbe betrdgt 2.000 EUR.

Schlieflich ist aus einer Marktstudie bekannt, dass hochstens zwei Tonnen Innenfarbe pro Tag auf
dem relevanten Markt nachgefragt werden und dass hochstens eine Tonne Innenfarbe mehr als

Aufenfarbe nachgefragt wird.



Frage: Was sind die optimalen tiglichen Produktionsmengen an Auflen- und Innenfarbe, um den

Erlos unter den genannten Bedingungen zu maximieren?

Beispiel 0.2 (Ganzzahligkeit)

Eine Fluggesellschaft beabsichtigt, neue Maschinen zu erwerben. Es kommen zwei unterschiedli-
che Flugzeugtypen A und B in Frage. Insgesamt stehen 24 Mio. USD fiir die Anschaffungen zur
Verfiigung. Ferner kann die Fluggesellschaft maximal 1.300 Arbeitsstunden pro Jahr fiir die War-

tung der Maschinen zur Verfiigung stellen. Die relevanten Daten fiir die Kaufentscheidung seien

wie folgt.
TypA | TypB
Profit pro Jahr [1.000 USD] 200 100
Preis pro Maschine [1 Mio. USD] 5 4
Wartungsstunden pro Jahr 200 500

Frage: Wie viele Maschinen der beiden Typen A und B sollen angeschafft werden, um den jihrli-

chen Profit unter den genannten Bedingungen zu maximieren?

Beachte: Die Losung (x4, xp) muss offenbar ganzzahlig sein!

Natiirlich kann man alle Méglichkeiten (z 4, ) durchprobieren, die jeweiligen sich ergebenden
Profite auftabellieren und das Maximum ablesen. Fiir grofiere Probleme fiihrt dies indes zu kombi-
natorischer Explosion, weswegen effiziente Suchstrategien zur Findung des Optimums notwendig

sind.

Beispiel 0.3 (Zielfunktion nicht explizit gegeben)

Angenommen, N = 10 Artikel unterschiedlicher Grifie sollen in Holzschachteln verpackt wer-
den, wobei die i-te Holzschachtel c; Geldeinheiten (GE) kostet.Die Artikel seien der Grdfle nach
absteigend geordnet, so dass c1 > ca > ... > cy = ¢y gilt.

Da kleinere Artikel natiirlich auch in grofiere Schachteln passen, hat man entschieden, nur fiinf

unterschiedliche Schachtelgrifien herzustellen.

Ziel: Finde fiinf Grdflen so, dass alle N = 10 Artikel verpackt werden kénnen und die Gesamtver-
packungskosten minimal werden! Hier hingen die fiinf Argumente, die in die Zielfunktion (Kos-

tenfunktion) eingesetzt werden, selbst von der Optimierungsstrategie ab!

Beispiel 0.4 (Zufallseinfliisse)
Der Zustand einer Maschine lasse sich durch eine der Zahlen 0,1, ..., M mit M € N beschrei-
ben. Eine neue Maschine befinde sich in Zustand 0. Die Maschine unterliege einem Verschelif,

der eine Verschlechterung (Anwachsen) des Zustands bewirken kann. Allerdigns kann nicht mit



100 %iger Sicherheit vorhergesagt werden, wie intensiv die Maschine genutzt wird und in welcher
Weise sich die Nutzung auf den Zustand auswirkt. Die Maschine werde zu diskreten Zeitpunkten
n = 0,..., N inspiziert. In Abhdngigkeit vom beobachteten Zustand s,, € {0, ..., M} kann ei-
ne der beiden Entscheidungen ,,Maschine ersetzen* (a, = 1) oder ,,Maschine nicht ersetzen*
(an, = 0) getroffen werden, wobei eine Ersatzmaschine unmittelbar verfiigbar sei. Zu beriicksich-
tigen seien Betriebskosten der Hohe c(z,) GE in Abhdingigkeit vom Zustand z, = (1 — ay,)s,, der
Maschine unmittelbar nach der Entscheidung zum Zeitpunkt n, sowie im Falle a,, = 1 zusdtzlich
Ersetzungskosten der Hohe k GE. Eine Verschlechterung der Zustands der Maschine zwischen den

Zeitpunkten n und n + 1 von z, nach s, ergebe sich mit Wahrscheinlichkeit q(zy,, Sp+1).-

Ziel: Ersetzungsstrategie, die erwarteten Gesamtkosten minimiert (iiber den Beobachtungshori-

zontn=20,...,N).

Wihrend alle diese vier Beispiele aus dem Wirtschaftsumfeld stammen und die Wirtschaftswis-
senschaften ein wesentliches Anwendungsgebiet des OR darstellen, sind die Losungsverfahren in
der Regel mathematisch begriindet (Optimalitidt der Losung kann bewiesen werden) und auch an-
derweitig einsetzbar. So werden etwa in der mathematischen Statistik Likelihood-basierte Schitz-
und Testverfahren vermittels nichtlinearer Optimierung (unter Nebenbedingungen) formalisiert

und durchgefiihrt.

Ubersicht iiber die Inhalte dieser Lehrveranstaltung:

Kapitel 1: Lineare Optimierung
Kapitel 2: Ganzzahlige lineare Optimierung
Kapitel 3: Nichtlineare Optimierung

Kapitel 4: Dynamische und stochastische Optimierung



Kapitel 1
Lineare Optimierung

Beispiel 1.1 (Beispiel 0.1 fortgesetzt:)
Wir greifen Beispiel 0.1 (Farbenproduktion) noch einmal auf, formulieren das Optimierungspro-
blem mathematisch und ermitteln die optimalen Tagesproduktionsmengen argumentativ. Die rele-

vanten Daten finden sich in der nachfolgenden Tabelle.

Verbrauch in Tonnen pro Tonne Farbe | Maximum

auflen  innen

Rohmaterial A 1 2
Rohmaterial B 2 1
Verkaufspreis [EUR] 3000 2000
Nachfrage [Tonnen] >innen-1 <2

Wir bezeichnen die Tagesproduktionsmengen (in Tonnen) an Auflen- und Innenfarbe mit x, bzw.
xi. Als Geldeinheit wahlen wir 1000 EUR. Somit ergibt sich die zu maximierende Zielfunktion
(Erlosfunktion) als

f(zg, ;) = 3xq + 2x;.

Wir miissen f maximieren unter den folgenden linearen (in x, und x;) Nebenbedingungen (Cons-

traints).

(C1) 7, + 22, < 6
(C2) 22, +x; <8
(C3) 24> 2 — 1
(C4) z; <2

(C5) z; =20



(C6) 2, >0

Zur weiteren Argumentation ist es hilfreich, sich den zuliissigen Bereich fiir (x4, ;), d.h., die Men-

ge aller Wertepaare (x4, x;), die alle sechs Constraints erfiillen, in der (x4, x;)-Ebene grafisch zu

veranschaulichen.
10
Q —
¥Xi=xa+1({C3)
8 2xa +xi =8 (C2)
? —
6 —
= 5
4 sk
(xa* xi*)
3
2
1
0

Der zuldssige Bereich ist schraffiert. Setzen wir nun die Zielfunktion gleich K > 0, so erhalten

wir die Isoerlosgerade

B K — 3z,
-
Fiir K = 6 ist die Isoerlosgerade farbig eingezeichnet.

Ty

Eine Erhohung des Erloses K bewirkt eine Parallelverschiebung der Isoerlosgeraden nach rechts
oben. Je weiter die Isoerlosgeraden also nach rechts oben parallel verschoben werden kann, ohne
den zuldssigen Bereich zu verlassen, desto grofier wird der Erlos unter den gemachten Nebenbe-

dingungen.



Fiihrt man diese Parallelverschiebung geometrisch durch, so sieht man, dass der Eckpunkt durch
Schnitt der zu und gehorigen Geraden zustande kommt, zum maximalen Erlos fiihrt.

Wir losen auf:

To+2x;=6 (I)

2rg + ;=8 (I1)

D+ (II) = 3z,+3m=14 << z,=1220=U_q (I
(I1I) in (I): H+2,=6=L = 2,=% (V)

(IV) in (III): z,=2

o~

= Die Losung des Optimierungsproblems lautet (z,, x}) = (13—0, 3) = (3%, 1%)

Ein wesentliches mathematisches Ergebnis der Theorie der linearen Optimierung ist, dass das Op-
timum einer linearen Zielfunktion iiber einen zuldssigen Bereich, der durch lineare Constraints
beschrieben wird, stets an einem Eckpunkt des zuldssigen Bereichs angenommen wird (falls es

denn existiert). Das Simplexverfahren bietet dariiber hinaus eine effiziente Moglichkeit, die Eck-

punkte systematisch abzusuchen.

Definition 1.2

Unter einem linearen Optimierungsproblem bzw. einem linearen Programm (LP) versteht man die

Aufgabe, die lineare Zielfunktion f, gegeben durch

f(x):cT:L', ceR" 1z eR"

zu maximieren, wobei c ein fest vorgegebener Vektor ist. Das Argument x muss dabei aus dem

RmXTL

zuldssigen Bereich M sein, der durch eine vorgegebene Matrix A € und einen vorgegebe-

nen Vektor b € R™ beschrieben ist. Die Matrix A und der Vektor b stellen m lineare Nebenbedin-

gungen an x.

Kanonische Form des LP:

M={x>0: Az < b},

wobei die Relationszeichen komponentenweise zu verstehen sind.

Standardform des LP:




M={zx>0:Ax =0b}

Wir schreiben kurz: LPmax(A, B, c)

Bemerkung 1.3

Offenbar sind lineare Minimierungs- und Maximierungsprobleme wegen der Beziehung

min¢' z = —max{—c' z}
dquivalent. Es geniigt also, sich auf Maximierungsprobleme zu beschrinken. Mit anderen Worten

ist LPmin( A, b, ¢) dquivalent zu LPmax(A, b, —c).

Lemma 1.4
Jedes LPmax in kanonischer Form ldsst sich in ein dquivalentes LPmax in Standardform durch
Einfiihrung zusdtzlicher Variablen, sogenannter ”Schlupfvariablen”, umschreiben. Es geniigt al-

so, LPs in Standardform zu betrachten.

Beweis:
Angenommen, das LP ist in kanonischer Form gegeben. Das heifit, es existieren m Nebenbedin-

gungen der Form

(*) ;121 + ...+ A pxn < b;,, 1<i<m.

Definiere nun fiir die i-te Nebenbedingung eine neue Variable z,,4; vermittels

Tnti = bj —a; 101 — ... — Qi nTn.

Dann ist () ist dquivalent zu x,,; > 0. Somit kann z,,4, als neue Variable eingefiihrt werden,
die die i-te Nebenbedingung kodiert, 1 < ¢ < m. Also ldsst sich ein kanonisches LPmax(A4, b, ¢)

in ein dquivalentes LPmax([l, b, ¢) umschreiben, wobei

¢:=(c1,...,¢n,0,...,0)T € R*™ und
[ a1 ... ain |1 0 1
~ az.1 e CL27 01 ... 0
A= S | = (Af) € R,
| Gm,1 - Gmp 00 ... 1 ]

Der zulidssige Bereich Mianonisch = { € R"|x > 0, Az < b} der kanonischer Form wird damit
zum zuldssigen Bereich Msundard = {2 € R"™™|Z > 0, Ai = b} der Standardform. Hierbei ist

also



X
=~ T
T = (33]_,...,In,$n+1,...,$n+m) = .
b— Ax

Man iiberpriift leicht, dass das LPmax(A, b, ¢) in kanonischer Form dquivalent zum LPmax(fl7 b, ¢)

in Standardform ist. l

Definition 1.5

Der Durchschnitt endlich vieler Halbrdiume der Form {x € R™ : a}—x < b;} mit fest vorgegebe-
nen Vektoren aj (j = 1,2,...) und fest vorgegebenen reellen Zahlen b; (j = 1,2,...) heifit ein
Polyeder.

Beachte:

{xER”:a;—x:bj}:{weR":ajT:rgbj}ﬂ{xeR":—ajT:rg—bj}.
Somit ist der zulédssige Bereich M eines LPmax in Standardform also ein Polyeder.

Definition 1.6

Eine Menge M C R™ heifit konvex, falls fiir alle x,y € M und A € [0,1] stets folgt, dass
Az + (1 — N)y € M. Eine Funktion f : M — R heifit konvex, falls M nicht leer und konvex ist
und fallsVz,y € M YA€ [0,1]: fOz + (1 = N)y) < Af(x) + (1 = N f(y).

Bemerkung 1.7
(a) Halbdume sind konvexe Mengen.
(b) Lineare Funktionen sind konvex.

(c) Falls eine Menge M € R"™ konvex ist, so folgt aus x; € M, \; > 0(1 < i <k € N) und
K N = 1 stets, dass SF_ N € M.

Lemma 1.8
Seien M; konvexe Mengen fiir alle i aus einer beliebigen Indexmenge I. Dann ist auch M :=
(Nicr M konvex.

Beweis: Ubungsaufgabe.

Korollar 1.9

Jedes Polyeder ist konvex und abgeschlossen, aber nicht notwendigerweise beschrdnkt.

Satz 1.10 (Extremalsatz von Weierstraf})
Jede reellwertige Funktion, die auf einer abgeschlossenen und beschrinkten Teilmenge M des R™

stetig ist, nimmt auf M ihr Maximum und ihr Minimum an.



Beweis:: Siehe Satz 36.3 inHeuser| (2009).

Korollar 1.11
Falls der zuldssige Bereich M eines LP nicht-leer und beschriinkt ist, so existiert eine Losung des

LPs, da die Zielfunktion f linear und damit stetig ist.

Definition 1.12

Sei M eine konvexe Menge und a € M. Dann heifit a ein Extremalpunkt von M, falls aus x,y €
M\ € (0,1) und a = Ax + (1 — )y stets a = x = y folgt. Die Extremalpunkte eines Polyeder
M € R" heifien die Ecken von M. Eine konvexe Teilmenge £ C M einer konvexen Menge M
heifit Extremalmenge von M, falls aus a € £, z,y € M, X € (0,1) und a = Az + (1 — \)y stets
folgt, dass x,y € &.

Lemma 1.13
Jedes Polyeder M der Form M = {x > 0 : Az = b} besitzt mindestens einen Eckpunkt. Ferner
ist die Zahl der Eckpunkte von M endlich.

Beweisskizze:

Die Endlichkeit der Menge der Eckpunkte folgt aus der Tatsache, dass jeder Eckpunkt durch
Schnitt von Hyperebenen zu Stande kommt, die durch die Zeilen von A definiert sind, vgl. Satz
3.1.5 in Jungnickel (2015).

Die Existenz eines Eckpunktes zeigt man wie folgt: Sei a € M. Falls a keine Ecke ist, so gibt es
eine Richtung h # 0, so dass a £ h € M. Man laufe in Richtung a + Ak so lange, bis man fiir
A > 0 oder A < 0 an den Rand von M st6Bt. Der Randpunkt sei a’. Dann ist entweder o’ eine Ecke
oder obiger Vorgang lisst sich mit a’ als neuen Startpunkt und einer von A linear unabhéngigen
Richtung h’ wiederholen. Nach n Wiederholungen gibt es keine linear unabhingigen Richtungen
mehr, d. h., man muss spitestens dann eine Ecke gefunden haben (nach Ubungsaufgabe 3.9.4 in
Jarre and Stoer| (2004)). &

Satz 1.14
Falls ein LP Losungen besitzt, so ist die Losungsmenge £ eine Extremalmenge (also Seitenfliche)

des Polyeders M, der den zulissigen Bereich beschreibt.

Beweis: Angenommen, das interessierende LPmax besitzt Losungen. Dann suchen wir
f*i=max{c' z:ze M}eR.

Die Losungsmenge £ = {x € M : ¢'x = f*} C M ist ein Polyeder in M, also insbesondere
eine konvexe Teilmenge von M.

Annahme: £ ist keine Extremalmenge von M.

Sei nun @ € &£ und besitze die Darstellung a = Az + (1 — \)ymit0 < A < 1, z,y € M und
0B.dA. x ¢ £ Damitist ¢c' 2z < f* und natiirlich ist iiberdies ¢’y < f*. Wir erhalten den



Widerspruch

ff=cla=A"o+ 1 =Ny <A +(1-Nf"=f
Also kann die gemachte Annahme nicht richtig sein; £ ist also eine Extremalmenge von M. B

Korollar 1.15

(a) Falls ein LP mit zuldssigem Bereich M in Standardform Losungen besitzt, so gibt es unter

den Lisungen auch Eckpunkte von M.

(b) Falls unter den Gegebenheiten von Teil (a) der zulissige Bereich M nicht-leer und be-

schriinkt ist, so existieren Losungen des LP, die Eckpunkte von M sind.

Bemerkung 1.16
Korollar macht keine Aussagen zur Eindeutigkeit der Losung. Falls man nur an f* (dem
optimalen Wert der Zielfunktion) selbst interessiert ist, so stellt sich die Frage nach dieser Eindeu-

tigkeit nicht.

Satz 1.17 (Charakterisierung von Ecken)

Gegeben sei ein LPmax in Standardform, also
M={z eR" .2 >0,Ar = b}

fiir A € R™Hm 0 — (z1,.. . Zpam) ', b € R™. Wir nehmen an, dass rg(A) = m ist, da

ansonsten redundante Nebenbedingungen existieren. Dann gilt:

(i) Sei x ein Eckpunkt von M und bezeichne A := {j : x; > 0}. Dann besteht die Menge
{A(j ):je A} aus linear unabhiingigen Spaltenvektoren der Matrix A.

(ii) Sei A C {1,...,n 4+ m} mit |A| = m. Falls dann {AV) : j € A} aus m linear unabhiin-
gigen Spaltenvektoren von A besteht und x* eine Losung von Bx = b mit x* > 0 ist, wobei
B = (AY) : j € A) € R™ ™ die (m x m)-Matrix bezeichnet, deren Spalten gerade die
A(j),j € A, sind, dann ist x mit
xk falls je A,

e 7’
Tj =

0, sonst

ein Eckpunkt von M.

Beweis:
zu (i): Sei z ein Eckpunkt von M. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, dass x =

(w1,...,21,0,...,0)" gilt, wobei 0 < k < n+mundx; > 0fiiralle 1 <14 < kist. Aus Az = b

10



folgt, dass b= S 2, A,
Zu zeigen: (A™, ..., A®)) sind linear unabhingig.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe A1,...,A\r € R, die nicht alle
gleich Null sind mit Zle M\ A = 0. Wir definieren dann

a:=min({z;/N : A >0} U{—z;/\i : \i <0})
sowie zwei Vektoren u und v wie folgt:

u:(xl—l—a)\l,...,a:k—I—a/\k,O,...,O)T,
v:(xl—a)\l,...,a:k—a/\k,O,...,O)T.

Offenbar gilt > 0 und v > 0. Ferner liegen sowohl u als auch v im zulédssigen Bereich, denn

k
:Z i + al;) A®

k k
i=1 i=1
=b+al=0,

und analog zeigt man, dass Av = b ist.
Allerdings ist z = %u—i— %v eine echte Konvexkombination aus u, v € M und somit kein Eckpunkt

von M.

zu (i)): Sei A C {1,...,n + m} mit |A| = m so vorgegeben, dass {AY) : j € A} aus m linear
unabhiingigen Spaltenvektoren von A besteht. Somit ist B = (AU) : j € A) € R™ ™ eine
invertierbare Matrix.

Sei * > 0 eine Losung von Bx = b. Wir konnen die Existenz von z* voraussetzen, weil sonst

nichts zu zeigen ist. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir A = {1,...,m} an. Definiere
r = (x7,...,2%,0,... ,0)", wobei k < m die Anzahl der echt positiven Eintrige von z* € R™
bezeichnet.

Zu zeigen: z ist ein Eckpunkt von M.

Wir fithren erneut einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es existieren y, z € M mit y # z

und x = Ay + (1 — Nz fir0 < A < 1.Day > 0und z > 0 gilt, folgt aus der Darstellung von z,

11



dassy = (y1,...,Yx,0,...,0)T sowie z = (21,...,2,0,...,0)" sein muss. Wir folgern, dass

i=1 i=1

Daraus folgt aber wiederum, dass Z;“:l(yi — 2;)A% = 0. Da die Spaltenvektoren A1) ... A()
aber als linear unabhingig vorausgesetzt waren, muss y; = z; fiiralle 1 < ¢ < k und damity = z

gelten, was einen Widerspruch ergibt. Also ist « ein Eckpunkt von M. |

Beispiel 1.18
Sein =3, c=(7,-2,5)" und betrachte LPmin(A, b, c) mit den Nebenbedingungen

(C1) 21 — 223 <3

(C2) —xz1+z29+23=2
(C3) 1 — 323 >1

(C4) = = (x1,29,73)" >0.

Wir benétigen zwei Schlupfvariablen x4 und x5, um das LPmin in Standardform zu bringen. Defi-

niere dazu
1 0 -2 1 0
A=[-11 1 0 0] €eR>,
-1 0 3 01

sowie b:= (3,2, —1)T und M := {z € R® : & > 0, Az = b}.

Wir erhalten das zu losende Gleichungssystem

1 0 -2 1 0|3\ ()
-1 1 1 0 0| 2| (LI
-1 0 3 0 1|-1/ (I
fiir Punkte in M.
(II) = (I)+ (D) und (111) — (1) + (I1I) =
10 -2 1 03\ ()
0 1 -1 1 0|5]|{V)
0 0 1 1 1/[2/ (V)

)= U)+2-(V)und (IV) — (IV)+ (V) =

12



(1.1)

[
o = O
= o O
=N W
— =N
LSRN EEEN|

Hier ldsst sich eine Losung von Ax = b sofort ablesen, ndamlich

T = ($1,$2,$3,$4,.’E5)T = (7,7, 2,0,0)T.

Nach Satz[I.T7\(ii) ist dieses x zudem ein Eckpunkt der zuldissigen Bereiches, denn die ersten drei

Spalten der Matrix in (1.1) sind offenbar linear unabhdingig und x4 = x5 = 0.

Wir erkennen also, dass sich eine zulissige Ecke dadurch finden lésst, dass wir A zunéchst in die

sogennante Basisform bringen.
Definition 1.19

(i) Eine k-zeilige Matrix A € R**¢ mit ¢ > k besitzt Basisform, falls in A alle k Einheitsspal-

ten der Form

(1,0,0,...,0)",
(0,1,0,...,0)7,...,
(0,0,...,1,0)T,

vorkommen.

(ii) Angenommen, die Matrix A € R™* "+ ™ mit rg(A) = m eines LPs in Standardform liegt in

Basisform vor. Dann heifit eine Losung x von Ax = b eine Basisldsung, falls

bj, AW st Einheitsspalte mit der Eins in Koordinate 7j,
Tr; =

0, sonst.

Nach Satz[I.17ist ein solches x eine Ecke des zuliissigen Bereichs. Die x; mit x; > 0 heifsen

Basisvariablen.

Ziel des Simplexverfahrens ist es nun, durch wiederholten Basiswechsel die Ecken des zulédssigen

Bereichs effizient nach dem Optimum der Zielfunktion abzusuchen.
Wir liefern hier keine vollstindige Beschreibung des Simplexverfahrens, sondern veranschauli-
chen es lediglich an dem bereits bekannten Beispiel 1.1. Gingige Computersysteme wie MATLAB

enthalten zuverldssige Implementierungen des Simplexverfahrens.
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Beispiel 1.20 (Beispiel 1.1 fortgesetzt)
Das Farbenproduktionsbeispiel ist gegeben durch

f(xg,x;) = 3xq + 22, = (3,2) (%) £ max

Ty

unter den Nebenbedingungen x,,x; > 0 sowie
Tq + 2x; <6,
2x, +x; <8,
—zq,+x; <1,
x; < 2.

Wir bendtigen also vier Schlupfvariablen y1, 2, ys, y4. In Standardform ist der zuldssige Bereich
daher gegeben durch
A : (xaa iy Y1,Y2,Y3, y4)T — (65 85 ]-7 Z)Ta

wobei x4, i, Y1, Y2, Y3, Y4 > 0 und

[\
— = = N

0
0
1
0

= o O O

0
1
0
0

o o o =

Wir erkennen, dass A in Basisform vorliegt, wobei y1, Y2, y3 und y4 die Basisvariablen sind, wenn
als naheliegende Startecke (bzw. Basislosung) e0) .= (0,0,6,8,1, 2)T gewdhlt wird. Wir tragen

diese Informationen in das sogenannte Simplextableau ein.

Basis | f | xq (Pivot) | x; | y1 | y2 | y3 | ya | Losung
f 1 -3 210]101]0]0 0
Y1 0 2111001\ 0 6
Yo 0 2 110 |1]0]|0 8
Y3 0 -1 11010110 1
Y4 0 0 1100 0] 1 2

In der ersten Spalte notieren wir, welche vier Variablen als Basisvariablen der aktuellen Ecke
dienen. Die mit ,, f “ gekennzeichnete Zeile bedeutet
f(z) =3z — 22, = 0 <= f(x) = x4 + 24,

wobei x = (x4, Ti, Y1, Y2, Y3, y4)T. Die mit ,, f “ gekennzeichnete Spalte gibt die Beitrige der (ak-

tuellen) Basisvariablen zur Zielfunktion an. Die restlichen Zeilen kodieren den zuldissigen Bereich,
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enthalten also die Matrix A und die rechte Seite b. Mit der Startecke ¢\©) erzielen wir einen Erlés
von 0 GE. Wir sollten also eine ,,bessere Ecke* finden konnen. Dies ldisst sich daran ablesen, dass
sich in der ,, f “-Zeile negative Eintrdge fiir Nicht-Basisvariablen finden. Der Erlos wird sich also

steigrn, wenn diese Variablen zu Basisvariablen werden. Daraus ergibt sich das

Abbruchkriterium:

Haben im Falle der Maximierung (bzw. Minimierung) alle Nicht-Basisvariablen nur noch nicht-
negatve (bzw. nicht-positive) Eintrdige in der ,, f “-Zeile, so ist die aktuelle Basislosung eine opti-

male Ecke.

Nun wird iterativ, solange das Abbruchkriterium noch nicht erreicht ist, eine Basisvariable ausge-
tauscht. Dabei sucht man jeweils nach der optimalen Verbesserung der Zielfunktion. Wir nehmen
also x, als neue Basisvariable auf, da hier in der ,, f “-Zeile der betragsmdfiig grofiere Eintrag
steht. Die zu x, gehorige Spalte nennt man Pivotspalte.

Nun muss noch die zu entfernende Basisvariable bestimmt werden, das heifst, die Pivotzeile. Dazu
berechnet man fiir alle Basisvariablen mit positivem Eintrag in der Pivotspalte deren relativen
Beitrag zur Zielfunktion, also den Quotienten aus ihrem Eintrag in der Losungsspalte und ihrem

Eintrag in der Pivotspalte. Der minimale Wert dieser Quotienten liefert die Pivotzeile.

Hier ist:
quotient(yy) = 6/1 = 6,
quotient(ys) = 8/2 = 4.

Also wird yo als Basisvariable entfernt und durch x, ersetzt. Nun erfolgt die Aktualisierung des

Tableaus wie folgt:

1. Die Pivotzeile wird durch das Pivotelement (also das Element der Pivotzeile, das zur Pivot-
spalte gehort) dividiert, und es wird in der ,, Basis “-Spalte die neue zugehorige Basisvaria-

ble notiert. Wie nennen diese aktualisierte Zeile die neue Pivotzeile (NPZ).
2. Alle anderen Zeilen (auch die ,, f “-Zeile) werden gemdfs der Formel
NZ =AZ - PK x NPZ
aktualisiert, wobei
NZ: neue Zeile,
AZ: alte Zeile,

PK: Koeffizient der alten Zeile in der Pivotspalte.
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In unserem Beispiel erhalten wir das folgende aktualisierte Simplextableau.

Basis flxa | xi(Pivot) | y1 | yo | y3 | ya | Losung
f 110 -172 01320\ 0 12
Y1 0| 0 372 1 |-122]10 ] 0 2
(NPZ)zq | O | 1 12 0|12 |00 4
Y3 0| 0 372 o112 |10 5
Y4 0| 0 1 0 0 0|1 2

Wir erkennen, dass sich der Wert der Zielfunktion von f(e®) = 0 auf f(e™)) = 12 verbessert

hat, wobei die neue Basislosung (nach der ersten Simplexiteration) gegeben ist durch
e = (4,0,2,0,5,2)"

mit zugehorigen Basisvariablen x4, y1, Y3, Y4.
Wir bendtigen indes noch (mindestens) eine zweite Iteration, denn in den neuen ,, f “-Zeile hat die
Nicht-Basisvariable x; einen negativen Eintrag, verspricht also eine Verbesserung der Zielfunkti-

on. Die neue Privotspalte ist also die, die zu x; gehort. Wir ermitteln die Pivotzeile:

quotient(yy) =2 -2/3 =4/3,
quotient(ry) =4 -2 = 8§,
quotient(ys) =5-2/3 = 10/3,
quotient(yy) = 2/1 = 2.

Also wird y, ausgetauscht und durch x; ersetzt. Das nochmals aktualisierte Tableau ergibt sich

nach dem zweiten Iterationsschritt wie folgt.

Basis | f | xq |z | y1 | Y2 | y3 | ya | LOsung
f 110013430 0] 122/3
(NPZ)z; | O | 0 | 1 |23 |-173]01] 0| 473
Ta O 1|0|-13|23|010]| 103
Y3 olo|o| -1 |1 |1]0 3
m ol oo |-23113]|0|1]| 23

Hier ist die Iteration beendet, denn die neue ,, f “-Zeile hat nur noch nicht-negative Eintrige. Die

optimale Ecke ist somit gegeben durch

e® =(10/3,4/3,0,0,3,2/3)"

mit optimalen Wert f* = f(e?)) = 122/3 der Zielfunktion.
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Probe: f(e®) =3-10/3+2-4/3 =10+ 8/3 = 10 + 2% = 122

%
10/3
1 2100 0\|[4/3 18/3 = 6
LL_ |2 10100 | 24/3=8
110010 3/3=1
0 10001 6/3 =2
2/3

wie gewiinscht. Die optimale Losung (z},x}) = (10/3,4/3) ist die selbe wie die unter Beispiel

1.1 mit Hilfe des grafischen Verfahrens ermittelte.

Bemerkung 1.21

(a) Eine detallierte Begriindung fiir die Update-Schritte 1) und 2) haben wir hier nicht gege-
ben. Allerdings haben wir beobachtet, dass diese Update-Schritte genau dem Basiswechsel
entsprechen, d.h., dass die aktualisierten Spalten der (jeweils neuen) Basisvariablen gera-
de die bendtigten Einheitsspalten sind. Genau diese Transformation liegt den genannten

Update-Schritten zu Grunde (Formel fiir den Basiswechsel, siehe Lineare Algebra).

(b) Es existieren eine Reihe von Verfeinerungen und Varianten des Simplexverfahrens, auf die

wir indes hier nicht ndher eingehen wollen.

(c) Das Simplexverfahren ist ein Algorithmus, der problemlos in Computersoftware implemen-

tiert werden kann.
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Kapitel 2
Ganzzahlige lineare Optimierung

Beispiel 2.1 (Beispiel [0.2] fortgesetzt)
Zur Motivation greifen wir Beispiel[0.2](Anschaffung von Maschinen einer Fluggesellschaft) noch

einmal auf. Die relevanten Daten waren wie folgt gegeben.

Typ A | Typ B | Maximum
Profit pro Jahr [1.000 USD] 200 100 ?
Preis pro Maschine [1 Mio. USD] 5 4 24
Wartungsstunden pro Jahr 200 500 1300

Fassen wir dieses Maximierungsproblem als ein LP auf, so konnen wir es wie folgt formalisieren.

f(za,zp) =200z 4 + 10025 — max!

(C1) by +4rp <24
(C2) 200z 4 + 500xp < 1300
(C3) z4,2B €Ny

(x~: Anzahl anzuschaffender Maschinen vom Typ v € {A, B}).
Ersetzen wir die Nebenbedingung (C3) durch

(C3’) xa,xp > 0 (Lockerung, Relaxation),

so liefert das Simplexverfahren die folgende Losung:

(. 25) = (48,0) mit f* = f(ay, ) = 960.

Aufrunden zu (za,Zp) = (5,0) verletzt die erste Nebenbedingung (C1), denn die Anschaffung
von 5 Maschinen des Typs A wiirde 25 Mio USD kosten, also das zur Verfiigung stehende Budget

tiberschreiten.
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Abrunden zu (4,Zp) = (4,0) hdlt zwar alle Nebenbedingungen ein, reduziert den Wert der
Zielfunktion indes merklich auf 800 < 960.
Durch Ausprobieren erkennt man leicht, dass die (zuldssige) Losung (x%", x3;) = (4, 1) besser ist

als (Z4,7p) = (4,0), denn

Fla, %) = 900 > 800.

Dieses Beispiel zeigt, dass ein Runden der durch das Simplexverfahren gefundenen Losung des
relaxierten LPs im Allgemeinen nicht zur optimalen Losung des ILPs (integer-valued linear pro-
gram) fiihrt. Stattdessen muss eine Strategie verfolgt werden, die die in Frage kommenden ganz-

zahligen Losungen systematisch absucht. Eine solche Strategie liefert der Branch and Bound-

Algorithmus.

Definition 2.2

Unter einem ganzzahligen linearen Optimierungsproblem (ILP) versteht man die Aufgabe, die li-
T

neare Zielfunktion f(x) = ¢' x unter den Nebenbedingungen x € Ny und Ax < b zu maximieren.

Dabei ist ¢ € R™, b € R™ und A € R™ "™, Man spricht auch von einem kombinatorischen

Optimierungsproblem. Wir bezeichnen dieses Ausgangsproblem im Weiteren mit F.

Definition 2.3 (Branching)

Der Vorgang des Branching beschreibt das Aufteilen eines Problems Py in mehrere Teilprobleme
P, ..., Py, k € N. Man sagt auch, dass Py in die Teilprobleme P, . .., Py verzweigt wird. Dabei
sollen die zuldssigen Bereiche M(P:), . .., M(Py) der Teilprobleme eine Partition des zuldssigen
Bereichs M(Py) des Ausgangsproblems bilden, d. h.

k
M(Po) = | JM(P) und M(P)NM(P)) = 2,
=1
fiirallel <i+# j <k

In gleicher Weise lésst sich im Weiteren jedes der Teilprobleme seinerseits verzweigen, so dass ein
Losungsbaum entsteht, der alle Teilprobleme enthilt; siche die folgende schematische Darstellung

mit £k = 6.
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Schema 2.4 (Losungsbaum)

Bemerkung 2.5
Eine naheliegende Branching-Regel fiir ein Problem P; lautet: Wiihle eine ganzzahlige Variable
xj, deren Wert im optimalen Punkt der Relaxierung P! von P; nicht ganzzahlig ist, und bilde die

*

beiden Teilprobleme P! udn PZ-Q, die aus P; durch Hinzufiigen der Nebenbedingung x; < L:J;]J

7

bzw. x; > Lx;‘ + 1] entstehen. Dabei ist x; der optimale Wert fiir xj in P!

Definition 2.6 (Bounding)

Beim Abarbeiten des Losungsbaums wird stets eine fiir alle Teilprobleme giiltige (globale) untere
Schranke f fiir den optimalen Zielfunktionswert f* und eine fiir ein spezielles Teilproblem P;
giiltige (lokale) obere Schranke f; mitgefiihrt. Gilt f; < [, so kann f durch Auswertung der
Zielfunktion an Punkten aus M(P;) nicht verbessert werden, so dass P; nicht weiter verzweigt
zu werden braucht. Findet man wdhrend des Verfahrens einen zuldssigen Punkt mit grofierem

Zielfunktionswert als f, so aktualisiert man f auf diesen grif3eren Wert.

Beispiel 2.7
Wir maximieren f, gegeben durch f(z,y) = 2x + 3y, unter den Nebenbedingungen

(C1) bx+ Ty <35
(C2) 4z + 9y < 36
(C3) z,y e Ny
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Im ersten Schritt [osen wir die relaxierte Version P dieses Ausgangsproblems Py, in dem wir (C3)

ersetzen durch
(C3) z,y > 0.

Wir erhalten als optimale Losung von P} die Maximalstelle (z*,y*) = (3.706,2.353) mit zuge-
horigem Zielfunktionswert f* = 14.471. Da dieser Wert besser ist als f = 0 ((x,y) = (0,0)),
verzweigen wir Py. Wiihlen wir die Variable y als Verzweigungsvariable, so erhalten wir den fol-

genden Teilbaum.

Das relaxierte Teilproblem P ist gegeben durch

(C1) 5z + 7y < 35
(C2) 4z + 9y < 36
(C3) y<2

(C4) 220,y=>0

Wir erhalten als optimale Losung von Pj die Maximalstelle (x*,y*) = (4.2,2) mit optimalem
Zielfunktionswert f* = 14.4. Also muss P) weiter verzweigt werden, denn der Punkt (x*,y*) ist

nicht zuldssig fiir Py. Der erweiterte Losungsbaum sieht nun wie folgt aus.
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Als Losung des relaxierten Problems Pj erhalten wir (z*,y*) = (4,2) mit f* = 14. Da (z*,y*) =
(4,2) zuldssig fiir Py ist, aktualisieren wir die untere Schranke fiir den Zielfunktionswert auf f =
14.

Als Losung von Py ergibt sich (z*,y*) = (5,1.43) mit f* = 14.29. Wir priifen also die Punkte
f(5,1) =13 < fund f(5,0) = 10 < f. Damit ist der Ast y < 2 komplett abgearbeitet mit der
(lokal) optimalen Losung (z*,y*) und f* = f = 14.

Bleibt, Teilproblem Py bzw. seine relaxierte Version Py zu losen. Wir erhalten (x*,y*) = (2.25,3)
mit f* = 13.5 < f. Somit braucht P nicht weiter verzweigt zu werden und das Verfahren stoppt
mit der (global) optimalen Losung (z*,y*) = (4,2) und f* = 14 von P,.

Bemerkung 2.8

(a) Mit dem Branch and Bound-Algorithmus kdnnen auch gemischt-ganzzahlige LPs geldst
werden, in denen nur einige der Variablen Ganzzahligkeits-Nebenbedingungen unterliegen.
Hierzu werden jene Variablen, fiir die solche Nebenbedingungen nicht gelten, beim Bran-

ching unberiicksichtigt gelassen.

(b) Der Branch and Bound-Algorithmus kann auch fiir Probleme verwendet werden, in denen

die Variablen bincire Indikatoren sind, siehe Beispiel 2.9

(c) Der Branch and Bound-Algorithmus ist in der MATLABR-Funktion int 1inprog implemen-

tiert.

(d) Die generelle Idee des Branch and Bound ldsst sich auch auf viele andere (nicht-lineare)

kombinatorische Optimierungsprobleme anwenden.

Beispiel 2.9 (bindres LP)

Eine Fertigungsgesellschaft hat sich entschieden, eine neue Fabrik entweder in Berlin oder in
Miinchen zu bauen. Ebenso wird erwogen, ein neues Lagerhaus in derjenigen Stadt zu bauen,
in der auch die Fabrik gebaut wird. Die zur Entscheidungsfindung relevanten Daten sind in der

folgenden Tabelle zusammengefasst.

Bauobjekt Entscheidungsvariable | Kapitalwert [Mio EUR] | notwendiges Kapital [Mio EUR]
Fabrik in Berlin T 7 20
Fabrik in Miinchen To 5 15
Lager in Berlin 3 4 12
Lager in Miinchen T4 3 10

Das maximal verfiigbare Kapital sei 25 Mio. EUR. Die Entscheidungsvariablen sind hier bindr,

wobei
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1, Entscheidung ist ,,ja*,
XTj =
0, Entscheidung ist ,,nein*,

1 < j < 4. Das Zielkriterium ist die Maximierung des Kapitalwertes (abgezinste Uberschiisse
abziiglich des Kapitaleinsatzes), d. h.,
f(x1, 9, w3, 04) = Ty + S + 423 + 324.

Neben den offensichtlichen Nebenbedingungen wie 7. B.

2021 + 1529 4+ 1223 + 1024 < 25

(Kapitalgrenze) miissen hier auch die Abhdngigkeiten zwischen den Entscheidungsvariablen (man-
che Entscheidungen bedingen einander bzw. schlieflen sich gegenseitig aus) durch geeignete Ne-

benbedingungen kodiert werden. Es ergeben sich daraus die folgenden Constraints:

x1 +x9 =1 (Entweder Berlin oder Miinchen)

x3+ x4 <1 (Hochstens ein Lagerhaus)

—x1+x3 <0 (Lager in Berlin nur, falls auch Fabrik in Berlin)
—x9+ x4 <0 (Lager in Miinchen nur, falls auch Fabrik in Miinchen)
;<1 V1I<j<4

r= (1‘1,1‘2,$3,ZE4)T € Né.

Damit ist das Problem in ein ILP iiberfiihrt werden.
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Kapitel 3

Nichtlineare Optimierung

3.1 Lokale Extrema ohne Nebenbedingungen

Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es, notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir zu finden,

dass * € M die Funktion

f: RPODOM—=R

reEMm f(z)eR

lokal maximiert bzw. minimiert. D. h., dass in einer Umgebung von z* die Funktionswerte f(z)

stets nicht groBer bzw. nicht kleiner als f(x*) sind.

Definition 3.1

Sei n € N. Wir bezeichnen mit O(R"™) das System der offenen Mengen des R™ (beziiglich der
iiblichen Topologie). In der Folge wird stets angenommen, dass M € O(R") ist. Ferner benutzen
wir die Bezeichnungen

COM): = {f: M —=R: fsterig},

CLM): = {f M= R:Vzc MundV1 < i <n3ID;f(z)und ist stetig},

wobei D f(xq) die i-te partielle Ableitung von f an der Stelle xy € M bezeichnet, d.h.,

D;f(xo) = ng(;c)

: T
1 <i<n, o= (x1,...,25) .
T=x0

Konnen wir fiir f an der Stelle xq alle n partiellen Ableitungen bilden, so bezeichenn wir mit
Vf(zo) := (D1f(x0), -, Dnf(x0))"
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den Gradienten von f an der Stelle xq. Ist V f(xq) fiir alle Punkte xo € M stetig, so ist f €
CL(M) und wir schreiben auch D' f(xq) statt ¥ f(xo), zo € M. Falls fiir alle 1 < i < n die
Abbildung

ebenfalls wieder partielle Ableitungen besitzt, so bezeichnen wie die partielle Ableitung von D; f

nach der j-ten Komponente an der Stelle xo € M mit D; ; f(xo) und nennen

Diaf(zo) -++ Dinf(xo)
Hf(zo) = : : € R™™
Dypaf(wo) -+ Dnnf(zo)
die Hesse-Matrix von f an der Stelle vy € M. Falls fiir alle 1 < i,j < n die zweiten partiellen
Ableitungen an der Stelle x stetig sind, so nennen wir f an der Stelle xo zweimal stetig diffe-
renzierbar und schreiben auch D?f(xq) statt H f(xo). Die Menge aller auf M zweimal stetig

differenzierbare Funktionen wird bezeichnet mit
CEM):={f : M—=R:Voz € Mund¥1 <i,j <n3D,,f(x)und ist stetig}.
Analog verfahren wir fiir hohere Ableitungen und schreiben
CEM):={f M —=R: Vo€ MundV1 <'iy,... ix <n3I Dy f(x)und ist stetig},
k > 1. Abschliefiend definieren wir

CX(M) = [ CEM)
k>1

als die Menge aller beliebig oft stetig differenzierbaren (reellwertigen) Funktionen auf M €
O(R™).

Satz 3.2 (Mehrdimensionale Taylor-Formel, Analysis II)
Sei K € N, f € CEHL(M) und seien x,y € M derart, dass die Strecke zwischen x und y in M
erhalten ist, d. h.,

Vo<a<l:z+aly—z) e M.

Dann gibt es ein 0 < v < 1 derart, dass

K
f(y) = kz_okli' (le(x)(y — x))k + ml—w (le(w +’y(y . m))(y _ :U))K+1 . 3.0
In (3.1) bezeichnet
(le(ﬁ)(y—x))o = f(z) und
(le(x)(y—x))k = Z Di,..., ikf(x)(yil_xil)'---'(yik—wik), 1<k<K+1.
1<iy,...ip<n
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Definition 3.3
Sei A = (aij)1<ij<n € R" ™ eine (n x n)-Matrix. Dann heifit A positiv (semi-)definit, falls fiir
alle x € R™\ {0} die quadratische Form

Az = Z ajrix; > (>)0 (3.2)

1<i,j<n

ist. Die Matrix A heifit negativ (semi-) definit, falls in (3.2)) statt > (>) die Relation < (<) gilt.

Satz 3.4 (hinreichende Kriterien fiir lokale Extremstellen)
Sei f € C2(M) und x* € M ein Punkt mit den folgenden beiden Eigenschaften.

(i) Vf(z*) =0,
(ii) D?f(x*) ist positiv (bzw. negativ) definit.
Dann besitzt f im Punkte x* ein striktes lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis: Angenommen, D?f(z*) ist positiv definit. Da f € CZ(M) und somit zweimal stetig
differenzierbar ist, ist auch D2 f(x) positiv definit fiir alle = aus einer Umgebung von x*. Da
M e O(R") ist, gibt es eine e-Kugel K. (z*) um den Punkt z*, die vollstindig in M enthalten
ist. Fir alle v € K (z*) liegt die Verbindungsstrecke zwischen x und z* in K.(z*), und somit

erst recht in M. Also existiert eine offene Umgebung &/ C M von z* mit den Eigenschaften
(a) Vo € U ist D? f(x) positiv definit,
(b) Vx € U liegt die Verbindungsstrecke von x und x* vollstdndig in /.

Aus der Taylor-Formel (3.1)) erhalten wir somit fiir z € U, dass

f@) = 1)+ (D)@ =) + 5 (D" +9(a = o)) (e =)

= F@) 4 YD) o) 4y S Digha e — 2% - ) — a3)
i=1

1<i,j<n
fiir ein geeignetes 0 < v < 1. Nach Voraussetzung (i) ist die Einfachsumme identisch gleich Null.
Ferner ist wegen (a) und (b) jeder Summand der Doppelsumme echt groler als Null, falls = # z*
ist. Also ist Vo € U mit x # x* : f(x) > f(z*). Das heifit aber gerade, dass f an der Stelle z*
ein striktes lokales Minimum besitzt. Der Beweis fiir den Fall eines lokales Maximums verlduft

analog. |

Definition 3.5 (Richtungsableitung)
Sei f € CL(M), 29 € M und d € R"™ mit ||d|2 = 1. Dann heif3t

wd,xo 2R20 —- R
t — flxo+td)
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eindimensionale Einschrinkung von f und w&m = (V f(x0), d) die Richtungsableitung von f in

Richtung d an der Stelle xy.

Lemma 3.6
Sei f € CL(R™) und xo € R™ ein Punkt mit V f(xq) # 0. Dann zeigt ¥V f (x¢) in die Richtung des
steilsten Anstiegs von f (vom Punkte x( aus gesehen), und —V f(xg) in die Richtung des steilsten

Abstiegs bzw. Abfalls.

Beweis: Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt fiir jede Richtung d € R", ||d||2 = 1,

dass
— IV f(zo)ll2 < (Vf(xo),d) < [ f(zo)ll2 (3.3)
. o . S V f (o) .
ist. Offenbar wird die untere Schranke in (3.3)) fiir d = —m angenommen, und die obere
Zo)||2
.. 7 Vf(l'o) . C e . . Vf(wo) .
Schranke fiir d = ——-—-—. Also maximiert (minimiert) die Richtung (—)—=--—— die
Vo)l ol

Richtungsableitung (also die Steigung im Punkte x( in Richtung d) von f iiber d € R", ||d||2 = 1.

Die maximale (minimale) Steigung von f im Punkte xg ist gegeben durch (—)||V f(zg)|2. W

Korollar 3.7 (Fermat’sche Regel, notwendiges Kriterium fiir lokale Extremstellen)
Sei f € CL(R™) und sei x* € R" eine lokale Extremstelle von f : R™ — R. Dann ist z* ein
kritischer Punkt von f, d. h., es gilt V f (z*) = 0.

Beweis: Sei z* € R™ mit V f(z) # 0. Dann gibt es nach Lemma Richtungen d und d, in
die man (z, f(z)) mit echt wachsenden bzw. echt fallenden Funktionswerten verlassen kann. Also

kommen solche Punkte x als lokale Extremstellen nicht in Frage. |

Bemerkung 3.8
Mit Hilfe von Satz und Korollar ergibt sich fiir f € C2(M) die folgende Strategie zum

Ermitteln lokaler Extremstellen.
1. Lose das Gleichungssystem NV f(x) = 0 nach x, um die kritischen Punkte von f zu finden.
2. Fiir jeden kritischen Punkt xo € M von f priife H f(xq) auf Definitheit.

Zur praktischen Umsetzung des zweiten Schrittes ist das folgende Resultat aus der linearen Alge-
bra hilfreich.

Lemma 3.9

Sei A eine (n x n)-Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist positiv definit,
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a1 Q12 - Glp

s . . az1 Gz2 -+ G2y ..
(ii) Fiir alle 1 < ¢ < n ist die Determinante von | ] | positiv.

Qg1 Qg2 -+ Quy

Bemerkung 3.10

(a) A ist genau dann negativ definit, wenn — A positiv definit ist.

(b) Im Falle n = 2 erhalten wir aus Lemma 3.9} Die Matrix A = (a;;)1<i.i<2 ist genau dann
J)1<i,j< 8
positiv definit, wenn a11 > 0 und a11a92 — a12a21 > 0 ist. Sie ist genau dann negativ definit,

wenn a11 < 0 und a11a99 — aioao1 > 0 ist.

(c) Verschwindet fiir f € C3(M) in einem Punkte xo € M der Gradient und gilt dariiber hin-
aus D11 f(xo) D22 f(x0) — D21 f(x0)D12f(x0) <0, so liegt in xq kein lokales Extremum

vor.

Beispiel 3.11
Betrachte

f:R? -5 R

(z,y) = flr,y)=(z+y)’ - 12zy.
Man erkennt sofort, dass f € C3(R?) ist. Der Gradient von f ist gegeben durch

Vi(z,y) = (Dif(x,y), Daf(z,y))"
= (3(z+ y)? —12y,3(z + y)? — 123v)—r .
Aus D1 f(x,y) = Dof(x,y) = 0 ergibt sich fiir kritische Punkte von f sofort die Bedingung
x = y. Losen wir
1222 — 122 =0 z(z— 1) =0,

so erkennen wir, dass es nur die beiden kritischen Punkte P = (0,0)" und Q = (1,1)" von f

gibt. Ferner gilt fiir die Hesse-Matrix von f, dass

D2 (2. y) = ( 6(z+y) 6(z+y) — 12)

6(z+y)— 12 6(z+y)

ist. Somit ist det(D?£(0,0)) = —144 und P nach Teil (c) von Bemerkung 3.10|also keine lokale
Extremstelle von f. Allerdings ist det(D?f(1,1)) = 144 —0 = 144 > Ound D1 ; f(1,1) = 12 >
0. Also besitzt f an der Stelle () ein lokales Minimum, nach Teil (b) von Bemerkung [3.10}
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3.2 Extrema konvexer und konkaver Funktionen (ohne Nebenbedin-

gungen)

Definition 3.12

Eine Funktion

fM = R
r — f(xr)eR
mit M C R" besitzt im Punkt x* € M eine globale Maximalstelle bzw. Minimalstelle, falls

Ve € Mgilt: f(x) < f(z*) bzw. f(xz) > f(a*). Eine globale Maximalstelle bzw. Minimalstelle
x* von f heifit strikt, falls Vo € M mit x # x* gilt: f(x) < f(z*) bzw. f(z) > f(z*).

Definition 3.13
Sei C' C R" eine konvexe Menge und f : C — R eine reellwertige Funktion. Falls Vx,y € C mit
x # y und fiir alle o € [0, 1]:

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+(1-a)f(y) (3.4)

gilt, so heifit f konvex. Gilt in (3.4) sogar < statt < fiir alle 0 < o < 1, so heift f strikt konvex.
Falls — f eine (strikt) konvexe Funktion ist, so heifst f (strikt) konkav.

Skizze 3.14 (n = 1)

f(x) fx)

) fy)

f konvex f konkav
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Beispiel 3.15

Sein =1 und
f:R — R
r — f(z)=2*€R.
Dann giltVx #y € RundvV 0< a < 1:

af(@)+(1—a)f(y) =az® + (1 —a)y’

=alz—y)? +2ay(z —y) +y°

> o?(z —y)? + 2ay(x —y) + o
= [a(z —y) +y)*

= [az + (1 — a)y)?

= flaz + (1 — a)y).

Also ist f strikt konvex auf R.

Satz 3.16
Sei f: C — Rmit C C R"” konvex eine konvexe Funktion. Ferner besitze f im Punkt x* € C ein

lokales Minimum. Dann ist x* € C auch eine globale Minimalstelle von f (auf C).

Beweis: Da f im Punkt x* ein lokales Minimum besitzt, existiert ein € > 0 so, dass fiir alle
x € K (x*)NCgilt: f(x) > f(x*). Seinun xg € C'\ K.(z*) beliebig gewihlt.
zu zeigen: f(xzo) > f(x™).
Da zg ¢ K (z*) ist, gilt ||xg — z*|| > . Wihle nun
l<a<—— <1 (3.5)
lzo — |
und bilde Z := axo + (1 — a)z*. Dann liegt Z als Konvexkombination zweier Elemente aus C'

selbst wieder in C'. Ferner ist Z sogar in K. (z*) N C, denn
|2 —x*|| = |lazo + (1 — @)z™ — 2¥|| = afjlzg — 27| < &,
wegen (3.3). Da nun aber 2* Minimalstelle auf K. (z*) N C ist, gilt
f@) < f(@) = flazo+ (1—a)z7)
< af(zo) + (1 —a)f(z7),
wegen der Konvexitit von f. Folglich ist
0 <af(zo) + (1 —a)f(z’) - f(z%) = a[f(z0) — f(2")].
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Da aber o > 0 gewihlt war, ist
0 < fxo) — f(z") & f(z%) < f(xo),
was zu zeigen war. |

Korollar 3.17
Ist, unter den Voraussetzungen von Satz f eine konkave Funktion und x* € C' eine lokale

Maximalstelle von f, dann ist x* eine globale Maximalstelle von f (auf C).

Im Rest dieses Abschnittes werden wir Kriterien dafiir definieren, dass eine Funktion f konvex

ist.

Lemma 3.18
Sei f : C — R mit C C R" konvex eine Funktion. Dann sind die beiden folgenden Aussagen

dquivalent:

(i) f ist konvex.

p
(ii) Fiir jede Konvexkombination Z aia:(i) mit (V) € C fiiralle 1 <i <pgilt
i=1

p P
f (Z Oéiﬂf(i)) < Zaz‘f(x(i)).
i=1 i=1

Beweis: Ubungsaufgabe.

Satz 3.19
Sei

fR*" - R
r — f(zx)=z'Az

eine positiv semidefinite quadratische Form, d. h., es sei A € R™ ™ eine positiv semidefinite

Matrix. Dann ist f konvex.
Beweis: Seien x,y € R” und 0 < o < 1. Dann gilt zunichst
0< fle—y)=(z—y) Az —y)
= (2" —y Az —y)
=z Az — 2" Ay —y Az +y ' Ay

und folglich
Ay +y Az <z Az +y' Ay. (3.6)
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Damit ist
flaz + (1 - a)y) = laz + (1 - a)y] ' Alaz + (1 — a)y]
=T Az +a(l—a)[zT Ay +y " Az] 4+ (1 — )%y " Ay.
Wir wenden (3.6) an und erhalten, dass
flaz+ (1 —a)y) <’z Az +a(l —a)lz" Az +y " Ay| + (1 — a)*y " Ay
=o®zT Az +ax" Az — o’z T Az + (1 — a)ja+ (1 —a)ly ' Ay
=azr Az + (1 —a)y' Ay

= af(z) + (1 -a)f(y).

Korollar 3.20
Sei

fR" - R
_ T
x — f(x)=2'Ax
eine negativ semidefinite quadratische Form. Dann ist | konkav.

Lemma 3.21
Sei f : C — R mit C C R" konvex eine konvexe Funktion. Dann ist fiir alle v € R die Menge

{f<t={zeC: fz) <~}
konvex.

Beweis: Seien v € Rund z,y € {f < ~} beliebig gegeben. Dann gilt fiir alle 0 < o < 1

zuniichst, dass ax + (1 — o)y € C, da C eine konvexe Menge ist. Dariiber hinaus gilt weiter

flaz+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y)
<ay+(l-a)y=1.
Also ist az + (1 — «)y ebenfalls ein Element von { f < ~} und somit { f < 7} konvex. [ ]

Definition 3.22
Sei f : M — R mit M C R" eine Funktion. Dann heifst

gr(f,C) ={(z, f(z)) : 2 € M}
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der Graph von f auf M. Ferner heifit
egr(f,C) ={(z,y) :x € M, f(z) < y}
der Epigraph von f auf M.

Lemma 3.23
Sei f: C — R mit C C R" konvex eine konvexe Funktion. Dann sind die folgenden beiden

Aussagen dquivalent
(i) f ist konvex.
(ii) Der Epigraph egr(f,C) ist eine konvexe Teilmenge des R" .

Beweis: (i) = (ii):
Wir miissen zeigen, dass egr(f, C') konvex ist, falls f konvex ist. Seien dazu zwei Punkte (z,y)

und (u, v) aus egr(f, C') sowie 0 < a < 1 beliebig vorgegeben. Dann gilt

flaz + (1 - aJu) < af(z) +(1—a)f(u)
<ay+ (1 - a)v.
Da ax + (1 — a)u € C ist, folgt aus der Definition von egr( f, C') daher, dass

(ax+ (1 — @)u,ay + (1 — a)v) € egr(f,C).

Nun ist aber

(ax+ (1 — a)u,ay + (1 — a)v) = a(z,y) + (1 — a)(u, v).

Daher ist a(z,y) + (1 — a)(u,v) € egr(f,C), was zu zeigen war.

(1) = ():
Seien jetzt x,u € C'und 0 < « < 1 beliebig vorgegeben. Aus Definition von egr( f, C') folgt, dass
(2, f(x)) und (u, f(u)) zwei Elemente aus egr( f, C) sind. Damit ergibt sich aus (ii), dass

(ax + (1 —a)u,af (z) + (1 — ) f(u) = alz, f(z)) + (1 — a)(u, f(u)) € egr(f, C).

Dies bedeutet nach der Definition von egr( f, C') aber gerade, dass

flaz+ (1 —a)u) <af(z) + (1 —a)f(u)

ist. Da z, u und « beliebig gewihlt waren, folgt die Konvexitit von f. |
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Skizze 3.24 (n = 1)

egr(f, C) konvex

f konvex

Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir noch analytisch iiberpriifbare Konvexititskriterien

fiir stetig differenzierbare Funktionen an.

Lemma 3.25
Sei C' C R™ eine offene konvexe Menge und sei f € C}(C) eine stetig differenzierbare Funktion.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent.

(i) f ist konvex.

(i) Va,y € C gilt: f(x) — f(y) > (Vf(y) (z —y).

Beweis: (i) = (ii):
Wegen der Konvexitit von f erhalten wir fiir beliebige Stellen z, y € C und beliebiges 0 < « < 1,

dass

af(z)+ (1 —a)f(y) = flaz+ (1 -a)y)
ist. Folglich ist
flaz+ (A —a)y) - fy)

(%

alf(x) = f(y)] = flaz + (1 —a)y) — f(y) <= f(z) - f(y) >
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Lassen wir nun « | 0 gehen, so ergibt sich

F() — ) > tim L8 F A= 2 W) (G T(a -y

al0 «

nach Kettenregel.

(i) = ():

Seien z,y € C'und 0 < «a < 1 beliebig vorgegeben. Wir setzen z := ax + (1 — «a)y. Nach
Voraussetzung ist f(z) — f(2) > (Vf(2)) T (z — 2) sowie f(y) — f(2) > (Vf(2))" (y — 2). Wir

folgern, dass

af(@) + (1= a) f(y) — f(2) = alf (@) = f(2)] + (1= ) [f(y) — ()]
> a(Vf(z) (x—2) + (1= a)(Vf() (y - 2)
= (Vf(2)) oz + (1 = a)y] = (Vf(2)) Tlaz + (1 - )]
= (Vf(2)) 2= (Vf(2)) = = 0.
[

Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, so kann ein Konvexitétskriterium an die Hesse-Matrix

gestellt werden.

Lemma 3.26
Sei C C R eine offene konvexe Menge und f € C2(C). Dann sind die beiden folgenden Aussagen

dquivalent.
(i) f ist konvex.
(ii) Fiir alle x € C ist die Hesse-Maxtrix H f(x) positiv semidefinit.

Beweis: (i) = (ii):
Seien x € C und eine Richtung i € R™ beliebig gegeben. Da C' offen ist, existiert ein vy > 0 mit
x 4+ vh € C Vv € [0, ). Wir wenden nun Lemma an und erhalten, dass Vv € [0, yo] gilt:

f(z+~h) = f(z) = yh "V f(z) > 0.

Aus der mehrdimensionalen Taylor-Formel folgt somit, dass fiir alle v € [0,70] ein A € (0,1)

existiert mit

hUH f(z + Myh)h > 0.

Da die Hesse-Matrix nach Voraussetzung stetig ist, folgt fiir v | 0, dass
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h"H f(x)h > 0.

@) = ():
Seien x,y € C beliebig vorgegeben. Aus der mehrdimensionalen Taylor-Formel folgt, dass ein

o > ( existiert mit

f@) = fy) = (@ —y) V) = %(w —y) Hf(y+al@—y))(z—y).

Wegen der positiven Semi-Definitheit von H f auf ganz C folgern wir, dass

f@) = fy) = @ -y Vi) = (Vi) (@ —y).

Aus Lemma folgt somit, dass f auf C' konvex ist. |

Beispiel 3.27
Wir betrachten die Funktion

f:R® - R
962(1’1,17273173)T — f(a:):x:f+:c§+x3.

Offenbar ist f € C3(R?) mit Gradient V f und Hesse-Matrix H f, gegeben durch

Vf(z)= (31‘%, 219, l)T,

6z1 0 O
Hf(x)=10 2 0
0 00

Damit erhalten wir fiir x, z € R3, dass

2 Hf(z)z = 6127 4 223
und folglich z"H f (r)z > 0Vz € R3 < 1 > 0. Demnach ist f konvex auf der konvexen
Teilmenge
C ={z=(x1,z0,23) €R>: 23 >0}
Dies beschliet den Abschnitt iiber unrestringierte nicht-lineare Optimierung.

36



3.3 Nicht-lineare Optimierung unter Nebenbedingungen

Definition 3.28

Seien f : R® — Rund g : R® — R™ vorgegebene Funktionen und ¢ € R™ ein vorgegebener
Punkt. Dann besitzt | im Punkt x* € R" ein lokales Maximum unter der Nebenbedingung M =
{r € R" : g(x) = ¢}, falls x* € M ist und es eine e-Kugel K.(x*) gibt, so dass fiir alle
x € K (z*) N M gilt: f(x) < f(z*). Gilt statt ,,<“ sogar , <", so heifst =* strikte lokale
Maximalstelle von f auf M. Analog werden (strikte) lokale Minimalstellen definiert.

Es kann o. B. d. A. ¢ = 0 € R™ angenommen werden, denn ansonsten kann ¢(-) ersetzt werden

durch g(-) — c.

Heuristik 3.29 (n =2,m =1)

fx.y)
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In Analogie zur graphischen Methode zur Losung linearer Optimierungsprobleme unter Neben-
bedingungen (siehe Kapitel |I) betrachte man fiir m = 1 Hohenlinien von f, d. h., Mengen
{z € R": f(x) = d} fiir verschiedene d € R. (In der zweiten Graphik sind Hohenlinien von f fiir
d1 > dg > ds3 eingezeichnet.) Ziel ist es, d soweit zu vergrdflern, bis dass man gerade noch einen
zuldissigen Punkt xo € M N{zx e R": f(z) =d} = {x € R" : g(x) = cund f(z) = d} findet.
Man erkennt grafisch leicht, dass eine Vergrofierung von d so lange moglich ist, bis dass man
an einem Punkt x( angelangt ist, in dem V f(x¢) parallel zu V g(x¢) ist, d. h., dass ein A\g € R

exististiert mit

Vf(zo) = =X Vg(zo) <= Vf(x0) + MVg(r0) =0 3.7

(vgl. die Situation bei dy in der Grafik). Die Zahl Ay € R heifst Lagrange-Multiplikator. Die

Bedingung (3.7), zusammen mit der Bedingung g(xo) = c, lisst sich durch das folgende Gelci-
hungssystem ausdriicken.

VL(z,\) =0¢eR",

wobei die Lagrange-Funktion

L:R** 5 R

(z, )\)T —  L(z,\)

gegeben ist durch L(x, \) = f(x) + A(g(x) — ¢). Dies erkennt man durch Bildung der partiellen

Ableitungen von L, ndmlich
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AL (z, \)

“on 9(z) —c,
OL(.N) _ 0f@) | \0ow) | _ . _
al'j al'j 6:5]-
Definition 3.30 (Jacobi-Matrix)
Sei
g:R* — R™

r = g(@)=(g1(2),...,gm(x))" €R™

eine differenzierbare Funktion. Dann heif3t

2y @), s @)

Jacobi-Matrix von g an der Stelle x. Falls m = 1 ist, so gilt J,(z) = (Vg(z))".

Satz 3.31 (Satz iiber implizite Funktionen)

Seien n > m natiirliche Zahlen, g : R" — R™ eine Funktion, xq ein Punkt im R"™™, und yq ein
Punkt im R™. Ferner seien U = U(xg) CR" ™ und V =V (yg) C R™ offene Umgebungen von
xo bzw. yo derart, dass g in jedem Punkt (x,y) € U x V stetig differenzierbar ist. Ferner gelte
det(Jy(z,y)) # 0V(z,y) € U x V und g(x0,yo) = 0.

Dann gibt es offene Umgebungen Uy C U mit xg € Uy und Vo C V mit yo € Vy derart,
dass durch die Gleichung g(x,y) = 0 genau eine Funktion h : Uy — Vj definiert ist mit der
Eigenschaft g(x, h(z)) = O fiir alle € Uy. Dariiber hinaus ist h stetig differenzierbar, und es
gilt:
99
ox

(z,h(z)) + ggg/(:c, h(x))gZ(x) =0. (3.8)

Nachweis von (3.8) mit Hilfe der Kettenregel:
Wir betrachten die Funktion

n:RT 5 R
x — (x,h(x)) € R™
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Nach Voraussetzung ist Vo € Uy : g(z, h(x)) = g(n(z)) = 0. Die Kettenregel liefert nun, dass

0 = 2N () = gy () (x)
= @l’ x @x x In—m
— (G nta. e hio) (gg(@)
dg dg Oh

= %(x, h(x)) + Fy(x’ h(x))%(x>

Satz 3.32 (Lagrange-Multiplikatoren)
Seien f : R® — Rund g : R® — R™ mit n > m Funktionen, die in einer Umgebung von x
stetig differenzierbar seien. Ferner besitze Jy(xo) Hochstrang m und es gelte g(z9) = 0 € R™.

Falls dann f an der Stelle x ein lokales Extremum unter den Nebenbedingungen g(x) = 0 besitzt,

dann gibt es reelle Zahlen \1, . .., \,,, die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren, so dass gilt:
of — Og
Vi<i<n: A = 0.
Stsniy Z,(930) + k§—1 5 Dz (o)

Beweis: Wir wenden Satz tiber implizite Funtionen auf die Funktion g an. Da J,(z¢) den
Hochstrang m besitzt, lassen sich m Komponenten von zq finden, und zwar o. B. d. A. die ersten

m, so dass mit yo := ((20)1, ..., (zo)m) " gilt:
99 iy :
det a—(az) = 0 fiir alle = aus einer Umgebung von xg. (3.9)
Yy

Wir bezeichnen im Folgenden

Ty = <y0) , Yo € R™ zp € R*™™,
20

Tr = (y) , yER™ 2z e R"™,
z

Wir beachten, dass g(yo, z0) = 0 € R™ nach Voraussetzung gilt. Nach Satz existiert also
eine eindeutig bestimmte Funktion h, die in einer Umgebung V' (zp) € R™ "™ von z; definiert ist
mit

h:V(z0) = R™, g(h(2),2) =0
fiir alle z € V(z) sowie h(zo) = yo. Dariiber hinaus ist & stetig differenzierbar und die Funktion

z — f(h(z), z) besitzt nach Voraussetzung im Punkt 2, eine lokale Extremstelle, denn

f(h(20), 20) = f((v0,20)) = f(x0)-

Damit ist aber der Gradient dieser Funktion an der Stelle zp gleich Null und es gilt nach der

Kettenregel
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of .y b O \ _oeplixn-m
- —

ERle cRmMXn—m ERan—m

(3.10)

0
Aus (3.9) folgt, dass die m Spalten von a—g(xo) linear unabhingig sind. Deshalb gibt es einen
Y

Vektor A = (A1,..., Ap) | € R™ mit

af

By (z0) + AT == (z9) = 0 € RI¥™,

Es bleibt also nur noch nachzuweisen, dass auch

of

5, (#0) + AT@@;O) =0 e R

0z
ist. Beachte dazu, dass nach Kettenregel wegen g(h(z),z) = 0 gilt

dg, Oh

S a0 G 0) + G (a0) = .

Damit erhalten wir schlief8lich:

of _ _al oh
5, (#0) & oy (z0) 5~ (20)
dg oh
— TYS
@I) )\ 8y ('IO) a (ZO)
dg
_ Wt
6D A 92 (o)
bzw. dquivalenterweise
of 109 _
8Z(x0)+)\ %( )_07

was zu zeigen war.

Korollar 3.33

(3.11)

(3.12)

Notwendige Bedingungen dafiir, dass eine reellwertige Funktion f an der Stelle xo € R" eine

lokale Extremstelle unter den Nebenbedingungen g(-) = ¢ = (c1,...,¢m)| € R™ mitm < n

besitzt, sind gegeben durch

OL

ox
oL

O\

(l’o, )\0) =0e RIx"

(:Eo, )\0) =0e Rxm
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fiir die Lagrange-Funktion

L:R"™™ 5 R
m

(@A) = L) = f(2) + > Melgr(z) — i),
k=1

wobei x = (z1,...,2,) €ER und X = (A1,...,\p) " € R™,

Beweis: Firalle 1 <7 < nist

Ox; ox; b Ox;
=1

und fiiralle 1 < k < m ist

oL

87)%(33’ A) = gi(x) — cp.
Damit folgt die Aussage aus Satz[3.32] [
Beispiel 3.34
Betrachte die Funktion

f:R? -5 R

(z1,22) — f(x1,22) = 22129
und die Nebenbedingung g(x1,x2) = 1 mit
g:R? - R
(z1,22) — g(x1,22) = 2% + 23.

Wir bendtigen genau einen Lagrange-Multiplikator A und erhalten die Lagrange-Funktion L, ge-
geben durch

L(z1,22,A) = f(21,72) + A(g(21,72) — 1)
= 2mywg + At +23) — A
Damit ergeben sich die notwendigen Bedingungen

oL
(D) —— (21,22, \) = 229 + 221\ = 0,
81’1

L
@D OE (1m0 0) = 201 + 2000 L 0,
01‘2

oL
(D) 22 (01,22, 0) = of 23— 1 L0,
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Aus [(T)|und|[(I) erhalten wir
2x9 + 221N = 2x1 + 239
< (221 — 2w2)\ = 2z — 219

<= 11 = 29 oder A = 1.

Fiir x1 = xo ergibt dass ©1 = 19 = +/2/2. Einsetzen von x1 = 9 = +/2/2 inergibt
V2+V2\A =0 \ = —1. Einsetzen von A = 1 inergibt anderseits t1 = —x9.

Es gibt also genau vier Losungen des Gleichungssystems, ndmlich
P = (V2/2,V2/2,-1),
Py = (—v2/2,—v2/2,-1),
Py = (V2/2,-v/2/2,1),
Py = (—V2/2,v2/2,1).

Da die Menge M = {(x1,22)" € R? : 22 + 23 = 1} abgeschlossen und beschrinkt ist, nimmt
die stetige Funktion f nach dem Extremalsatz von Weierstraf3 (Satz auf M ihr Maximum
und ithr Minimum an. Also sind Py und Py globale Maximalstellen von f auf M und P53 und Py
globale Minimalstellen von f auf M.

Bemerkung 3.35

(a) Der Beweis von Satz[3.32|(Lagrange-Multiplikatoren) zeigt, dass die Einfiihrung der Lagrange-
Multiplikatoren das restringierte Optimierungsproblem (M = {x € R" : g(z) = c}) be-
ziiglich f auf ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen beziiglich z — f(h(z), z)
zuriickfiihrt. Damit konnen mit den Techniken aus Abschnitten[3.1\und 3.2l auch hinreichen-

de Bedingungen fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen hergeleitet werden (siehe Satz

unten).

(b) Globalitdt der ermittelten lokalen Extrema von f auf M kann analysiert werden, wenn M

eine konvexe Menge ist (siehe Abschnitt[3.2lund Beispiel [3.34).

Zum Abschluss dieses Kapitels greifen wir die "kanonische Form” des restringierten Optimie-
rungsproblem aus Kapitel |1/ noch einmal auf. Das Einfiihren von Schlupfvariablen fiihrt hier auf

die sogenannten “Karush-Kuhn-Tucker” (KKT) - Bedingungen.

Satz 3.36 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen)
Seien f und g so wie in Satz[3.32} Gegeben sei das Optimierungsproblem: Maximiere f unter den
Nebenbedingungen

g(z) <cundx >0 € R" (3.13)
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Sei wieder

L:R"™™ — R
m

(@) = Lz, = f(z)+ Y Aulex — gr(2)).

k=1

Falls dann x eine lokale Maximalstelle des Optimierungsproblems (3.13) ist, dann existiert ein
Ao € R™ so, dass

oL

et A < Rlxn’
O (.CC[), 0) <0e

@
.
(II) [ai(ﬂ«"o,)\o)} o =0,

oL
(III) (3?07 o) = ¢ —g(zo) >0,

oL T
av) [ (o, Ao)] Xo = (c—g(z0)) Ao =0,
(V) xo, A0 2 0.

Die Bedmgungenu -helﬁen (notwendige) Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingungen.

Beispiel 3.37

Gesucht werden die Maximalstellen von

f:R? - R
= (z1,29) — f(x):=—a% — 323 +4a1 + 619
auf M ={x >0: g(x) <4} mit
g:R? - R
x = g(x) =z + 2x9.

Die Lagrange-Funktion ergibt sich zu

L(x1, 29, \) = —a% — 323 + 4x1 + 629 + A\(4 — 21 — 229).

Daraus ergeben sich die folgenden KKT-Bedingungen.

L
(I) 87(27171'27)\) = _2131 +4 - )\ S 0’
81’1

oL
(II) — (21,22, \) = =622 + 6 — 2\ < 0,
T2
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OL oL
(D) 21— (z1, 22, ) + xo— (21,22, A) = 21(—221 + 4 — A) + 22(—629 + 6 — 2X) =0,
oxy 0z

L
av) i(x17x2;A) =4—x1 — 223 >0,
o\
oL
(V) /\a(xl,xg, )\) = )\(4 — X1 — 2.732) = 0,
(VD) x1,22,A > 0.

Aus und zusammengenommen folgt, dass
(VID) z1(—2x1+4—X) =0 und

(VIII) z5(—622+6—2X) =0

gelten miissen. Eine Losung wdre (z1,x2, ) = (0,0, ). Aus|(V) wiirde dann aber folgen, dass
A = 0 ist; der Punkt (0,0,0) verletzt aber Also ist x1 = 0,29 = 0 ausgeschlossen. Aus
erhalten wir X\ = 0 als eine mégliche Lésung. Dann ergeben und dass v1 = 2 und
x9 = 1 sein miissen. Es stellt sich heraus, dass P = (2, 1,0) die einzige Losung ist. Da f konkav

ist, ist P sogar eine globale Maximalstelle von f auf M.

Satz 3.38
Unter den Voraussetzungen von Satz[3.36] seien f und g zusditzlich zweimal stetig differenzierbar
sowie f konkav und g konvex. Falls dann M = {x > 0 : g(x) < c} nicht leer ist, so sind die KKT-

Bedingungen aus Satz[3.36|notwendig und hinreichend dafiir, dass x eine globale Maximalstelle
von f auf M ist.
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Kapitel 4

Dynamische und stochastische

Optimierung

4.1 Dynamische Programmierung

Die dynamische Programmierung (DP) gehort zu der Klasse der Entscheidungsbaumverfahren.

Dabei wird das zu l6sende Optimierungsproblem in einzelne Teilprobleme zerlegt, die dann se-
quentiell gelost werden. Mathematisch gesehen ist dieses Vorgehen nicht sonderlich aufwindig.
Das eigentliche Problem besteht eher darin, zu erkennen, dass das zu 16sende Optimierungspro-

blem zur Kategorie DP gehort.

Beispiel 4.1 (Fahrtstreckenproblem)

Angenommen, eine Reisende mochte von Kalifornien aus in den Bundesstaat New York mit dem
Auto fahren. Dabei sind mehrere Reiserouten moglich. Das Ziel der Reisenden sei, die (Gesamt-)
Strecke moglichst schnell zuriickzulegen. Die relevanten Daten fiir die Routenplanung sind in der

folgenden Grafik zusammengefasst.
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Stufen

1 2 3 4 5 6

Die einzelnen Bundesstaaten, durch die die Reisende fahren kann, sind als Zustdinde in den qua-
dratischen Kiistchen dargestellt und von 1 bis 13 durchnummeriert (Zustand 1 = Kalifornien
(Start), Zustand 13 = New York (Ziel)). In Kalifornien startend muss sich die Reisende iiberle-
gen, ob sie zundchst zum Staat 2,3 oder 4 fahrt. Die dazu benotigten Zeiteinheiten (ZE) sind an
den Pfeilen notiert, die auf die jeweiligen Zustinde zeigen. Im zweiten Streckenabschnitt (vgl. die
”Stufen” am unteren Rand der Grafik) muss sie sich sodann iiberlegen, ob sie als ndichstes zum
Staat 5, 6 oder 7 fiihrt (Streckenabschnitt (Stufe) 3). Auf diese Weise geht es weiter bis zur letzten
Stufe 6 (Ankunft in New York).

Das zu minimierende Zielkriterium ist die Gesamtfahrtzeit, also die Summe der ZE, die in den fiinf
Streckenabschnitten anfallen. Wiihlt die Reisende beispielsweise die nordlichste Route (1 — 2 —
5 — 8 — 10 — 13), so benditigt sie insgesamt 2 +3 +2+ 6 + 2 = 15 ZE.

Frage: Was ist die optimale Route (Minimierung der Gesamtfahrtzeit) ?

Definition 4.2 (Riickwirtsrekursion)

Sei

fn(s) := Anzahl der Zeiteinheiten der optimalen Route vom Zustand s in Stufe n bis zum Ziel,
1<s<12,1<n<h.

Offenbar ist f5(10) =2, f5(11) =4, f5(12) = 2.

Ferner sei

fn(s,t) := Anzahl der Zeiteinheiten der optimalen Route vom Zustand s in Stufe n bis zum Ziel,

wenn man im ndchsten Schritt (n + 1) den Zustand t wdhlt.
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Bezeichnen wir mit Sy, die Menge der moglichen Zustinde in der n-ten Stufe, so gilt

fn(s) = min f(s,t).

tESn+1
Schliefilich definieren wir noch
cn(8,t) := Anzahl ZE vom Zustand s in Stufe n zum Zustand t in Stufe (n + 1).

Wir erhalten den folgenden rekursiven Zusammenhang:

fn(s’t) = Cn(s’t) + fnJrl(t)a

mit dem wir das Problem vermittels einer Riickwdirtsrekursion losen konnen. Es bietet sich dabei

an, das Verfahren in Tabellenform durchzufiihren.

Beispiel 4.3 (Beispiel 4.1 fortgesetzt)

(Die jeweils optimale Entscheidung wird mit t* gekennzeichnet.)

Stufe 5:
SES; fs(s) t*
10 2 13
11 4 13
12 2 13
Stufe 4:
Wir beachten, dass fi(s,t) = cq(s,t) + f5(t) ist.
s€ S, t=10 t=11 t=12 fa(s) t*

8 6+ f5(10)=8 54+ f5(11)=9 9+ f(12)=11 8 10
9 54+ f(10)=7 14+ f011)=5 T+f(12)=9 5 11

Stufe 3:
Wir beachten, dass f3(s,t) = c3(s,t) + fa(t) ist.
s €S t=8 t=9 f3(s) t*
5 2+ f1(8) =10 44+ £(9)=9 9 9
6 3+ f1(8)=11 T+ f1(9) =12 11 8
7 2+ f1(8)=10 5+ f1(9)=10 10  8oder9
Stufe 2:
Wir beachten, dass fa(s,t) = ca(s,t) + f3(t) ist.
5€ S t=5 t=6 t=1 fals)  t
2 3+f305)=12 2+ f3(6)=13 4+ f3(7)=14 12 5
3 24 f3(5)=11 8+ f3(6)=19 1+ f3(7)=11 11  5oder7
4 T+ f3(5) =16 4+ f3(6)=15 64 f3(7)=16 15 6




Stufe 1:
Wir beachten, dass f1(s,t) = c1(s,t) + fa(t) ist.
3681 t=2 t=3 t=4 fl(S) t*
1 24 £02) =14 44+ £03)=15 1+ f(4)=16 14 2

Liest man die Tabellen nun von unten nach oben, so erhdlt man die Zeit-optimale Route
1-2—>5—>9—>11—>13

mit einer Gesamtfahrtzeit von 14 ZE.

Definition 4.4 (Vorwértsrekursion)
Obschon die Riickwdrtsrekursion das gingige Verfahren zur Losung von DP-Problemen ist, exis-

tiert auch ein weiteres rekursives Verfahren, namlich die Vorwdrtsrekursion. Betrachte dazu

9n(8) := Anzahl ZE der optimalen Route vom Start bis in den Zustand s in Stufe (n + 1).

In Beispiel 4.1 ist zum Beispiel g1(2) = 2, g1(3) = 4 und g1(4) = 1. Wir suchen nun also g5(13)
mit der zugehorigen Route. Bezeichne dazu ferner

gn(t, s) := Anzahl ZE der optimalen Route vom Start bis in den Zustand s in Stufe (n + 1), wenn
man in der n-ten Stufe im Zustand t war. Nun erhalten wir

gn(s) = ?elgﬁ gn(t,s).

Sei schlieflich wiederum
cn(t, s) := Anzahl ZE vom Zustand t in Stufe n zum Zustand s in Stufe (n + 1).

Wir erhalten hier den rekursiven Zusammenhang

gn(t,s) = cnlt; s) + gn-1(1).

Damit kann z. B. das Fahrtstreckenproblem aus Beispiel 4.1 ebenfalls gelost werden (siehe Ubungs-
aufgabe).

Definition 4.5 (Charakteristische Merkmale der dynamischen Programmierung)

(1) Das Problem kann in Stufen zerlegt werden.

(2) Pro Stufe gibt es eine Anzahl von Zustinden, die die jeweiligen Situationen darstellen, in

denen sich das betrachtete System befinden kann, wenn es diese Stufe erreicht.

(3) Pro Stufe muss eine Entscheidung getroffen werden, die vom gerade aktuellen Zustand des

Systems in einen Zustand der ndchsten Stufe fiihrt.

(4) Jede Entscheidung ist mit einem Preis (Kostenwert) verbunden.
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(5) Geht man vom momentanen Zustand aus, so sind die Entscheidungen in den verbleiben-
den Stufen unabhdingig von den getroffenen Entscheidungen, die zum momentanen Zustand
gefiihrt haben (Markov-Eigenschaft).

Beispiel 4.6 (Beladungsproblem)

Ein Schiff soll mit Waren beladen werden. Es stehen dabei N unterschiedliche Warentypen mit
Jjeweiligem Einheitsgewicht w; (in Tonnen (t)) und Einheitswert v; (in GE), 1 < ¢ < N, zur Verfii-
gung. Die Gesamtkapazitdt des Schiffs betrage W Tonnen.

Ziel: Belade das Schiff so, dass der Gesamtwert der Ladung maximal wird.

Sei dazu x; die Anzahl der auf das Schiff zu ladenden Einheiten vom Typ 1 < ¢ < N. Dann gilt es,
die Funktion

N
f(iL‘l,...,.%'N) :wai (4.1)
i=1
unter den Nebenbedingungen
N
Yz W, 2 e NgVI<i< N (4.2)

=1

ZU maximieren.

Erste Losung: Fasse das durch @) und (.2) definierte Maximierungsproblem als ein ILP auf
und verwende die Techniken aus Kapitel 2 (Branch & Bound Algorithmus).

Hier: Losung durch DP.

Dazu ist es hilfreich, sich vorzustellen, wie der eigentliche Beladungsprozess ablduft.

Schritt 1: Wiihle x1 und lade x1 Einheiten des ersten Warentyps auf das Schiff. Die verbleibende

Ladekapazitit betrigt dann W — x1wq Tonnen.

Schritt 2: Falls W — x1w1 > ws, wihle x4 und lade xo Einheiten des zweiten Warentyps auf das

Schiff. Die verbleibende Ladekapazitdt betrigt dann W — x1w1 — xowo Tonnen, usw.
Also wird auf Stufe n entschieden, wie viele Einheiten x,, vom Warentyp n verladen werden sollen

(1 <n < N). Die Zustinde in der n-ten Stufe sind die jeweils sich ergebenden Restladekapazitd-

ten.
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Konkretes Beispiel mit N = 4 und W = 10 Tonnen:

n wyplt] v,[GE]
1 2 4

2 8 10

3 3 6

4 4

Relevante Grdflen fiir die Riickwdrtsrekursion:

fn(s)= Maximaler Wert der Restladung bestehend aus den Warentypen n bis N, wenn in der Stufe

n noch s Tonnen als Restladekapazitdt vorhanden sind.

cn(s,t)= Wert der Zuladung beim Ubergang von Zustand s in Stufe n zu Zustand t in Stufe (n+1),
d. h., cn(s,t) = (s — t)v,/wy.

fn(s,t)= Maximaler Wert der Restladung bestehend aus den Warentypen n bis N, wenn in der
Stufe n noch s Tonnen als Resladekapazitiit vorhanden sind und man sich entscheidet, in Stufe
(n + 1) in den Zustand t zu wechseln.

Gesucht: f1(10) mit den zugehdérigen Entscheidungen.

Es gilt: fn(s) = MaXteS,, 11 fn(87 t)’ wobei fn(37 t) = Cn(37 t) + fn-‘rl(t) ist.

Fiir die Praxis sind die folgenden Umbezeichnungen hilfreich.

cn (8, Xy )= Wert der Zuladung von x,, Einheiten des Warentyps n, also ¢, (S, xn) = UnXy.

fn(s,xn)=fn(s,t), aber es wird statt des zu erreichenden Zustands t die Anzahl x,, von Einheiten

des Warentyps n angegeben, die verladen werden sollen.

Dann lautet die Riickwdrtsrekursionsformel.:

fn(svxn) - Cn(svxn) + fn—l—l(s - xnwn)

Starttableau der Riickwdrtsrekursion (Stufe N = 4):
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s€S8s fals) w
0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 8 1
) 8 1
6 8 1
7 8 1
8 16 2
9 16 2
10 16 2

Stufe 3: w3 = 3, v3 = 6, f3(s,23) = c3(s,3) + fa(s — z3W3)

s €83 23 =0 3 =1 T3 =2 T3 =3 f3(s) a3
10 04 £1(10) =16 64 f4(7) =14 12+ f4(4) =20 18+ fy(1)=18 20 2
8 0+ f4(8) =16 6+ f4(5) =14 12+ f4(2) =12 % 16 0
6 0+ fa(6) =8 6+ fa(3) =6 12+ f4(0) =12 % 12 2
4 0+ f1(4)=8 6+ f4(1)=6 % % 0
2 0+ f1(2) =0 % % % 0
0 0+ f£4(0) =0 % % % 0

Stufe 2: wo = 8, vo = 10, fa(s,x2) = ca(s, x2) + f3(s — zow2)

s €8y z9 =0 T =1 fa(s) a3
10 0+ f3(10)=20 10+ f3(2)=10 20 O
8 0+ f3(8) =16 10+ f3(0)=10 16 0
6 0+ f3(6) =12 % 12 0
4 0+ f3(4) =8 % 0
2 0+ f3(2)=0 % 0
0 0+ f3(0) =0 % 0
Stufe 1: wy =2, vi =4, fi(s,x1) = c1(s, 1) + fa(s — z1w1)
s€e St r1 =0 1 =1 r1 =2 1 =3 r1 =4 r1 =5

10 0+ f2(10) =20 4+ f2(8) =20 8+ fo(6) =20 12+ f2(4) =20 16+ f2(2) =16 20+ f2(0) =20
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Also ist f1(10) = 20.

Mogliche optimale Beladungen (x7, x5, x3, x}3):

(0,0,2,1) [2x6+1x8=12+8 = 20]
(1,0,0,2) [Ix4+2x8=4+16=20]
(2,0,2,0) [2x4+2x6=8+12=20]
(3,0,0,1) [3x4+1x8=12+8 =20
(5,0,0,0) 5 x 4 = 20]

MATLARB liefert fiir das ILP mit Zielfunktion f(x1,x2,x3,x4) = —4x1 — 1029 — 623 — 824 unter

den Nebenbedingungen
x; > 0V1 <i<4,
x; € ZV1 <i <4, sowie
2x1 + 8xo 4+ 3wz +4x4 < 10
die Minimalstelle v7 = 1, x5 = x5 = 0, 2} = 2 mit f(27, x5, x5, ;) = —20 (GE).

Dies ist (nur) eine der durch DP ermittelten optimalen Beladungen.

Beispiel 4.7 (Verpackungsproblem, Beispiel 0.3 fortgesetzt)

Wir greifen das Beispiel 0.3 (Verpackungsproblem, N = 10 Artikel unterschiedlicher Grofe, fiinf
zu verwendende Verpackungsgrifsen, alle N Artikel sollen verpackt werden konnen) noch einmal
auf. Das Zielkriterium ist hier die Minimierung der Gesamt-Verpackungskosten (unter diesen Ne-
benbedingungen). Die Artikelgrofien (und damit die Schachtelpreise c; > co > ... > ¢y = c10)

sind absteigend geordnet.

Ziel: Losung dieses restringierten Optimierungsproblems mit Hilfe von DP.

Zur Bestimmung der Stufen und der Zustinde betrachten wir wie in Beispiel 4.6 wieder den ei-
gentlichen Ablauf des Verpackungsprozesses. Auf jeden Fall wird mindestens eine Schachtel der
Grofie 1 bendtigt, denn ansonsten kann der erste Artikel nicht verpackt werden.

Frage: Soll man mehrere Schachteln dieser Grofie verwenden?

Die gleiche Frage stellt sich in analoger Weise, wenn die ersten (n — 1) Artikel verpackt sind,

aber noch nicht alle fiinf Verpackungsgrofien vergeben worden sind. Die Stufen 1 < n < N =10
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entsprechen hier also den einzelnen Artikeln und die Zustinde den noch verbleibenden Schachtel-

grofsen. Wir definieren daher

fn(s)= Gesamtkosten fiir die beste Packstrategie fiir die Artikel n bis 10, wenn noch s Schachtel-

groflen zur Verfiigung stehen.

cn(8, xn )= Kosten fiir x,, Schachteln der Grifie n, d.h., ¢, (s, Tn) = Cpp.

fn(s, xn)= Gesamtkosten fiir die beste Packstrategie fiir die Artikel n bis 10, wenn in Stufe n noch
s Schachtelgrofsen zur Verfiigung stehen und man sich auf dieser Stufe entscheidet, x,, Schachteln
der Grofle n zu verwenden.

Gesucht: f1(5)

Rekursionsformel:

fn(Saxn) = CpTp + fn+zn(5 - 1)

Hier werden also alle Werte fi,(s — 1) fiir k > n in der Rekursion bendtigt.

Wéihlen wir als Zahlenbeispiel
(c1,¢9,...,c10) = (32,30,20,17,15,10,9, 5, 3,2).
Stufe 10:

s fio(s) w7
1 2 1

In Stufe 10 gibt es nur einen Zustand, der betrachtet werden muss, denn fiir s > 2 konnen die

zuvor getroffenen Entscheidungen nicht optimal gewesen sein.

Stufe 9:
s fo(s) =z
1 6
2 1
Stufe 8:
Wir beachten, dass fs(s) = bxg + fstag(s — 1) ist.
s g =1 T8 = 2 rg =3 fs(s) xf
1 % % 15 15
2 54 fo(1) =11 10+ fio(1) =12 % 11
3 5+ fo(2) =10 % % 10 1
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Ubungsaufgabe:

Vervollstindigung der Riickwdirtsrekursion. Als Ergebnis erhalten wir f1(5) = 153 mit optimaler

Packstrategie x7 = 2, 25 = 1, x) = 2, x5 = 2, x5 = 3.

4.2 Stochastische dynamische Optimierung

In Abschnitt 4.1 wurde angenommen, dass auf jeder Stufe des dynamisch zu l6senden Optimie-
rungsproblems alle Rahmenbedingungen (d. h., alle Parameter des jeweiligen Zustands des Sys-
tems und seiner Ubergiinge) a priori festgelegt und genau bekannt sind. Dies muss indes in der
Praxis nicht stets so sein. Zum Beispiel konnte in dem Fahrstreckenproblem aus Beispiel 4.1 die
Reisezeit von unvorhersehbaren bzw. zufélligen Faktoren wie Wetter, Bildung von Staus etc. ab-
hiangen. Um solche Unsicherheiten beriicksichtigen zu konnen, muss das Modell aus Definition

4.5 um zufillige Komponenten erweitert werden.

Definition 4.8 (Stochastisches dynamisches Optimierungsproblem)

Im Gegensatz zu der Situation in Definition 4.5 modellieren wir den Zustand s, 11 in Stufe n+1 bei
gegebenem Zustand s,, in Stufe n und getroffener Entscheidung (Aktion) a,, in Stufe n nicht mehr
als deterministische Funktion s,11 = z,(Sn, a, ), sondern als Realisierung s, 11 = I, +1(w) einer
Zufallsvariable I,, 11, so dass (11, . . ., In) auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) definiert

sind und die Markoff-Eigenschaft besitzen. D. h., die Verteilung von I, 11 héingt von s, = I,(w)

und von der Aktion a., ab.
Falls die Zustandsmenge S, 11 in Stufe n + 1 hochstens abzdhlbar ist, so ist das Wahrscheinlich-

keitsgesetz, dem das betrachtete System unterliegt, durch Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pn\Sn,0n,S ) S n+1
{pn( )8’ € Snia}

gegeben, 0 < n < N. Die Funktion
pn(3n7 An, ) : Sn—i—l — [07 1]
/

s = pn(snaanvsl)

ist eine Zéihldichte auf (Sp41,257+1).

Die Komponenten eines stochastischen dynamischen Programmierungsproblems sind:

(1) der Planungshorizont N € N, der die Anzahl der Stufen 0 < n < N festlegt.

(73) der Zustandsraum S (eine hichstens abzdihlbare, nicht-leere Menge). Die nicht-leeren Teil-

mengen Sy = {so}, S1,...,Sn sind die Zustandsmengen der Stufen 0,1,... N.

(ii1) der Aktionenraum A (ebenfalls eine hochstens abziihlbare, nicht-leere Menge). Die nicht-

leeren endlichen Teilmengen A, (s) : 0 < n < N,s € S, sind die vom Zustand und der
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Stufe abhdingigen zuldissigen Aktionen. Insbesondere ist a,, € A, (s),0 < n < N. Ferner
definieren wir Dy, := {(s,a) € S, x A:a € A,(s)}, 0 <n < N.

(iv) das Ubergangswahrscheinlichkeitsgesetz p. Fiir alle 0 < n < N und alle (s,a) € D,

ist pn (s, a, ) eine Zihldichte (Wahrscheinlichkeitsfunktion) auf S, +1. Der Wert p, (s, a, s')
gibt die (bedingte) Wahrscheinlichkeit an, mit der s' € S, 11 angenommen wird, gegeben
(s,a) € Dy,.

(v) die (einstufige) Gewinnfunktion ry, : D, — R. Der Wert r,(s,a) gibt den einstufigen Ge-

winn an, der bei Wahl der Aktion a € A,,(s) entsteht, 0 < n < N.

(vi) die terminale Gewinnfunktion Vi : Sy — R. Der Wert Vi (s), s € S, gibt den terminalen

Gewinn (Gewinn im Endzustand) an.

Das Tupel (N, S, A, p,r, Vi) heifit (endlich-stufiges) stochastisches dynamisches

Optimierungsproblem.

Definition 4.9 (Entscheidungsfunktion, -strategie)

Gegeben sei ein stochastisches dynamisches Optimierungsproblem im Sinne von Definition 4.8.
Eine Funktion f, : S, — A mit f,(s) € A,(s), 0 < n < N, s € S, die auf der Stu-
fe n jedem Zustand s € S,, eine zuliissige Aktion a = fy(s) zuordnet, bezeichnet man als

Entscheidungsfunktion. Ferner heifit ein Tupel 6 = (fo,..., fn—1) von Entscheidungsfunktio-

nen eine (Entscheidungs-) Strategie. Die Menge aller (zur Konkurrenz zugelassenen) Strategien

werden in der Folge mit /A bezeichnet.

Definition 4.10 ((erwarteter) Gesamtgewinn)
Unter den Mafigaben von Definition 4.8 seien eine Strategie 6 = (fo,..., fn—1) sowie ein An-

fangszustand sy vorgegeben.

(a) Fiir gegebene Realisierungen Iy (w) = s1,...,In(w) = sy ist der (realisierte) Gesamtge-

winn gegeben als

N-1

Rso,é(sh e, 8N) = Z Tn(sm fn(sn)) + VN(SN)'
n=0

(b) Der erwartete Gesamtgewinn Rs(sg) ist gegeben durch

R5(50) = Eso,d[RSo,(s(Ib cee 7IN)]

= Z Z R50,5(81,...,8N)-]P)3075(Il:Sl,...,INZSN).

s1€51 SNESN
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Dabei gilt wegen der Markoff-Eigenschaft des Systems, dass

N-1
IP)so,(S(Il =51,...,In = SN) = H pn(smfn(sn)asn—i-l)'

n=0

(¢) Zur Herleitung einer Rekursionsformel definieren wir zudem die folgenden Grofsen. Fiir
0<n<N—1sei

Rn,&(sn) = Z Z Rsn,6<3n+1a-~-73N)‘]Psn,6(In+1 :Sn+1,...,IN :SN),
Sn+1€Sn+1 SNESN

wobei

N-1
R, 5(Snt1s---,8N) = e(st, fr(st)) + Vn(sn),
t=n
N-1
P, s(Int1 = Snt1s---,IN =sn) = Pe(sts fe(st), St41)-

t=n

Offenbar bezeichnet damit ng(sn) den erwarteten Gesamtgewinn auf den Stufen n,n +
1,..., N in Abhiingigkeit vom Zustand s,, auf Stufe n und bei Anwendung der Strategie 0.
Ferner gilt

Rg(SQ) = R()’(;(So).
In der Folge sei stets angenommen, dass

VOgngN—l:VSGSR:WSEA:RH,(;(S)E]R.

Lemma 4.11 (Rekursionsformel)

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.10 gilt V0 <n < N—1:Vs € §,:Vd = (fo, ..., fn-1) €
A:

Rps(s) =ru(s, fa(8)) + D puls, fu(5),5) - Ruyr,6(s"), (4.3)

s'€Sp+1

wobei Ry 5(s) := V() fiir s € Sy gesetzt wird.

Beweis: Die Aussage folgt aus den elementaren Rechenregeln fiir (bedingte) Erwartungswerte.
|

Definition 4.12 (optimale Strategien)
Unter den Voraussetzungen von Definition 4.10 heifit eine Strategie 6* € A optimal (bzgl. des

Anfangszustands sg), falls
V8 € At Rs(so) < Rs(s0).
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Der maximale erwartete Gesamtgewinn ist dann gegeben durch

Vo(so) := sup Rs(so)-

0EA
Wir definieren ferner
VO <n<N-—1:V,(s):=sup Rn,g(s), seS,. 4.4)
dEA
Die Funktionen Vy, ..., Vi heiflen Wertfunktionen.

Der folgende Satz ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 4.13 (Optimalititsgleichung)

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.10 gelten die folgenden Aussagen.

(i) Fiiralle0 <n < N — 1undalle s € S, ist

Vo(s) = ag,lﬂ}((s) rn(s,a) + s/ezs:ﬂpn(s, a,s')  Vor1(s) 3. 4.5)

(ii) Jede aus den die rechte Seite von [.3) maximierenden Aktionen f}(s) gebildete Strategie

0 = (f3,.-., frn_y) ist optimal.

Beweis: Wir fithren eine Riickwirtsinduktion durch.

Induktionsanfang (n = N — 1):
Nach (.3)) und @.4) gilt fiir alle s € Sy—1:

Vo1 = sup Ry_1,(s)
0=(fo,--fnN—-1)EA

=  max rn-1(s,a) + Z pN—1(s,a,s\VN(s') ¢ . (4.6)
a€AN_1(s) e

Offenbar ist (4.6) gerade (4.3) fir n = N — 1. Da die Mengen Ax_1(s), s € Sy_1, nach
Voraussetzung (siehe Definition 4.8.(iii)) endlich sind, existiert eine Entscheidungsfunktion fy,_;,

fiir die die rechten Seiten in (4.6) ihr Maximum annehmen. Somit gilt
Vs € Sy_1: Vn-1(s) = Ry_145(5) 4.7)

fiir alle Strategien der Form ¢* = (fo, ..., fv—2, fn_1)-

Induktionsschritt (hier 0. B. d. A. N — 1 —+ N — 2, ansonsten analog):
Seinun n = N — 2. Mit (4.3) und (4.4) folgt zunichst fiir alle s € Sy_:
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Vn_a(s) = sup RN_Z(;(S)
5=(fo,.fN-1)EA

= sup ¢ ry—2(s, fn—a( Z pN-2(5, fn—2(s),8") - Ry—1,5(5)
STAN €SN 1

Wir nutzen nun die Induktionsvoraussetzung aus und erhalten

Vioa(s) < supgrnoa(s, fv-a(s)+ Y py-als, fx-a(s),s)Va-1(s)
seA s'eSn-1
_ (5.0, ) Wy_1 (). 48
aeﬁa}é(s){m{ a(s,a) s/eglpjv 2(s,a,8)Vy-1(s')} (4.8)

Sei nun f3;_, eine aus den Maximalpunkten von gebildete Entscheidungsfunktion. Dann gilt

Vi—a(s) < rvals, firo(s)) + 3. pr—als. fir_o(s).8") - Viv—1(s') = Ry—a,5+(s)

SESN 1

fiir alle Strategien der Form 6* = (fo,..., fn—3, fy_2, [—_1)-

Andererseits gilt aber:

Vn_a(s) = gug RN_M(S)
c
> RN—2,6*(5)
= mna(s fia(®) + Y pn-als fia(9),5)  Byo1se (s)
s'eESN_1
= ryoa(s, fya(s)+ D pv-als, fia(s),s) - Vivoa(s)
s'€ESN_1
= max rN—2(s,a) Z pNn_2(s,a,8") - V_1(s")
a€AN_2(s) SeSm1

Also ist fiir alle s € Sy_o sowohl Vy_o(s) < Ry_g5+(s) als auch Vy_a(s) > Ry_2.4+(s).
Demnachist Vy_2(s) = Ry_2 4+ (s) fiir alle Strategien der Form 6* = (fo, ..., fn—3, fir_os f3r_1)»
die gemif (4.5) gebildet werden. [ |

Der folgende Algorithmus implementiert das Ergebnis von Staz 4.13 fiir die praktische Anwen-

dung.

Algorithmus 4.14 (Wertiteration)
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(1) Setze v'(s) := Vn(s) fiir alle s € Sy.
(2) Forn =N — 1downto 0 do

(a) Setze v(s) = v/(s) fiiralle s € Sp+1.

(b) Fiir alle s € S,, berechne

v'(s) = max { r(s,a)+ Z (s, a,s)v(s")
a€An(s) i

und bestimme eine Entscheidungsfunktion f,; aus Maximalpunkten f}(s) € Ay(s).
end for
(3) Output: Vo(sg) = v'(s0) sowie 0* = (f5, ..., frn_1)-

Definition 4.15 (Kontrollproblem)

Vielen dynamischen Optimierungsproblemen liegt eine exogene Einflussgrofie zugrunde, die im

Wesentlichen das Ubergangswahrscheinlichkeitsgesetz bestimmt. Zum Beispiel spielt in den Wirt-
schaftswissenschaften die Nachfrage aus der Sicht eines Betriebes die Rolle einer solchen exoge-
nen Einflussgrofle, die von Lagerbestand und Bestellmenge unabhdngig ist.

Modellierung der exogenen Einflussgrofie:

Es seien Yy, Y1,...,YN_1 stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen auf (2, F,IP), wobei Y,

Werte in Y, annimmt, und definiere
@(y) =PYn=y), y€Vn, 0<n<N-L

Annahme: Die Stochastik des Gesamtsystems wird einzig und allein durch Yy, . .., Yn_1 induziert

(keine weiteren stochastischen Einfliisse). Damit hdngt

Spn4+1 = gn(sna an;yn) S Sn+1

von sy, € Sy, an € An(sy) und der Realisierung y,, = Y, (w) € Yy, ab. Also ist g, : Dy, X YV —

Snat.

Ein Kontrollmodell ist ein Tupel (N, S, A, Y, q,g,r, VN), wobei
(i) N,S,A,r und Vy wie in Definition 4.8 sind.

(ii) Y (Wertebereich der exogenen Einflussgrofien) eine hochstens abzdhlbare Menge ist und
Yo, V1, ---,YN—1 (die Stufen-spezifischen Wertebereiche) nicht-leere Teilmengen von Y

sind.

(iii) qn : Y — [0, 1] eine Zdihldichte ist (Wahrscheinlichkeitsfunktion von Yy,), fiir alle 0 < n <
N —1.
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(iv) gn : Dp X Vp — Spy1, 0 < n < N — 1 eine Ubergangsfunktion ist, so dass s,11 =

Gn(Sny an, yn) fiir Yo, (w) = yy, (realisierter Wert von Yy,).

Das Kontrollmodell ldsst sich als stochastisches dynamisches Optimierungsmodell schreiben. De-
finiere dazu fiir alle 0 <n < N — 1:

pn<3’ a, 5/) - Z QR(y>7

YEVn:gn(s,a,y)=s'

fiir (s,a) € Dy, und s' € S,,11. Die entsprechende Optimalititsgleichung lautet damit:

Va(s) = max < ru(s,a)+ D qu(®)Vari(ga(s,a,y)) ¢,
a€An(s) v

und Satz 4.13.(ii) gilt analog.

Beispiel 4.16 (Stopp-Problem)

Angenommen, eine Hausbesitzerin mochte ihr Haus verkaufen. Sie erhdlt zu den (diskreten) Zeit-
punkten 0,1,..., N — 1 jeweils ein Angebot der Hohe y,, GE, das als Realisierung einer Zufalls-
variable Y,, mit Werten in {0, . .., M } aufgefasst werden kann, n € {0,1,..., N — 1}.

Annahme: (Yy,)o<n<nN—1 sind stochastisch unabhdingig und identisch verteilt mit

Vy €{0,..., M} : P(Yo =y) =: q(y).

Nimmt die Verkduferin zum Zeitpunkt n das vorliegende Angebot y,, an, so erhdlt sie den Ver-
kaufserlos y,, GE, und das Entscheidungsproblem ist abgeschlossen. Lehnt sie das Angebot ab,
so entstehen ihr Kosten in Hohe von c GE (z. B., erneutes Inserat, laufende Betriebskosten, etc.).
Aufserdem kann sie auf ein Angebot zu keinem spdteren Zeitpunkt mehr zuriickgreifen. Dies ist ein

Kontrollproblem mit den folgenden Parametern.
(1) N € N(Stufenn =0,1,...,N).

(15) =8, ={0,...,M, 400}, 0 <n < N. Die Zahl s, € {0, ..., M} bezeichnet die Hohe
des zum Zeitpunkt n vorliegenden Angebots, und s,, = +00 ist ein zusdtzlicher Zustand, der

fiir den bereits vollzogenen Verkauf des Hauses steht.

(7it) A= Ap(s) ={0,1}, 0 <n < N —1,s € S. Die Aktion a = 0 steht fiir Ablehung des
vorliegenden Angebots, die Aktion a = 1 fiir dessen Annahme. Fiir s = +00 sind Aktionen

ohne inhaltliche Bedeutung.
() Y=Yr={0,...,M},0<n<N-1
(v) an(y) =q(y), 0<n<N-1Lyel
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Y, s<M und a=0,
In(s,a,y) =
+00, SOnst.
(vit)
—c, s<M und a=0,
Tn(s,a) = s, s<M und a=1,

0, sonst.
(viti) V,(s) =0, Vs € S.

Wir setzen V,,(+00) = 0 fiir alle 0 < n < N und erhalten die Optimalitiitsgleichung

M
Vo(s) =maxq s, —c+ an(y)VnH(y) , s<M und 0<n<N -1
y=0
Dabei steht der erste Ausdruck in der geschweiften Klammer fiir Annehmen (a,, = 1) und der

zweite fiir Ablehnen (a,, = 0). Sei nun

M
sp=—c+> q)Van(y), 0<n<N-1
y=0

Dann ist die aus den Entscheidungsfunktionen

. 1, s> 8
fo(s) =
0, s < sy,
mit 0 < n < N — 1 gebildete Strategie 6* = (f§,..., fx_,) nach Satz 4.13.(ii) optimal. Ein
“gutes” Angebot (s > s) ) wird angenommen, wiihrend bei einem ”schlechten” Angebot (s < s})

weiter gewartet wird.

Numerisches Beispiel:

Seien Y = {300, 350, 400, 450} /1000 EUR], sowie

¢(300) = 0.2, ¢(350) = 0.3, ¢(400) = 0.4, ¢(450) = 0.1.

Ferner betrachten wir einen Planungshorizont von N = 10 (Wochen), und setzen ¢ = 0 GE (Kos-

ten bei Ablehnung).

Optimalitditsgleichung:

Vo(s) = max « s, Z q(s") - Vs (s)
/€{300,350,400,450}
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s=300 s=350 s=400 s =450

Vo(s)  300* 350 400 450
Va(s) 370 370 400 450
Va(s) 390 390 400* 450
Vo(s) 400 400 400 450
Vs(s) 405 405 405 450
Vi(s) 4095 4095 4095  450*
Vs(s) 413,55 41355 413,55  450*
Vao(s) 417,20 417,20 417,20 450
Vi(s) 420,48 420,48 420,48 450
Vo(s) 42343 42343 42343  450*

Markiert ist in jeder Zeile das niedrigste mogliche Angebot, das mit der optimalen Strategie §*

akzeptiert wird.

Beispiel 4.17 (Aktienoptionen)

Eine Investorin habe die Option fiir den Kauf einer Aktie in Hohe von c Geldeinheiten. Das Op-
tionsrecht kann sie zu den (diskreten) Zeitpunkten n = 0,1,..., N — 1 ausiiben, danach ver-
fdllt die Option. Der (zufillige) Borsenkurs I,, der Aktie zum Zeitpunkt n sei modelliert durch
I, =59+ Z?;()l Y:. Dabei seien (Yy)i>0 stochastisch unabhiingige, identisch verteilte Zufallsva-

riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (), F,P) mit

P(Yo=y) =:q(y), yeZ
Gesucht ist eine optimale Kaufstrategie fiir die Investorin. Dies ist ein Kontrollmodel mit den

folgenden Komponenten:
(1) Planungshorizont N € N.

(11) S =8, =ZU{o0}, 0 < n < N. Die Zahl s,, < 0o bezeichnet den Kaufpreis (Bérsenkurs)
zum Zeitpunkt n, und s, = o0 ist ein zusdtzlicher Zustand, der fiir den bereits vollzogenen

Kauf steht.

(7it) A= An(s) ={0,1}fiir0 < n < N und s € S ist der bindre Aktionsraum. Dabei bedeutet

an = 1 ”Kaufrecht zum Zeitpunkt n ausiiben”.
(iv) Y = Yy = Z (Wertebereichvon'Y,), 0 <n < N — 1.
(v) @(y) =q), 0<n<N-1Lyel
(vi)
s+, s<oo und a=0,

gn(87 a, y) =
00, sonst.
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(vit)
s —c, s<oo und a=1,

0, sonst.
(viii) Vn(s) =0Vs € Sn.

Zur Ermittlung der zugehorigen Optimalititsgleichung beachten wir, dass V,,(c0) = 0 fiir alle
0 < n < N gilt. Wir erhalten damit:

VseZ: Vyu(s) = max{s—c,Jy(s)}, wobei

Tn(s) = D a)Vari(s +v).
YEZ

Der erste Ausdruck ldsst sich interpretieren als der momentan erzielbarer Gewinn bei Ausiibung
des Optionsrechts (a,, = 1), und J,,(s) als der erwartete Gewinn bei einer spiiteren Ausiibung des
Optionsrechts (a, = 0). Im Falle eines "hohen” Aktienkurses wird das Optionsrecht ausgeiibt,

anderenfalls nicht.

Lemma 4.18
Fiiralle 0 <n < N — 1l undalle s € 7 gilt

(1) 0 < Jp(s+1)—Ju(s) <1,

(17) 0 < V,(s+1)—Vp(s) <1
Beweis: Der Beweis wird per Riickwértsinduktion gefiihrt.
Induktionsanfang (n = N — 1):

Wegen Vy(s) = 0Vs € Z gilt Jy_1(s) = 0 fur alle s € Z und daher Vy_;(s) = max{s —
¢,0}, s € Z, was (i) und (ii) fir n = N — 1 impliziert.

Induktionsschritt (n + 1 — n):

Angenommen, (i) und (ii) gelten fiir ein (n + 1) < N. Da ¢ eine Zihldichte ist, erhalten wir

0< Ju(s+1) = Ju(s) = > a@){Vari(s +1+y) = Vara(s + )} < 1,
YEL

und somit (1) fiir den Index n. Ferner ist

Va(s+1) = Vu(s) = max{s+1—c¢,Ju(s+ 1)} —max{s — ¢, Ju(s)}

< max{l,Jo(s+1) — Ju(s)} <1
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und analog
Va(s+1) = Vi(s) > min{l, J(s+ 1) — J(s)} > 0.

Damit folgt die Aussage fiiralle 0 <n < N — 1undalle s € Z. |

Korollar 4.19

Lemma 4.18 impliziert, dass J,, langsamer (bzw. nicht schneller) in s wdchst als (s — c). Seien nun
VO<n<N-1: M, = {s|ls—c>Jy(s)} und

min M,,, M, #0,
0, M, = 0.

Dann sind optimale Entscheidungsfunktionen gegeben durch

1, §> 8y,
VO<n<N-—1:frs):=
0, 5 < sp.
und eine optimale Strategie ist gegeben durch 6* = (f§, f{,..., fi_1). Der Wert s}, ist also ein

Schwellenwert fiir den Borsenkurs der Aktie zum Zeitpunkt n, ab dem das Kaufrecht ausgeiibt

werden sollte (a, = 1).

Beispiel 4.20 (Beispiel 0.4 fortgesetzt)
Wir betrachten noch einmal das Ersetzungsproblem fiir eine Maschine aus Beispiel 0.4. Dies ldsst
sich als stochastisches dynamisches Optmierungsproblem formalisieren, mit den folgenden Kom-

ponenten.

(1) Planungshorizont N € N (Stufen: 0 < n < N).

(i) S =S8, =1{0,...,M}, 0 <n < N. Der Wert s, bezeichnet den Zustand (Veschleif3) der

Maschine zum Zeitpunkt n. Dabei bedeutet s, = 0, dass die Maschine neu ist.

(7i1) A= A,(s) ={0,1},0<n < N —1, s € S. Dabei bedeutet a = 1 ,,Maschine ersetzen*

und a = 0 ,,Maschine weiter betreiben“.
(iv)
q(s,s) fiir a=0,
q(0,8")  fiir a=1.

Pu(s;a,s") =
Dabei ist q(-, -) eine Ubergangswahrscheinlichkeitsfunktion, so dass
P(Lyy1 = 8|1, = s) = q(s,s)
ist.
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—c(s) fiir a=0,
—k—1¢(0)  fiir a=1.
Dabei gibt ¢(s) die Betriebskosten (in GE) fiir eine Maschine in Zustand s an, und k (in GE)

die Ersetzungskosten. Die negativen Vorzeichen bedeuten, dass Kosten als negative Gewinne

interpretiert werden.

(vi) Vn(s) €R, s € S, ist der Restwert der Maschine am Ende des Planungshorizontes.

Die zugehdrige Optimalititsgleichung lautet gemdif (4.3) aus Satz 4.13 fiiralle 0 < n < N — 1:

M

M
Vals) = max{—c(s) + 3 a(s,5") Va1 (), —k — c(0) + 3 (0, 8 Va1 ()},
s'=0 s'=0

wobei der erste Term zur Aktion a,, = 0 und der zweite Term zur Aktion a, = 1 gehort.

Es ist in diesem Kontext natiirlicher, die erwarteten Gesamtkosten G, (s) := —V,(s) zu betrach-

ten. Dann gilt

Gn(s) = min{J,(s),k+ J,(0)}, wobei 4.9)
M

Ja(s) = c(s)+ Z q(s,s)Gny1(s).
s'=0

Der erste Term in (4.9) gibt die erwarteten Folgekosten bei Nicht-Ersetzung an, der zweiten Term

die erwarteten Folgekosten bei Ersetzung.

Seien nun
VO<n<N-1: M, = {s|Ju(s) >k+ J,(0)} und
" min M, M, # Q)a
s, =
0, M, = 0.
Dann sind optimale Entscheidungsfunktionen fg, fr, ..., fx_, gegeben durch
1, s> 8k,
fals) = "
0, 5 < 8.

Man ersetzt die Maschine zu dem Zeitpunkt n, an dem der Verschleifs sy, erstmals die Eingriffs-

grenze sy, erreicht oder iiberschritten hat.

Dabei wurden die folgenden Annahmen implizit vorausgesetzt.
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(Al) c(s) <c(s+1)

(verschlissene Maschinen erzeugen héhere Betriebskosten),

(A2) Vi(s) > V(s + 1)

(verschlissene Maschinen haben niedrigeren Restwert),

(A3) YO <i < M: M (s, ) < SN q(s +1,6)

(der Zustand einer Maschine verschlechtert sich systematisch).
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