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Vorbemerkungen

Das Material zu diesem Skript habe ich zum Teil im Rahmen meiner Vertrgpooigssur an der
Technischen Universitat Clausthal im Sommersemester 2011 zusammé#ny¥siere wichtige
Quellen waren das Skript Gber inferentielle Likelihoodtheorie von Prafd®@Giani (Deutsches
Diabetes-Zentrum Dusseldorf) und das Skript iber Wahrscheinlishdehnung und Statistik von
Dr. Wolfgang Meyer, Forschungszentrum Julich, sowie die Arbeiten &hAProjekt, die auch
Niederschlag in meiner Diplomarbeit an der Fachhochschule Aachenjuigidilich gefunden
haben. Allen Lehrenden, die mich in Julich und Disseldorf begleitet hab&chte ich herzlich
danken.

Fur die Manuskripterstellung danke ich Mareile GroRe Ruse und Kons@ctiitdknecht.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anjexge zur Verfiigung.
Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehdorigen Stellen.



Verzeichnis der Abklrzungen und

Symbole

Das Mal¥ ist absolutstetig bezliglich des Malies

Betafunktion,B(p,q) = I'(p)I'(q)/T'(p + q)
Eineo-Algebra tUbeK?, haufig: Das System der Borelmengen ¥on

Kleinste ganze Zahl groRer oder gleich
Chi-Quadrat Verteilung mit Freiheitsgraden
Komplement der Mengé/

Dirac-Maf3 im Punkte:

Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariabie
GroRte ganze Zahl kleiner oder gleigh

Gammafunktion]'(z) = [, ¢*~te~tdt, > 0

Gleichheit in Verteilung

Bildbereich einer ZufallsgroR&
Einheitsmatrix imRP*P

independent and identically distributed
Indikatorfunktion einer Mengé/
Infimum der Menge\/

Raum der beziglich des MalResntegrierbaren Funktionen
Raum der bezlglich des Mal3esgjuadratintegrierbaren Funktionen
Lebesguemal al



AT Lebesguemal’ ali”
L(X) Verteilungsgesetz einer Zufallsvariable
LFC Least Favorable Configuration
p(yi,0) Likelihood von Beobachtungseinheitintere
) (Gemeinsame) Likelihood der Gesamtstichprobe uhter
(s, 0) Log-Likelihood von Beobachtungseinheitinterd
) Log-Likelihood der Gesamtstichprobe unter

N(u,0?) Normalverteilung mit Parametegnund o

d Verteilungsfunktion deA/ (0, 1)-Verteilung
o(+) Verteilungsdichte deN (0, 1)-Verteilung
- schwache Konvergenz

{(y;,0)  Score-Funktion an Beobachtungseinheinterd
L(y,0) Score-Funktion an der Gesamtstichprobe uéter
(-, gk Standard-Skalarprodukt ifR*

sp(A) Spur der MatrixA

sup M Supremum der Menga/

Supd F)  Trager der Verteilungsfunktioft

AT Transponierte der Matri¥ (analog fur Vektoren)

UNI[a,b] Gleichverteilung auf dem Interval, b]
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Kapitel O
Einfuhrung und Belispiele

Die Regressionsrechnung beschéftigt sich mit der Analyse von (syiteh@en) Zusammenhan-
gen einer (univariaterdielgréf3e (Response-Variabl®) und einer Menge voh erkldrenden Va-
riablen (Kovariablen, RegressoreR),, ..., Xi. Anders als z. B. in der Physik, die deterministi-
sche GesetzmalRigkeiten der Fogre= f(x1,...,z,) Mitz = (z1,...,2z,) als ,Eingabe” undy

als ,Ausgabe“ zum Gegenstand hat, legt die Statistik zufallige ,Stérungerunde (Messfeh-

ler / -ungenauigkeiten etc.). Damit ist die Ausgabe / Respdhatso eine Zufallsvariable, deren
Verteilung von den Kovariablen abhangt.

Ziel der Regressionsanalysst die Untersuchung des Einflusses der erklarenden Variablen auf
den Mittelwertder Zielgréf3e. Wir modellieren also

EY| X1 =21,..., Xk =] = f(z1,...,2k).

Die VariablenYy, ..., Y,,, die eine Stichprobe der ZielgréRe beschreiben, lassen sich dann stets in
eine systematische und eine stochastische Komponente zerlegen:

Y, = E[Y”XZJ =Ti1,--- ,X@k = :L‘i,k} +é& = f(l'i,b cee ,l’“c) + &; mit E[&L] =0,1<i:<n.

Der Vektor#; = (z;1,...,2;)) heilt ,Kovariablenprofil‘bei deri-ten Messung und; heif3t
Fehlertermbei deri-ten Messung. Die (verallgemeinertdijearenRegressionsmodelle wahlen

speziellf als eine lineare Funktion in den Werten (Realisierungen) der Kovariablen.

Definition 0.1 ((Verallgemeinertes) Lineares Modell)

SeienX := (Xy,...,X3), @ := (z1,...,2;) undn := g(E[Y|X = 7]).

Modellannahmen = By + Zle Bjzj. Dabei heilltg die Link-Funktion 3, der Intercept
(B1,...,Bx) " der Vektor der Regressionskoeffizient@die Parameter des Modells!) und
X1,..., X, werden auch alsinabhéngige VariableandY als dieabhéngige Variablbezeichnet.

Schema 0.2Ubersicht tiber GLMs)
GLM steht fur ,generalized linear model* bzw. verallgemeinertes linedieslell.



Modell Skalenniveau voiy’ Link-Funktiong
ANCOVA (MLR) stetig id. ()? hat stetige Komponenten)
ANOVA stetig id. (X rein kategoriell)
log-linear Y € (0,00) 1 :=Ellog(Y)|X = i
Poisson Y eN log
logistisch dichotom logit(z) = In(z/(1 — z))
Cox Zeitspanne n = In(h(t)),
(proportional hazards h(t) Hazardfunktion

Tabelle 1: Ubersicht tiber verallgemeinerte lineare Regressionsmodelle

Beispiel 0.3(Realdaten)
Mietspiegeldaten, siehe Skript.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Entscheiden unter Unsicherheit, statistische Modelle

Beim Ubergang von déahrscheinlichkeitstheorieur mathematischen Statist#nd zwei wich-
tige Anderungen zu ,verkraften*:

(1) Die Modellbildung erfolgt typischerweise auf dem ,Ausgaberauméiidbereich) von Zu-
fallsgréfZen, nicht auf deren Definitionsbereich (,Grundraum®).

(2) Statt eine einzige ,richtige” Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Esg@b3eY aus dem
Grundraum(£2, F,P) herzuleiten, wird eine Familie von indizierten Wahrscheinlichkeits-
mafenPy)sco betrachtet und es wird zu ermitteln versucht, fir weladhdas Mal¥P, die
(unbekannte oder nur teilweise bekannte) Verteilung Yogemal gewisser Kriterien am
besten / hinreichend gut beschreibt oder fur welglike VerteilungP, ,.kompatibel” mit
Realisierungery vonY” (Beobachtungen, Stichproben) ist.

Wir werden etwas konkreter: In déVahrscheinlichkeitstheorist das grundlegende Objekt der
Wahrscheinlichkeitsraur(€2, 7, P). Zufallsvariablen sind messbare Abbildunggn: Q@ — ).
Typischerweise berechnet mal{Y) = PY = P o Y !, ein WahrscheinlichkeitsmaR adf,
genannt die ,Verteilung voi“.

Veranschaulichen wir uns dies durch ein elementares Beispiel, das pesliga Wirfelwurfs.
HieristQ = {1,...,6}%, F = 2%undP = (UNI{1,...,6})%. SeiY : Q — {2,...,12} = Y die
Augensumme. Dann ist fijre )

PY({j}) = P(Y =})
= Plwe:Y(w) =7},

2. B.PY({7}) = P(Y = 7) = P({(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6,1)}) = 6/36 = 1/6.
In der Statistiklautet die Aufgabe nun indes, Riickschliisse (InferanflP bzw.PY nur aufgrund
von Beobachtungel = y zu machen. Zum Beispiel kdnnte man sich die Frage stellen, ob die
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beiden Wirfel tatsachlich ,fair* sind und dazu das obige Experimentaterholen und die
Ausgange in einer Strichliste festhalten.

Bezeichne daher format eine ZufallsgroRe, die den mdglichen Ausgang eines Experimentes
beschreib@ Da man die statistischen Schlisse Ubeur vermittels der Stichprobg = y zieht,

liegt es nahe, den Bildrauron Y nunmehr zum grundlegenden Objekt zu machen. Sei also von
nun an) der zuY gehdrige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller mdglichen Realisierungen
vonY undB()) C 2V einec-Algebra tber). Die Elemente vorF heiRen messbare Teilmengen
von) oder Ereignisse.

BezeichnePY die Verteilung vony . Es geltePY € P = {Py : 0 € ©}. Der Wertd kann als der
unbekannte und unbeobachtbare Zustand der Natur interpretiegnverd

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (¥, B()), P) mit Y # () eine nichtleere Mengd3())) C 2V eineo-Algebra tibery
undP = {Py : # € ©} eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaRen B(J’) heil3t statistisches
Experiment bzw. statistisches Modell.

Falls® C R* k € N, so heiR(), B(Y), P) parametrisches statistisches Modéllc © Parame-
ter und®© Parameterraum.

Appell: Obschon der eigentliche ,Grundraum® (der Definitionsbereich¥oulie ,Zielpopulati-
on“) in der zentralen Definition_1Il. 1 nicht mehr explizit auftaucht und awstan einigen wenigen
Stellen im Skript fir mathematische Zwecke gebraucht (und danmnhiezeichnet) wird, so
sollte man sich insbhesondere in der Praxis doch stets und sténdig aucf iheKlaren sein
(,Reprasentativit®) !

Beispiel 1.2

a) In einem grofRen industriellen Produktionsprozess interessiert desdhussanteil, d.h., der
Anteil fehlerhafter Produktionstiicke. Es wird zu diesem Zweck eine Sthnpom Umfang
n zufallig aus den gefertigen Produktionsstiicken entnommen. DienZ&hIN ist von der
Geschaftsfihrung vorgegeben worden. Ihr wird nach Beendigused@ualitatsprifung mit-
geteilt, wie viele der, gepriften Teile sich als Ausschuss erwiesen haben.

,{0,...,n}, B(Y) = 2% (Potenzmenge]Py)gco = (Bin(n,p))o<p<1,© =[0,1] > p = 6.

b) Man nehme an, das Merkmal “Intelligenzquotient” sei in einer Zieldation (z.B der Bevol-
kerung Frankreichs) normalverteilt. Man ist aus demoskopischeméni an Erwartungswert
und Varianz dieser Normalverteilung interessiert. Dazu fuhsernufallig ausgewahlte Ein-
wohnerlnnen Frankreichs einen Intelligenztest unabhéngig vondaramnter standardisier-
ten, kontrollierten Bedingungen durch. Fir jede(n) Teilnehmerin ¢gjith daraus ein Wert

Iwittingd (1985): ,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu eineth@gdung* [...] zusammengefasst.
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ihres/seines Intelligenzquotienten.
y=R" B(y) = B(Rn)7 O =Rx RZ(L 0= (N702)7 (]P)G)@G@ = ((N(M, 02))n)(u,02)€®‘

Kritikpunkte: Der IQ kann weder negativ noch unendlich grof3 werden, noch karar \&grt
aus einem Intervall angenommen werden, da die Berechnungsfoumalf rationalen Zahlen
basiert.

Hier ist das statistische Modell also nur eine n&dherungsweise Beschrpibes tatséchlichen
Vorgangs in der Natur! Allgemein ist jedes Modell (nur) eine Abstraktiar\/deklichkeit.

¢) In einem landwirtschaftlichen Forschungsinstitut werdeimterschiedliche Weizensorten auf
jeweilsn Feldstiicken angebaut. Man ist an Unterschieden im mittleren Ertrag desrSiater-
essiert. Dazu nimmt man an, alle fnal n) Ertragsmessungen seien stochastisch unabhangig
und jeweils normalverteilt mit einem Sorten-spezifischen Mittelwerdt < ¢ < k. Die Va-
riabilitat der Messungen sei rein technisch bedingt und daher bei allendl n) Messungen
identisch sowie bekannt. Ein etwaiger “Feldeffekt” auf den Ertrag existigeht bzw. sein von
vernachlassigbarer Gré3enordnung.

Y=R"" BY)=BR"), ©=RF0=(u,....m) = [i

n
(Pg)oco = ®Nk(ﬁ, o? - Iy),0? > 0 bekannt
=1
i
= Nnk 702In-k
i

Die Messwerte werden hier typischerweise in Matrixform vorliegen.

Statistische Inferenbeschéftigt sich damit, Aussagen (ber die wahre VerteilBhgozw. den

wahren Parametérzu gewinnen. Speziell formalisieren wir dies durch Entscheidungspneble

Definition 1.3

Es sei(),B(Y), (Py)sco) ein statistisches Modell. Eine Entscheidungsrégekine messbare
Abbildungé : Y — (A, A). Der Messraum( A, A) heildt AktionsraumJede Funktion loss
© x A — Ry, die messbar im zweiten Argument ist, heil3t eine Verlustfunkas Tupel
(V,B(Y), (Pg)oco, A, A, loss) heildt ein statistisches Entscheidungsproblem

Das Risikoeiner Entscheidungsregélbei Vorliegen des Parametefisist der (unterd) erwartete

Verlust vony, also

R(8,5) := Eq[losg0,6)] = /y (0550, 5(y) Py (dy).



Beispiel 1.4

(a) Punktschatzung
Sei(Y, B(Y), (Pg)geco) = (R™, B(R™), (N'(0,1)*™)pco=r)-
Unsere Aufgabe sei, einen reellen Wekt é(y) anzugeben, der den unbekannten Parame-

ter @ aus der Realisierung = (y1,...,v,) ' “moglichst prazise schatzt”

Wir formalisieren dies als statistisches Entscheidungsproblem, indem @i, 22()), (Py)gco)
den Aktionsraunf4, A) = (R, B(R)) sowie den quadratischen Verlussg6,a) = (6 —
a)?,a € A = R, hinzufiigen. Betrachten wir nun speziéll) = g, = n=' 37, ;, S0

errechnen wir
R(0,0) = Eo[(0—Y,)*]

= Eg[0* —20Y, + Y]
92—2e2+(02+3)=3,

n n

daky[Y,}] = (Eg[Y,])? + Var (Y,) istund Vap (Y,,) = n~2 377, Vary (Y;) = 1/n gilt.

(b) Hypothesentest:
Unter dem Modell auga) mochten wir entscheiden, ébin einem vorgebenen Teilbereieh C R
liegt oder in®; := R\ ©( (sowohl©® als auch©; seien nicht-leer).
Der Aktionsraum besteht hier nur aus zwei Elementes, {ag, a; }. O.B.d.A. kann als@4, A) =
({0,1}, 2{9:1}) gewahlt werden. Eine sinnvolle Verlustfunktion ist gegeben durch:

losg(0, a) = 01 1{a—1 6c0,} + {2 1{a=00c0,}
fur nicht-negative reelle Konstantéhn und/,.

0Py(3(Y) =1), fallsf € Oy,

= R(0,0) = {
0,Py(5(Y) =0), fallsé € ©;.

Die sogenannte “Typl-Fehlerwahrscheinlichkeit” wird also ndit und die sogenannte “Typll-
Fehlerwahrscheinlichkeit” mit, gewichtet. Es ist auch moglicld; = ¢;(0) und le = ¢5(6)
vom Wert des Parameters abhéngig zu machen, um “schwere” Rsbleidungen starker zu
“bestrafen”.

Um eine Entscheidungsregel auszuwahlen bedarf es nun Vergleiehisk zwischen konkurrie-

renden Entscheidungsregeln. Da das Risiko vom unbekannten Parabigiagt, kann eine lokal
(auf®@* C ©) “gute” Entscheidungsregel in Bereichen au3erhalb®bdrurchaus sehr schlechte
Eigenschaften haben.



Definition 1.5

Es sei(V, B(Y), (Py)gco, 4, A, losg ein statistisches Entscheidungsproblem. Fernergdegine
Menge (konkurrierender) Entscheidungsregeln, also eine MengeAbbildungen vor)) nach
(A, A).

a) Die Entscheidungsregé] heif3t besseals die Entscheidungsreg#l, fallsve € ©: R(6,6;) <
R(6,62) gilt und falls einfy € O existiert mitR(6y, 1) < R(6o, J2). Eine Entscheidungsregel
0* € M heil3t zulassign M, wenn es inM keine bessere Entscheidungsregel gibt.

b) §* € M heil3t gleichmaRig bestentscheidungsregel iM, falls

VO €O :V5 e M: R(0,6) > R(0,6%).

¢) Eine Entscheidungsregé&l heildt minimaxn M, falls

sup R(0,0%) = inf sup R(0,9).
0cO deEMpeo

d) Der Parameterraun® trage dieo-Algebra Fg, die Verlustfunktion loss sei produktmessbar
und® — Py(B) sei messbar fur all& € B()).

Seir ein Wahrscheinlichkeitsmal aifd, F¢ ), dass die Unsicherheit tiber den Parameter vor
Experimentbeginn ausdruckt (a priori-Verteilung vénwobeid eine Zufallsvariable bezeich-
net, deren Realisierung der Parameterwgist). Das mitr assoziierte Bayesrisikmné € M

ist gegeben durch

R.(8) = E.[R(9,0)]
- / R(6, 5)x(d6)
(€]
= //Ioss(@,é(y))lp’e(dy)ﬁ(dg)
eoJy

0* € M heildt Bayesregadder Bayes-optimah M (beziglichr), falls

R:(0%) = inf R.().

(6%) = inf Ra(9)

e) Istvfh € © das MalP, absolutstetig beziiglich und istr absolutstetig beziiglich mit Dich-
ten fys—g bzw. fy, so definieren wir die a posteriori-Verteilurges Parameters (in Zeichen:
PYIY=¥) vermittels der folgenden-Dichte:

_ f9(9) - fri=e(y)
Jo f5(0) fyg—g(y)v(df)

fojy=y(0)

(Bayesformel flr Dichten).



f) Erhalten wir bei Wahl einer parametrischen Klasse von a priori-Vertgken fir ein statisti-
sches Modell dieselbe Klasse (nur mit “upgedateten” Parametern) ptsséeriori-Verteilungen
zurlick, so nennt man die entsprechenden Verteilungsklassen ieohjug

Fur komplexere Modelle ohne konjugierte Verteilungsklassen ist dieBeuweag von a posteriori-
Verteilungen in der Regel nur numerisch maoglich; es kommen dabenaogte Markov Chain
Monte Carlo (MCMC)-Algorithmen zum Einsatz. In der Praxis sind Bayesthe Methoden
sehr beliebt (siehe Kapitgl 5).

Satz 1.6(Kriterium fur Bayes-Optimalitat)
Eine Regeb* ist Bayes-optimal, fall§*(Y") = argmin E [losg¢, a)|Y] fast sicher, d. h.,
acA
E[losg¥, 6" (y))|Y = y] < E[losg4d,a)|Y = y]Va € A und fir fast alley € V.
Beweis: Seid eine beliebige Entscheidungsregel. Dann ist

R (0) = E[E[losg?,5(Y))|Y]] > E[E[losgd,6*(Y))[Y]] = R (6").

Korollar 1.7

Sei das statistische Entscheidungsproblem (Schatzprolpden®)()), (Ps)scocr, R, B(R), loss

gegeben.

(a) Furlosg6,a) = (f—a)? istdie bedingte Erwartung [¢|Y'] (also der a posteriori-Mittelwert)
Bayes- optimaler Schatzer von= 6 beziglich der a priori-Verteilung .

(b) Firlosg6,a) = |6 — a| ist jeder a posteriori-Median, d.h. jedds mit P(9 < 6,]Y) >
undP(9 > 9}|Y) > % (jeweils fast sicher) Bayes-optimaler Schatzer.

No|—

Beweis: L,-Projektionseigenschaft der bedingten ErwartuhgsMinimierungseigenschaft des
(eines) Medians. |

1.2 Grundlagen der Schatztheorie

Definition 1.8

Essei(Y, B(Y), (Py)sco) ein statistisches Modelh, € N, o(0) mitp : © — RP ein (abgeleiteter)
Parameter und loss eine Verlustfunktion.

Das statistische Entscheidungsproblé B(Y), (Pg)sco, RP, B(RP), loss heiRtSchatproblem

far o(0).

Eine Entscheidungsregél: Y — RP? heistSchatzorschrift, die ZufallsgroRé(Y') heilstSchat

zer flr o(0) und der Werth(y) € R? heildtSchatavert fir o(¢) gegeben die Beobachtung= y.

b(5,0) :=Eg[6] — o(f) heiBtVerzerung (endisch: bias) vong bzw.4(Y').

Der Schatzep(Y') heil3terwartunggreu bzwurverzerrt, fallsvé € © : b(p, 6) = 0.
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Lemma 1.9(Bias-Varianz-Zerlegung)
Unter den Gegebenheiten von Definition 1.8;sei 1 und loss der quadratische Verlust, d.h.

losg6,a) = (0(8) —a)?, a € A C R

(a) Das quadratische Risiko eines Schéatz#ng) mit endlicher Varianz lasst sich zerlegen in

Eo[losg0, 0)] E5[6 — o(0)] + Varg ()

= b%(0,0) + Vary (9).

(b) Das quadratische Risiko eines erwartungstreuen, quadratintdgmien, reellwertigen Schét-
zers ist seine Varianz.

Beweis: Teil (b) ist eine unmittelbare Konsequenz aus Teil (a). Zum Beweis Vare¢anen wir

Ey[loss(6,8)] = Eo[(6— 0(6))?]
= Ep[(5)* - 200(0) + (0(0))?]
= Ey[(0)?] — 20(0)Eq[0] + (0(6))?
— Vary (9) + {E3[4] — 20(0)Eg [0] + (0(6))*}

= Vary () + E5[o — 0(6)], da Vag (9) = Eg[(0)*] — E5[d]-

Definition 1.10 (Wilinschenswerte Eigenschaften von Schéatzern)
Sei (V,B(Y), (Py)oco, R, B(R), losg ein Schatzproblemg(#) der interessierende (abgeleitete)
Parameter und eine Schatzvorschrift.

(a) Der Schatzep(Y) heiBRterwartunggreu, fallsEq o] = o(6) V0 € © gilt.

(b) Falls o*(Y") erwartungstreu ist, so hei3t (V") efizient(bzw.UMVU), falls (70 € ©):

Varg (0*) = inf Varg (9) .

0:0(Y") erwartungstreu

(c) Istn € N ein Stichprobenumfang urd C R™, so heiR(Y') = 9, (Y") korsigentbzw.stark
korsigent, fallsg(Y') — o(0) fur n — oo Py-stochastisch bzvigy-fast sicher.

(d) Der Schatzep(Y') heif3t asymptotisch normalverteilt, falls< Vary (9) < oo und

L (Q(Y)_EG[Q]> 5 N(0,1) unterPy.
Varyg (9) n—o0
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Definition 1.11

Ein statistisches Mode(lY, B(Y), (Pg)sco) heildtdominiert (vom Maf3:), falls es einr-endliches

MaR . auf B()) gibt, so dass fir alld € © das Wahrscheinlichkeitsmdf absolutstetig beziig-
lich p ist (in Zeichen¥6 € © : Py << u). Die durché parametrisierte Radon-Nikodym-Dichte

dP
Z(y,0) := de(yw €0,y

hei3tLikdihoodfunkion (an der Stichprobenrealisierurig = y).

Besteht die Stichproldé = (Y7, ...,Y,,) " aus stochastisch unabhéngigen ZufallsgréBgn. ., Yy,

so gilt
Z(y,0) = [ [ »" (v, 0)
=1
wobei -
, apry
V< <n:pW(yi0) = —l (1), 0 € ©
,u

die Likelihoodfunktion dei-ten Beobachtungseinheit bezeichnet ipd= ;" , Pe(i) ein Pro-
duktmal ist. Analog bezeichnen wir dann mit

V1 <i<n:l9(y,0) :=logp® (y;, 0)

die Log-Likelihood an dei-ten Beobachtungseinheit und mit
L(y,0) =log Z(y,0) = > £ (y;,0)
=1

die Log-Likelihood an der Gesamtstichprobe.

Bemerkung 1.12

(i) Die Familie aller stetigen Verteilungen a(R™, B(R™)) ist dominiert von dem-dimensionalen
Lebesguemal™. Jedes statistische Modell auf einem abzahlbaren Stichprobenpaisn
dominiert vom Z&hlmaf3. Andere dominierende Mal3e werden in diesksifog bis auf
Weiteres nicht vorkommen.

(i) Die Bezeichnungen fur (Log-)Likelihoodfunktionen einzelner Beafoagseinheiten bzw.
der Gesamtstichprobe sind in der Literatur hochst uneinheitlich. Die hieéhéte Notation
lehnt sich an_Spokoiny and Dickhaus (2015) an.

Definition 1.13
Es sei(YV,B(Y), (Pg)geco) Mit © C R* ein vonyu dominiertes statistisches Modell mit Log-
LikelihoodfunktionZ(y, 6).
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Falls 0 — L(y, 0) fur u-fast alley in 6y differenzierbar ist, nennen wir

Y ;L(y,eﬂgzgo =: L(-,0y) Scae-Funkion,
wobeid/(06) den Gradient-Operator (Vektor der partiellen Ableitungen) bezeichnet.
Die (k x k)-Matrix
1(6o) := Egq [L(:,00)(L(:,60))"]

heil3tFisherInformaion im Punktel,.

Beispiel 1.14
Wir betrachten das Normalverteilungsmod@, B(R), (N(M702))(u,02)eRxR>o) far eine reell-
wertige Beobachtungseinheit. DieDichte von\ (i, o2) ist gegeben durch

RV
(y u))

NT
202 )

=p(y,0); 0 = (u,0

exp(—

f,u,a'2 (y) = \/%U

Wir berechnen die Fisher-Information im PunKie, o2) =: 6, und erhalten

_ 1 (y—n)?
E(y’ 9) - ln( \/%O_) 20-2 ’
ol,y) _ y—n
o o2’
oue,y) _ (y-w?-o> _ (y-p?® 1
Oo? 204 204 202

(y_’iO)2 (y—MGO)3 _ (y—f)
5 5 o, 20, 20,
= f(yveo)(g(y,eo))T | (y—po)? 0 (y—p0) [(yg#O)Q—ag]QO

4 1 g
204 20, 4o

Lemma 1.15

Es seienyy, ..., Y, ZufallsgroRRen, die stochastisch unabhangige Experimente mit ein und der
selben Parametermenge C R” induzieren. Existiert fir alld < j < n die jeweilige Fisher-
InformationI; bezuglich des dominierenden Mafjgsauf ganzo, so existiert die gemeinsame,
vonY = (Y1,...,Y,)" erzeugte Fisher-Informatiofiund es gilt fiir allef € © :

Beweis: Die gemeinsame Log-Likelihoodfunktion ist gegeben durch
L(y,0) =Y t(y;,0) bezuglich & p;.
=1 =
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Nach Voraussetzung i€f(y, #) zudem fast Gberall differenzierbar mit Score-Funktion

n

Jj=1

Nach Ubungsaufgabe gilt zudep [((Y;,0)] =0 V1 < j < n. Damit errechnen wir:

Eo[L(Y,0)(L(V.6))T] = Eq Kiém,e)) (ié(m,ef)]
i=1 j=1

= S S B[V, 0) (i(Yin, 0)) ]

k=1m=1

= S B [U(Y;,0)(6(Y5,0) ]
j=1

Satz 1.16(Cramér-Rao-Schranke)
SeienY, B(Y), (Pg)geco) Mit© C R* k € N ein statistisches Modelb, : © — R differenzierbar
in 6y € ©\ 00 und (YY) ein erwartungstreuer Schatzer fi(d). Fur alle 6 in einer Umgebung
vond geltePy << Py, .
Ferner sei das Modell regular im Sinne von Definition 2.7.1 in_Spokoinyzaokhaus [(2015).
Dann gilt:

g, [(8 — 0(60))?] = Varg, (8) > (I(6o) " 0(6o), 6(60)) -

Beweis: Vgl. Abschnitte 2.7.1 und 2.7.2lin Witting (1985) sowie Abschnitt 2/7 in Spokomy/@ickhaus

(2015). [
Beispiel 1.17
SeiY = (Y1,...,Y,) " nachN (u, 0?)®" verteilt. Dabei sejx € R der Parameter von Interesse

undo? > 0 bekannt.
Seiji(Y) = Y, = n~! 3", Vi. Dann ist/i(Y) erwartungstreu und es gilt Va(i) = < und

I(p) = 2% nach Beispiel 1.14 mit Lemrha 1]15. Alsojistramer-Rao effizient, denn= id.

Bemerkung 1.18

Die Cramér-Rao Schranke ist nur in Exponentialfamilien scharf, vglciigt 2.7.4 in Spokoiny and Dickhaus
(2015).

1.3 Grundlagen der Testtheorie

Wir greifen Beispie[(1.l4.(b) noch einmal auf und studieren Testprobl@iéinare statistische
Entscheidungsprobleme: Gegeben zwei disjunkte, nicht-leere Teilm@&ag®nvonP = (Py)gco
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mit Py U P; = P ist eine Entscheidung dariiber gesuchtPdbzu P, oderP; gehort. FallsP
durch@ eineindeutig identifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermitietsl Teil-
mengend, und©; von © mit ©y N ©; = ) und©y U ©; = © formalisiert werden.

Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:0c0©y versus H;:0c ©; oder

Hy:PY e Py, versus H;:PY ePi.

Die H;,i = 0,1 nennt man Hypothese#, heil3t Nullhypothesefi; Alternativhypothese / Alter-
native. Oft interpretiert ma#/, und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums, d.
h.,HyU H; = © und Hy N Hy = (). ZwischenH, und H ist nun aufgrund vomy € ) eine Ent-
scheidung zu treffen. Die dazu bendétigte Entscheidungsregel nenrgimen statistischen Test

Definition 1.19 (Statistischer Test)
Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

o (y,B(y)) — ({07 1}7 2{071})'
Konvention:

¢(y) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung Hit,

¢(y) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{y € Y : ¢(y) = 1} heil’t Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) vorkurz: {¢ = 1}.
{y € Y : ¢(y) = 0} heilBt Annahmebereich van kurz: {¢p = 0} = C{¢ = 1}.

Problem:Testen beinhaltet mdgliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art @-Fehler, type | error): Entscheidung fif;, obwohl Hy wabhr ist.

Fehler 2. Art B-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung voH,, obwohl H; wabhr ist.

In der Regel ist es nicht méglich, die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehlemd 2. Art gleichzeitig
zu minimieren. Daher findet in der frequentistischen Statistik eine asymmetBstrechtungs-
weise von Testproblemen statt.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eineegepene obere Schranke
(Signifikanzniveau, englisch: level),

(i) Unter der MaRRgabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fiir Fehlekr2 = ,optimaler*”
Test.

Eine (zum Niveawy) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von
H, getroffen werdens Merkregel: ,Was nachzuweisen ist stets als Alternatiqeformulieren!*.

13



Bezeichnungen 1.20

() Bs(0) = Eg[¢] = Po(6(Y) = 1) = [}, ¢dP, bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tesgtin Abhangigkeit vorf € ©. Fiir 0 € O, heil3tf4(0) Gutefunktion
von ¢ an der Stellg. Fiir § € ©q ergibt 34(0) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit van
unterd € Q.

Fur a € (0, 1) vorgegeben heif3t

(i) ein Testp mit 5,(0) < o flr alle § € Hy Test zum Niveau,

(i) ein Testp zum Niveaur unverfélschtfalls 54(0) > « fir alle § € H;.

(iv) ein Testp; zum Niveaur besserals ein zweiter Niveau- Testeo, falls 84, (6) > 54, (0)
furalle € Hy und36* € Hy mit By, (0) > By, (6%).

Wir betrachten in der Folge in aller Regel die Mengé der Niveaux-Tests mit der Risikofunktion
R(0,9) =1—4(0), 8 € ©1. Unter diesen Pramissen ist das Testproblem (aufgefasst als statisti-
sches Entscheidungsproblem) dann bereits vollstandig spezifizielt @r5(Y), (Pg)oco, Ho)-

Definition 1.21 (p-Wert)

Sei (Y, B(Y), (Py)gco) ein statistisches Modell und sgiein Test fir das Hypothesenpahr£
Hy C ©versusH; = © \ Hy, der auf einer PrufgroR&” : )V — R basiert.¢ sei charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichp C R fur jedes Signifikanzniveau € (0, 1), so dass
o(y) =1 <= T(y) € 'y fury € Y gilt. Dann ist derp-Wert einer Realisierung € ) beziglich
¢ definiert als

—  inf  PYT(Y)€T,),
poly) = inf  PH(T(Y) €T)

wobei das WahrscheinlichkeitsmBR so gewabhlt ist, dass

P/(T(Y) € Ta) = sup By(T(Y) € Ta)

gilt, falls Hy eine zusammengesetzte Nullhypothese ist.

Bemerkung 1.22

(i) Falls Hy einelementig (,einfach®) und®y, = Py, ein stetiges Wahrscheinlichkeitsmal3 ist,
so gilt (in aller Regel)

pg(y) = inf{a: T(y) € Ty}
(i) p-Werte werden haufig auch als ,beobachtete Signifikanzniveaus'idiers.
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(iii) Sei 2 der Urbildraum vonY". Die Abbildungps(Y') : Q@ — [0,1], w — pg(Y (w)), lasst sich
als Zufallsvariable auffassen. Leider wird sie dennoch Ublicherweiselgiiitkuchstabe be-
zeichnet, um Verwechslungen mit (indizierten) Wahrscheinlichkeitsme®zubeugen. Es
muss also haufig aus dem Kontext heraus interpretiert werdep, ebp einen realisierten
Wert aus|0, 1] oder eine Zufallsvariable meint.

Definition 1.23

Unter den Voraussetzungen von Definifion 1.21 sei die Testst&figtik derart, dass die Mono-
toniebedingung

Vo € Hy: V01 € H :Yc € R: Py, (T(Y) > ¢) <Py, (T'(Y) > ¢) (1.2)

gilt. Dann heil3tp ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls fliaad€0, 1)
eine Konstante,, existiert, so dass

Bemerkung 1.24

(a) Die Monotoniebedingund (1.1) wird haufig so umschrieben, dass Tdststatistik unter
Alternativen zu grol3eren Werten neigt".

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehdrigehrkdeeiche sind gegeben
alsT,, = (cq, 00).

(c) Die Konstanter, werden in der Praxis bestimmt ubef = inf{c e R: P*(T'(Y) > ¢) <
a} mit P* wie in Definitio 121l (,am Rande der Nullhypothese"). ¥ einelementig und
Py, stetig, so gilte, = F.' (1 — «), wobeiFr die Verteilungsfunktion vofi (V") unter Hy
bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: {Jgitdt verscharftem)
(@.J) ist ein Test vom N-P Typ gleichmaRig (Uber @llec H,) bester Test flif, versus
Hi.
Lemma 1.25

Seig ein Test vom N-P Typ urigl unabhangig vorax. Dann gilt fir die Berechnung desWertes
einer Realisierung € ) bezuglichp, dass

poly) = P*(T(Y) > ) mit £*:= T(y).

Beweis: Die Ablehnbereich&’, = (¢4, o0) sind geschachtelt. Demnach windf{« : T'(y) €
I',} offensichtlich in[t*, co) angenommen. Aufgrund der Struktur dieses Ablehnbereiches gilt
fernerP*(T'(Y) € [t*,00)) = P*(T'(Y) > t*). |
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Anmerkung:lst H, einelementiglPy, stetig undy vom N-P Typ, so gilt mit den Bezeichnungen
aus Bemerkung1.24 und Lemina 1.25 fir glle ), dassp,(y) = 1 — Fr(t¥).

Satz 1.26(Testen mit denp-Wert)
Seia € (0, 1) einfest vorgegebenes Signifikanzniveau unél* stetig.Dann gilt die Dualitét

o(y) =1 = pyly) < a.

Beweis: Wir beweisen das Resultat hier nur fir Tests vom N-P Typ. Da die Funktien
P*(T(Y) > t) monoton fallend int ist und aufgrund der Konstruktion van, (siehe[1.24.c)
PYT(Y) > cq) < asowieflralleR 5 ¢ < ¢, : P*(T'(Y) > ¢) > a gelten muss, ispy(y) < o
gleichbedeutend mit* > ¢,. Das fuhrt bei einem Test vom N-P Typ aber gerade zur Ablehnung
von Hy. |

Bemerkung 1.27

(i) Der Vorteil vonp-Werten flr das Testen ist, dass sie unabhangig von einem a priori festge-
setzten Signifikanzniveauausgerechnet werden kénnen. Dies ist der Grund, warum alle
gangigen Statistik-Softwaresysteme statistische Hypothesentests UberedienBag von
p-Werten implementieren. Aus puristischer Sicht birgt das jedoch Prahlden man mit
dieser Art des Testens tricksen kann. Halt man aich namlich nicht anutéesgatistische
Praxis, alle Rahmenbedingungen des Experimentes (einschlielicigdd&&nzniveaus!)
vor Erhebung der Daten festzulegen, so kann man der Versuchliegeer,« erst a poste-
riori (nach Durchfuihrung des Experimentes und Anschauen dedtierenderp-Wertes) zu
setzen, um damit zu einer intendierten Schlussfolgerung zu kommeredeedehnen viele
Statistiker die in Safz_ 1.P6 gezeigte Art des Testens strikt ab.

(i) Die Interpretation degp-Wertes ist zu bedenken. DefVert gibt eine Antwort auf die Frage:
»Wie wahrscheinlich sind die gemessenen Daten, gegeben dass diepdulibge stimmt?*
und nichtauf die Frage ,Wie wahrscheinlich ist es, dass die Nullhypothese walyageben
die gemessenen Daten?”, obschon letztere Frage manchmal intetesgascheinen mag
und Praktiker ab und an dazu tendieren, geWert dahingehend umzudeuten.

1.4 Bereichsschatzungen und der Korrespondenzsatz

Es gibt Dualitaten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)pobldizmen / Konfidenz-
intervallen.

Definition 1.28
Gegeben sei ein statistisches Mod@ll B(Y), P = {Py : 6 € ©}). DannheilRC = (C(y) : y € V)
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mit C(y) € ©Vy € Y eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveaux fiir
0e® <—=VocO:Py({y: Cy)20}) >1—a.

Satz 1.29Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romanol|(2005) odergy\it$85)

(a) Liegt fur jeded € O ein Testpy zum Niveaw vor und wird¢ = (¢, 0 € O) gesetzt, so
istC(¢), definiert beiC'(y) = {0 € © : ¢p(y) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen
zum Konfidenzniveau— «.

(b) IstC eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniteaur und definiert man
¢ = (g9, 0 € O©) Ubergy(y) = 1 — 1, (0), so isty ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveaua, d. h., zum Niveau fur jedesd € ©.

Beweis:
Sowohlin (a) als auch in (b) erhditmai® € © : Vy € YV : ¢y(y) =0 <= 0 € C(y). Also isto
ein Test zum allgemeinen lokalen Niveawenau dann, wenn

VoeO: Py({¢gg=0})>1-a
& VoeO: Py({y: Cy)s60})>1—-«

& Cist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenznivéau a.

Bemerkung 1.30

(a) Die Dualitatoy(y) = 0 < 0 € C(y) lasst sich schon grafisch veranschaulichen, fadls
und © eindimensional sind.

(b) Ein einzelner Tesp zum Niveaw fur eine Hypothesé? kann interpretiert werden als
(1 — «)-Konfidenzbereich. Setze dazu

Cl - {@, falls ¢(y) = 0,

K=06\H, falls ¢(y) = 1.

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzberei€liy) einen Test zum Niveaufir eine Hypothese
H C ©. Setze hierzdé(y) = 1x(C(y)), wobei

1, falls ACB,
15(4) =
0, sonst.

fur beliebige Menge und 5.
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Abbildung 1.1: Dualitatyy(y) =0 < 0 € C(y)

Beispiel 1.31

Im GauBmodel(R", B(R™), (N (i, 0?)®™) ,er—0) Mit bekanrter Varianzo? > 0 sei ein mog-
lichst kleiner (beziglich des Lebesguemalies) Teilbereich der redalleseyesucht, der den un-
bekannten Erwartungswegitmit einer Wahrscheinlichkeit voii — o) iberdeckt und der nur von

y € R™ abhangen darf.

Losung: Die StatistikY;, ist suffizient fiiru, beinhaltet also samtliche Information, dié tiber

u liefert. Die Verteilung von/n(Y,, — p)/o ist N'(0,1). Damit istY,, unter u symmetrisch um
w1 verteilt mit exponentiell abfallender Verteilungsmasse zu beiden Seitenisf\lsin optimaler
Konfidenzbereich von der Form

mit 1 = [i(y) = y, und einer geeigneten Konstarigy).
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Wir berechnerk(y) vermittels der Niveaubedingung:

Yn—k,Yn+k]9u)é1—a

~
=

& Pﬂ(\/ﬁg > U”/\_/g > —\/ﬁg) —1-a
& ]P’M(—\/ﬁg <Z< \/ﬁg) =1-—a«, wobeiZ ~ N(0,1)
& BV~ d(—Vit) =1-a

k « k o
= @(\/’E*)Zl—* = \/ﬁg:le—am@k:ﬁzl—aﬂ

_ ~ o
= Cy) = |Un — %Zl—a/%yn + %ZI—Q/Q .

Bemerkung 1.32

a) Isto? > 0 unbekanntso liefert der Korrespondenzsaiz 1.29, angewendet auf-dest (Seite
201 in/Witting (1985), Test Nr. 2), dass ein optimalér— «)-Konfidenzbereich fir gegeben
ist durch

(y) _ ., 0(y)
C = |Un— —F=th11-a/2 Un + —=th 11« .
(v) Y Jn 11-a/2s Yn + n 1,1-0/2
b) Die Rechnung unter Beispiel 1131 hangt nicht von der konkretearBaonY,,, sondern ledig-
lich von der Tatsache ab, dagé:(Y,, — i) /o standardnormalverteilt ist. Sie kann also analog
fur andere Modelle mit normalverteilten suffizienten Statistiken durchgefigrden.

In Definition[I.10 haben wir asymptotische Normalitat als eine wiinschenskigeaschaft von
Punktschatzern kennengelernt. In Anknipfung an Bei§piel 1.31 ibingung mit Bemerkung
[1.32b) erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 1.33

Sei(Y™, B(Y)*™, (P )geocr*) €in Produktmodell mit Regularitatseigenschaften @) ein
asymptotisch normalverteilter Punktschatzer i R* in dem Sinne, dasg7(f,,(Y) — o) A
N(0,I71(6p)) unter fy. Seip : © — R eine stetig differenzierbare Abbildung mit Gradient

8(6) # 0.
Dann gilt:

N {Q(én(Y)) - 9(90)} B N(0,03,) unterBy, mitod = o(60) 1" (60)o(60) -
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Ist die Fisher-Information stetig, so ist ein Konfidenzintervall §{#y) mit asymptotischer Uber-
deckungswahrscheinlichkeit — «) gegeben durch

C(y) = [0(0a(v) + 210y /v
mit
6% = 60 ()T On(w)) [2(0,(v))]

Beweis: Abschnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano (2005).
Achtung: Der Gradient ist hier als Zeilenvektor notiert! |

1.5 Inferentielle Likelihoodtheorie

Definition 1.34 (Maximum Likelihood-Schatzer)

Es sei(V, B(Y), (Pg)oco) ein vonu dominiertes Modell mit Likelihoodfunktiafi(y, #). Der Pa-
rameterraum® trage diec-Algebra Fe. Eine Statistild(Y) mitd : (I, B())) — (0, Fo) heilit
MaximumLikdihood-Schatzer (MLE) vond, falls

Z(y,0(y)) = sup Z(y,0)
0cO

fur Py-fast alley € ) und allef € © gilt.

Bemerkung 1.35

(&) Weder Existenz noch Eindeutigkeit eines MLE sind ohne weitere Modalianen sicherge-
stellt.

(b) Bei einer Re-Parametrisierurtty— o(6) ist natiirlich 9(Y) := o((Y)) der MLE fiir o(6),
falls der MLEG(Y) existiert.

Beispiel 1.36

(@) Yi,...,Y, iid. mit Y ~ Poissorif), Y := (Y1,...,Y,)" mit Werten inNy. Der Parameter
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6 > 0 sei unbekannt.
n QYi
Z(y.0) = [ exp(-0)
=1

y;!

= L(y,0) = > {0+ (6) —In(yi))} = —nf +1n(6) Y g — > In(y,!)
i=1 =1

=1

0 I B _1 - ‘

. e 02
= 0y)=n 12%, da wl)(y,@) < 0.
i=1

(b) Allgemeines Regressionsmodell

SeiY = (Yi,...,Y,) . Furjedesl <i < ngelteY; = gp(;)+¢;. Dabei sind di€x;)1<j<n

deterministische, fest vorgegeben “Messstellep’eine deterministische, vom interessieren-

den Parametet) € © C R*, k € N, parametrisierte Funktion und dig;)1<;<, zufallige

iid. “Messfehler”, fur diee; ~ N(0,02) mito? > 0 gelte.

Damit giltVl <i <n:Y; ~ N(ga(x;),0?) undY; L Y; V1 <i#j<n.

Ubungsaufgabes> 6(Y) = argmin {3 (Vi — go(z;))?}, also gleich dem Parameterwert,
6O

der die Fehlerquadratsumme minimiert. Somit stimmt K{&f) mit dem Kleinste-Quadrate-
Schatzer fup tberein.

Satz 1.37(Asymptotik des MLE)

Es sei(Y", B(Y)", (P;")geo)n>1 Mit © C R* eine Folge dominierter (vop™) Produktexpe-
rimente mit eindimensionaler Loglikelihoodfunktiéfy, ) = log(%(y)), wobeiPy = P
gesetzt werde.

Es gelte:

(a) © ist kompakt und liegt im Inneren voro.
(b) VO # 6y : Py # Py, (Identifizierbarkeit)

(c) 0 — ((y,0) ist stetig auf© und zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebahgon 6,
furalley € V.

(d) Es githo,HQ S Ll(Pgo) undH; € LQ(P@O) mit

8e<y,e>‘ < Hily), i=1,2Wy €Y.

sup [¢(y, 0)| < Ho(y) sowiesup | =

0cO ocu

(e) Die Fisher-Information zu einer Beobachtung, also
1(00) = E@o [6(7 00)(£(7 00))—'—}

ist positiv definit.
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Dann ist der MLEd,,(Y), wobeiY = (Y,...,Y;)" mit Werten in)™, unterP,, asymptotisch
normalverteilt:

V(0,(Y) = 8g) 2 N(0, I(6) ™) unterPy, fiir n — oo.
Beweis: Siehe Abschnitt 6.5 in Lehmann and Casella (1998). |

Korollar 1.38
Unter den Voraussetzungen von Jafz11.3%,i$l") konsistent und asymptotisch Cramér-Rao-
effizient.

Bemerkung 1.39
Analoge Resultate existieren auch fir Produkt-Experimente mit ggfs.icimgheFaktoren.

Definition 1.40(Likelihood-Quotienten-Test)

Es sei(V,B(Y), (Pg)oco) ein dominiertes statistisches Modell mit Likelihoodfunktiofy, 6).
Das interessierende Testproblem sei gegeben diich- ©( gegenH; = ©1, ©¢ # Oy # (),
©p + ©1 = O. Wir bezeichnen

Ay o [1,00), A) = SiPoco Z(0)

Supéeeo Z(7 9)

als Likelihood-Ratio-Statistik und jeden Test der Form

1, falls A(y) > k
d(y) =<0, falls A(y) < k
Y(y), fallsAy) =k

fur £ > 1 und Randomisierungskonstant@y) € [0, 1] als einerLikdihood-Qudierten Test.

Bemerkung 1.41
Sindé bzw.6, Maximum-Likelihood-Schatzer fér wobeid in © bzw.0, variieren darf, so ist

~

Aly) = Z(y,0(y))

Z(y, 00(y))

Satz 1.42

Das Produktmodel(Y™, B(Y)", (P;"™")sco) erfiille die Voraussetzungen von Safz 11.37 tber die
Asymptotik von Maximum-Likelihood-Schétzern mit eindimensionalet lladihoodfunktior?(-, 9).
Die Hypothesenmeng®, liege in einem-dimensionalen Unterraum vad C R* mit0 < r < k,

wobeir = 0 dem Testen von Punkthypothegan= {6, } entspricht. Dann gilt

2log(An(Y)) =2 supZE(Y;,G) — sup ZE(YZ,GN) Lt Xi_,
0€0 ', 0€60 i—1
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unter jedem ProduktmalRy, = ngjn mitdy € O N[O \ 00)].
Insbesondere besitzt der Likelihood-Quotienten-Test

Ply) = 1{IOg(An(y))>X%k7r):(lfa)/2}

mit X%k_r)-u_a) dem(1 — )-Quantil vony?_ damit auf der Meng®, N [© \ 96] asymptotisch
das Niveaw € (0, 1).

Beispiel 1.43(Multinomialverteilung)

Wir betrachten eine Folge vanstochastisch unabhéngigen, gleichartigen Versuchen mit (jeweils)
k mdglichen Ausgangen.

Dabei trete der Ausgangfir 1 < i < k — 1 bei einem einzelnen Versuch mit Wahrscheinlichkeit
p; auf und wir definieren fernep;, := 1 — S5 ! p;.

SeiN;, 1 < j < k, die Zufallsvariable, die die Anzahl an Versuchen beschreibt, dersgahg
gleichj ist. Dann heiRt der Zufallsvektd¥ = (Ny,. .., N;)" multinomialverteilt mit Parametern
n,k —1undp = (p1,...,px—1) ', Wobei wirn undk als fest vorgegeben betrachten wollen, so
dassdim(©) = k — 1 gilt.

Genauer gilt

k—1
O ={(p1,..,pk—1) €[0,1]F1: > p; <1}
J=1

Als Likelihoodstatistik erhalten wir

Z(N,p) = Hp
H] 1NJ =1

und als MLE ergibt sich analog zum Binomialmodgll= N;/n, 1 < j <k —1.
Betrachten wir nun die Punkthypothe®g = {=} fir einen fest vorgegebenen Vekioe O, so
ergibt sich als Likelihood-Ratio-Statistik

wobei wir wiederr, = 1 — %" 7; setzen, und es giltlog(A.,(N)) 2, X4_, nach Satz 1.42.
Zur Durchfiihrung des resultierenden asymptotisch&iests kann die folgende Uberlegung hilf-
reich sein. Betrachten wir die Funktidn gegeben durch(z) = xlog(z/x) fUr eine fest vorge-
gebene reelle Zaht, € (0,1). Dann ist die Taylor-Entwicklung valaumx, gegeben durch
h(z) = (z — zo) + %(m — 20)% 4 o[(x — x0)?] fur z — o
Zo
und damit ist firp ,nahe bei* =
i Nj — TLﬂ'j)Q

2log(An(N)) = Qn MitQy = Z (

nm;
j=1 J
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Die Statistik@,, heil3t Pearson’'sche Chi-Quadrat Statistik. Es gilt praziser
2log(An(N)) — @, — 0 stochastisch

unter der Nullhypothese, so das augh asymptotisch eing%_l—VerteiIung untep = 7 besitzt.

Bemerkung 1.44

Asymptotische?-Tests lassen sich auf die Situation vdnx ¢)-Feldertafeln verallgemeinern.
Sind zwei kategorielle ZufallsvariableXi undY gegeben, wobeX genauk Werte undY” genau
¢ Werte annehmen kann, so kann die Hypoth€sé Y mit einem asymptotischeyt-Test in der
beobachteterik x ¢)-Kontingenztafel getestet werden. Die Anzahl der Freiheitsgradebeet
sich dabei zuk — 1) - (¢ —1).

24



Kapitel 2

Stetig verteilte Zielgrol3en

2.1 Multiple lineare Regression (ANCOVA)

Modell 2.1 (Klassische multiple lineare Regression, ANCOVA)
Wir betrachten den StichprobenrauiR™, B(R"™)) und modellieren die Beobachtungen. . ., y,

als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhéangigen Zufddslen Y7, ..., Y, mit
k
Vi<i<n: Yi=f(w,...,7zik) +ei=Fo+ Zﬁjxi,j + €. (2.1)
j=1

Der Vektor = (B, B1, ..., Br) " ist der Parameter von Interesse. Wir setgen= k + 1, kiirzen
ab:

Y:=(V,...,Y,) eR” Response-Vektor
1 z11 T1k
X=1: : : € R™*P Design-Matrix
1 zp1 oo Tpgk
e:=(e1,...,6,) €R" Vektor der Fehlerterme
B =(Bo,B1,....Bk) €ERP Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise v@h1)

Y =X8+e. (2.2)
Ferner machen wir die folgenden Modellannahmen:

(a) Die Designmatrix habe maximalen Rang, so d&ssX € RP*? positiv definit und inver-
tierbar ist.
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(b) Die Fehlerterme seien iid., wob@F! induziert sei durchF. Es gelteE [¢;] = 0 und
0 < 02 := Var(e1) < oo, also insbesondere Homoskedastizifie unbekannte Vertei-

lungsfunktionF' sei ein Stérparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Optional machen wir an einigen Stellen zusétzlich eine Normalverteilungbamman die Fehler-
terme:

(©) e1 ~N(0,07).
Bemerkung 2.2(Modellierungsaspekte)

(a) Die gemachten Modellannahmen urited 2.1 implizieren, dass entwedex Designmatrix
aus deterministischen, von der Experimentplanung her fest vorgegeh®lessstellen*
besteht oder (ii) die gesamte Analyse bedingt auf die (realisierten Wert®esignmatrix
durchgeflihrt wird, der eventuell vorhandene Zufall in den Desigkfamalso im Modell
nicht beriicksichtigt wird. MAchte man stattdessen ein wahrscheinlictiiestetisches Mo-
dell fur die DesignmatrixX mitmodellieren, so spricht man von einem Regressionsmodell
mit zufélligem Desigrbzw. von einem Korrelationsmodefir die Bearbeitung von Kor-

relationsmodellen bedarf es gesonderter Auswertungstechnikéesimisdere missen dann
Korrelationen der stochastischen Kovariablen mit den FehlervariablefiérAuswertungs-
methodik eingerechnet werden. Wir behandeln hier die Falle (i) und (liigvénalog, un-
terdrticken also insbesondere in der Notation haufig das BedingeneabDidignmatrix, um
die Notation Ubersichtlich zu halten.

(b) Die Annahme der Unkorreliertheit der Fehlerterme ist durch eingesannte ,Residual-
analyse" nachtraglich zu validieren, vgl. Definition 2.4. Ist noch Strulituden Residuen
(den durch das Modell geschatzten Fehlertermen) zu erkennergnsodas ein Hinweis
darauf sein, dass weitere Kovariablen zusétzlich in das Modell aufzuerebimd.

(c) Kategorielle Kovariablen sollten durch eine Menge von sogenanridemmy-Indikatoren®
kodiert werden, um nicht implizit eine (inadaquate) Metrisierung auf deskreten Wer-
tebereich solcher Kovariablen zu induzieren. Eine kategorielle Kovhiatit ¢ mogli-
chen Auspragungen wird dabei dur€h— 1) Indikatoren représentiert. Dej-te Dummy-
Indikator kodiert dabei das Ereignis, dass die Kategdrie+ 1) bei der zugehorigen Ko-
variablen vorliegt,j = 1,...,(¢ — 1). Sind also alle(¢ — 1) Indikatoren gleich Null, so
entspricht dies der (Referenz-)Kategotider zugehorigen kategoriellen Kovariable.

(d) Wechselwirkungen zwischen Kovariablen werden durch Interatéome modelliert. Der
Interaktionsterm flr die Wechselwirkung zwischen Kovariatfgerund X; wird dabei ge-
bildet alsz; - =; (Multiplikation der jeweiligen Auspragungen).
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Korollar 2.3
Aus den Modellvoraussetzungen unter Mddell 2.1 folgt bereits

Vi<i<n: E[Y;] = Bo+Bizig+.. .+ BeTik,
Vi<i<n: Var(;) = o2
Vi<i#j<n: Co\Y;Y;) = CoVe;,¢j) =0.
Nehmen wir zusatzlich normalverteilte Fehlerterme an, so ist
Y ~ N,o(XB,0%1,).

Definition 2.4 (Residuen)

Ist ein Schatzep des Parametervektors verflugbar, so erhalten wir einen (naheliegguidg-in)
Schatzer fir den (bedingten) ErwartungswertvektorVo@urch@ = X /3. Wir definieren die
Komponenten VoR([Y] als V; := By + 121 + ... + Bewik, i = 1, ..., n und die sogenannten
Residuerals beobachtete Abweichungen der tatsdchlich beobachteten Werte speriRevaria-
blen von den Schatzwerten ihrer (bedingten) Erwartungswerte éatsoy; — 7;, 1 < i < n.

Satz 2.5
Unter Modell[2.1 gilt:

(a) Der Kleinste Quadrate (KQ)-Schatzer des Parametervektdss gegeben durch
b=pY)=X"X)'XTY
und damit folgt auRerdem die Darstellung
B-B=(X"X)"'X"e.
(b) Durch Einsetzen vofiin Y = X 3 ergibt sich ferner
Y =X(X"X)"'X'Y = HY

mit der (n x n)-Matrix H = X(X"X)~'X . Die Matrix i wird als Pradiktionsmatrix
bzw. hat matrix bezeichnet umd* = (X" X)~!X T heiRt auch (Moore-Penrose) Pseu-

doinverse vonX.

(c) Nehmen wir speziell normalverteilte Fehlerterme an, so stimmt deimem-Likelihood-
Schatzer vors mit dem angegebenen KQ-Schatzer tiberein.

(d) Fur den Schatzes, gegeben durch = (X TX)"1XTY gilt
E[8] = 8 und Coy3) = o?(X X)L
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Beweis: Die Aussage unter (b) folgt sofort, sobald (a) gezeigt ist. Wir fihrem Beweis zu (a)
geometrisch bzw. mit Methoden der linearen Algebra. Dazu kiirzen wif ab (1, z;1,..., 2 k)

(=} bezeichnet also diéte Zeile der Designmatrix) und beachten, dass das kleinste Quadrate-
Kriterium

} = arg mi Y; —2}6)? t = arg min ||V — X 5|3

B arggrelkr;{;( ) } arg min | Bli3

aquivalent dadurch beschrieben werden kann, dasslie L,-Projektion vonY auf den Vektor-
raum{z € R" : z = X~,~v € RP} darstellt.

Abbildung 2.1: Orthogonale Projektion vanin den Raum{ X~ : v € RP}
Somit kann (siehe Abbildurig 2. B charakterisiert werden durch
VyeRP: (Y — XB,Xy)rn =0
& Yy eRP: YTXy=8"TX"TX~y (Bilinearitat von(-, -)g»)
& YTX=5TXTX.

Multiplikation von rechts mit(X " X)~! liefert YT X(X " X)~' = 3T und folglich wie ge-
winscht
B=(XTX)"1XTy, da(X"X) ! symmetrisch ist. Teile (c) und (d) sind Ubungsaufgabel.

Bemerkung 2.6(Geometrische Eigenschaften v
Sei = XY wie unter Satz 2]5. Dann gilt

(i) Die geschatzten ((bedingten) Erwartungs-) Werte (71, ...,%,) ' sind orthogonal zu den
Residuert = (¢1,...,é,)",d. h.g" & =0.
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(i) Die Spalten vonX sind orthogonal zu den Residuen, dJh! ¢ = 0.
(iii) Die Residuen sind im Mittel gleich Null, d. B, & = 0bzw.é = n= 1> & = 0.

(iv) Der arithmetische Mittelwert deg; ist gleich dem Mittelwert der beobachteten Response-
Wertey; selbst, d. hg =n"1 Y0  gi=g=n"130", v.

(v) Die Regressionshyperebene geht durch den Schwerpunkiden, d. h.
J=PBo+ Z?Zl Bjij, wobeivl < j <k:z;j:=n"'>" ;.

Lemma 2.7(Zentrierungsoperator)
Seil := (1,...,1)T e R*undC := I, —n~11-1" € R™" Dann gilt

(i) Ista € R™ ein beliebiger Vektor, so ist

Ca

C ist also der Zentrierungsoperator

(i) C ist symmetrisch und idempotent, d(¥. = C.
(i) a'Ca=>3" (a; —a)? a€R™
Beweis: Elementare Lineare Algebra, zur Ubung. |

Satz und Definition 2.8
Fur 8 = XY wie unter Satz 215 gilt

(a) Streuungszerlegung:

n n n

D wi—9)? = D> @i—9+) &

i=1 i=1 i=1
<=:SST = SSR+SSE

<~ 312/ = 5127 + sg.
(b) Danach (a)
_ SSR __SSE
SST = SST
gilt, gibt
R2 .— SSR_ > i (i — 9)? —1_ D16
SST 37 (yi — 9)? > (yi — 9)?

mit Werten in0, 1] den Anteil der Gesamtvariation der Responsevariablen in der Stichprobe
an, der durch das Regressionsmodell erklart werden kann.
Wir nennenk? Bestimmtheitsma@nglisch: R-square value / coefficient of determination).
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(c) Bezeichnet, ;, den empirischen Pearson’schen Produktmomentkorrelationskeetéin

2

zweier Datenvektorem undb, so gilt R? = T

Beweis: Zum Beweis von Teil (a) multiplizieren wir die Identitgt= ¢ + ¢ von links mit der
ZentrierungsmatriC' und erhalterCy = Cy + C¢. Da die Residuen bereits zentriert sind (vgl.
Bemerkund 26.(iii)) giltCé = ¢ und folglichCy = Cj+ ébzw.y ' C = " C + 7. Damit folgt

y COy = (gTC + éT) (C5 + &)
= §ICCHy+q Ce+eTCy+éle
= §0g+§ e+éTg+ele

n
(G —9)>+> &
=1

NE

— Z(yi —-9)? =
i=1

i=1
wegen Bemerkunig 2.6.(i).
Zum Nachweis von (c) beachten wir die Definition des Korrelationskaeffien und erhalten

S >ic1 (Wi —9) (@i — 9)
Y/ SN (e SN (A

0 (i — 9) (@i — )
SST -SSR '

2 _
= Tyy =

Nach Definition von R? bleibt zu zeigen, das$>" ,(vi —9)(5i — 9)]> = (SSR)? =
> (G — 9)?] ?. Demnach geniigt es zu zeigen, dass

n n

> wi-D@i-1 = > Hi—9)

=1 =1
n
=D GFi-DG-1 = > -9
=1 =1
Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten

n

n n n n
DCE+mi—-D@—9) = > E&Bi—§> &+ > 9 —25 fi+ni
=1 i=1 =1 i=1 =1

Da die Residuen zentriert und zu dem Vekjarthogonal sind, folgt die Behauptung. |
Satz 2.9(Rechenregeln fur Erwartungswertvektoren und Kovarianzmatrizen)

SeienZ; und Z, Zufallsvektoren mit Werten ifR? und A bzw.b geeignet dimensionierte, deter-
ministische Matrix bzw. Vektor sowR{Z;] =: u und CoNZ;) := E[(Z) — p)(Z1 — p) '] =: X.
Dann gilt

() E[Z1 + Z2] = E[Z1] + E[Z,].

(i) E[AZ), +b] = Ap+b.
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(iiiy Cov(21) =E[Z12] — "
(iv) Var(b"Zy) =b"Sb= Y0 S0 bibjo;.
(v) Co(AZ; +b) = ALAT,
(Vi) E[Z] AZ)] = spAZ) + u" Ap.
Beweis: Satz B.1 in Fahrmeir et al. (2009). |

Satz 2.10(Satz von Gauf3-Markov)
Es werde Mode[[2]1 zu Grunde gelegt. Unter allen linearen und erwastugigen Schatzern fir
8 besitzt3 = XY minimale Varianz, d. h.,

V0 < j <k:Var(B;) < Var(sF) (2.3)

fiir jeden linearen, erwartungstreuen Schatgér = 5L (Y). Damit ist/3 BLUE (best linear un-
biased estimator).
Ferner gilt auch firr jede Linearkombinatiar 3, dass Vaftc' 3) < Var(c" %) mit 5 wie oben.

Beweis: Jeder in den Datelr € R"*! lineare Schatzep” fur 3 € RP*! ist von der Form
B = AY mit A € RP*", Es istE[3"] = E[AY] = AXS, also muss fiir Erwartungstreue die
Bedingung

VBERP:AXB=p <<= (AX-1,)6=0
— AX =1,

erflllt sein. Damit ist insbesondere raay = p und wir kénnenA o. B. d. A. in die Form
A= (XTX)"1XT + B bringen. Setzen wir diese Form I = AX ein, so folgt/, = AX =
(XTX)"'XTX + BX =1, + BX = BX = 0. Damit ist

Cov(3*) = o%AAT
— o2 [(XU()*XT + B] [X(XTX)*1 i BT}
= [(XTX)’IXTX(XTX)” +(XTX)IXTBT + BX(XTX) "+ BBT}
— UQ(XTX)—1+O_QBBT
= Cov(8) +¢’BB".

Da BB nicht-negativ definit ist, ergibt sich also, dass auch @y — Cov(3) = 02BBT > 0.
Damit folgt insbesondere fiire R? unter Beachtung von

Var(c" %) = ¢"Cow(B%)e und

Var(c'3) = ¢"Cov(B)e,
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dass Vafc' 3%) > Var(c' 8). Ungleichung [[Z1) folgt schlieRlich durch Betrachten spezieller
Vektorenc mit Eintragenc; = 1(;—;,13,¢=1,...,p, furalle0 < j < k. |

Um Tests und Konfidenzbereiche fur die unbekannten Pararfigtek ;< konstruieren zu kon-
nen, bedarf es nach Saiz]2.5.(d) noch einer Schatzung der (in alleridégkannten) Fehlervari-
anzo?. Zum Beispiel unter Normalverteilungsannaiimeé 2.1.(c) an die Fehlertemmedieau die
Maximume-Likelihood-Methode verwendet werden.

Satz 2.11(Schatzung vow?)

(a) Unter Model[2.1 mit Zusatzannahine]2.1.(c) éﬁm =&Té/n.

(b) Auch ohne Normalverteilungsannahme gilt unter Mddell24 ¢] = (n — p)o?, so dass
ein erwartungstreuer (Momenten-) Schéatzerdéigegeben ist durch? = éTé/(n —p).

Bemerkung 2.12

(i) Der erwartungstreue Schatze? wird in der Praxis bevorzugt, hat jedoch groR3ere Varianz

als 02|\/||_.

(iiy Der Schatzew? ist restringierterMLE unter den Gegebenheiten von $aiz[2.11.(a).
Bei der REML-Schéatzmethode wird die marginaleelihoodfunktion

Z(y,UQ)—/IR Z(y, (B,0%))dB,
P
die nach ,Ausintegrieren” des Parametervektors zu Stande kommipnmierk

Beweis: Wir beweisen Satf 2.11. Teil (a) ist zur Ubung. Zum Beweis von Teil @apdrken
wir zunachst, dass = Y — Y = Y — HY = (I, — H)Y gilt. Nach Ubungsaufgabe ist die
Matrix I,, — H symmetrisch und idempotent mit radg — H) = n — p. Wir erhalten also
E[¢"é] = E[Y T (I, — H)Y]. Unter Ausnutzung von Rechenrefell2.9.(vi) ergibt sich damit

E[¢"¢] = sp((I, — H)o?I,) + 8" X (I, — H)X.

Nunist sg(I,,—H)o?I,) = o?[sp(l,)—Sp(H)] = 0?(n—p),dasgH) = sp X (X" X)"'X ") =
sp(f,) = pist. Also folgt

Eg'é = o*n—p)+8' X" (I, - X(X"X)' X)X
= n-p+B XTXB-B'XTX(XTX)IX"Xp
= o*(n-p)+B'X'Xp-B"XTXp
= o*(n—p)
wie gewlnscht. |
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Korollar 2.13
Ein (plug-in) Schatzer fir Cdy) mit 5 = X 7Y ist gegeben durch

L ETexTx)!

Cov(3) = o*(X " X) —

Satz 2.14(Statistische Eigenschaften der Residuen)
Wir fassen unter Model[ 2.1 die Residues é(Y) =Y -V =YV -HY =Y -X (X' X)"'XTY
als ZufallsgréRen auf. Dann gilt

1) E[¢] = 0.

2) CoVé) = o?(I, — H), also insbesondere Heteroskedastizitat, und es herrschen nicht-

triviale Korrelationen.
3) Die standardisiertefResiduen
ri=————o0.1<i<n
eI —hy T T

sind homoskedastisch verteilt, falls die Modellannahmen unter Modell 2 11t siffidl.

Beweis: E[¢] = E[Y] - X(XTX) !X TE[Y] = X3 - X(X X)) 'XTXB =0.
Cov(é) = Cov((I,, — H)Y) = (I, — H)o?I,,(I,— H)" = ¢*(I,— H) T, da die Matrix(I,, — H)
symmetrisch und idempotent ist, vgl. Beweis von $atz]2.11.(b). |

Satz 2.15(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Wir betrachten Folgen von ANCOVA-Modellen, indiziert mit dem Stichpratnéangn. Dabei
seien die folgenden beiden Voraussetzungen an die Folge von Desigem@kf,, ),,>,, erflllt.

(1) n-2 max ‘mw‘ — 0 flrn — oo.
1<i<n,1<j<p
(i) n~'X,] X,, — V fiir eine positiv-definite, symmetrische Mathixc RP*?.

Dann sind die folgenden beiden Aussagen richtig.

(@) Esseia’ = (ai,... ,ap) €in beliebig ausgewahlter, aber fest vorgegebener Vektdkim

Dann gilt mitp? = 0%a ' Va, dass
L (n_%aTXTs) — 5 N(0,p%)
n n—00 ’ )
(b) Fur B(n) = X1, gilt, dass
£ (VriBn) - 8Y) = N, (0.0°V 7).
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Beweis: SeiS,, := a' X, . Wir beachten, dass

n n P n
Sn = E aj E xi,jsi = E E; E ajxi,j =: E bi E;
j =1 =1 7j=1 =1

J=1

eine Summe stochastisch unabhangiger, zentrierter Zufallsvariablenristr gdt

n n p
Var (S,) = o2 Z b? = g2 Z Z QX jT5 ¢
i=1

i=1 j0=1

p
= 0'2 Z ajag(X;—Xn%’g
=1

=o2a" (X, X,)a.

Damit folgt Val’(n_%Sn) =n"lo%a" X, Xppa — p? = c%a" Vafiurn — oo.

Uberprifung der Lindeberg-Bedingung unter Verwendung vonahinme (i) komplettiert den Be-
weis von Aussage (a).

Zum Beweis von Aussage (b) beachten wir die unter Gaiz 2.5.(a) betedbarstellung

Valfn) - 8} = j,l(n—lxi X)L X]e.

Nach Cramér-Wold device (siehe z|B. Shaorack and Wellner (1986), S&iegilt

c <\/15XJ5> —— N, (0,07V).

Da nach Annahme (i) ferndn ' X, X,,)~! gegenV/ ! konvergent ist, gilt insgesamt
L Ty \lyT w -
L <\/ﬁ(n Ddbimpd 5) —— N, (0,0V71).

Satz 2.16(Verteilung quadratischer Formen)

1. SeiX ~ N, (p, %) mit X symmetrisch und positiv definit.
Dann gilt (X — p) "7 1(X — p) ~ x2.

2. SeiX ~ N,(0,1,), R eine symmetrische, idempoterite x n)-Matrix mit rang(R) = r
und B eine(p x n)-Matrix mit p < n. Dann gilt

(@) XTRX ~ y?
(b) AusBR = 0 folgt: X T RX ist stochastisch unabhangig vahx .

3. SeienX ~ N, (0, I,,) und R sowieS symmetrische und idempoteritex n)-Matrizen mit
rang(R) = r, rang(S) = s und RS = 0. Dann gilt
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(@) XT"RX undX " SX sind stochastisch unabhéngig.

XTRX
(b) %XT};X ~ Fr,s-

Beweis: Satz B.6 in_Fahrmeir et al. (2009).

zu 1. Seix!/2 die symmetrische und positiv definite Matrix mit/? - ¥/2 = ¥ und inverser
Matrix ¥~1/2, Dann istZ := ©~2(X — pu) ~ N, (0, I,,). Aus der Definition der Chi-
Quadrat-Verteilung folgZ " Z ~ x?2 und damit die Behauptung.

zu 2. (a) DaR idempotent und symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Mdtrixit R =

r

. I, 0 . L .
PD,PT,wobeiD, = (0 0) . Weil P orthogonal ist, ist mit\ auch auchV := PTX

gemanN,, (0, I,,) verteilt. Die Aussage ergibt sich nun unter Verwendung von

X"RX = X"R?X = (RX)"(RX) = (PD,W)" (PD,W)=W'D,P"PD,W

=W'D,W=> W
i=1
und der Definition der Chi-Quadrat-Verteilung.
(b) EsistZ; := BX ~ N,(0,B"B)undZs := RX ~ N, (0, R). Aus

Cov(Zy, Z) = Co(BX,RX) = BCoV(X)R' = BR=0

und der Normalverteilungseigenschatft folgt die stochastische Unglgéit von Z; und
Z,. Damit sind aber auch; = BX undZ, - Z, = X " RX stochastisch unabhé&ngig.

zu 3. (a) Hier setzen wiZ; := SX ~ N,(0,5) und Z; := RX ~ N, (0, R). Wir berechnen
wieder
Cov(Z1,Z3) = SCoMX)R=SR=S"R" = (RS)" =0.

Erneut folgt aufgrund der Normalverteilungseigenschaft aus dé&otdeliertheit die sto-
chastische Unabhangigkeit véfh und Z, und damit die stochastische Unabhéangigkeit von
7! 7, und Z; Z,. Die Behauptung ergibt sich nun aus den Identit&ehSX = 7| 7,
und X 'RX = Z] Z,. Teil (b) ist eine einfache Folgerung aus 3.(a) und 1.

Definition 2.17 (Lineare Hypothesen)

Unter Modell[2.1 seiK eine deterministisché- x p)-Matrix mit rang(K) = r < p. Wir nen-
nen K Kontrastmatrixund jedes Testproblem der Forfy: K3 = d versusHy: K8 # d mit

d € R™*! fest vorgegeben ein (zweiseitiges) lineares Testprallas bedeutet, dass unter der

linearen Hypotheséi, insgesamt < p linear unabhéangige Bedingungen an die Parameter des
ANCOVA-Modells gestellt sind.
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Beispiel 2.18

(i) Test auf signifikanten Zusammenhang einer bestimmten Kovariabéer Response:

Hoiﬁj:() VS. leﬁj;éo

fur ein vorgegebenes < j < k.
= K e RV mit EintrdgenK; = 1j;_;. 1, undd = 0.

(ii) Testeines Subvekto® = (By,...,06,:)":

0 ... 00 0
001 ...0°0 0

= K = € R™*P (2.4)
.00 0
000 ...10 0

mit Eintragenk;y = 1(—;; 1, undd = 0.

(i) Test auf Gleichheit zweier Regressionskoeffizienten

Hy: Bj, — Bj, =0 versus Hy:fBj — B, #0, mitl <j; #j2 <k.

= K e RVPmitEintragenk; = 1y, 111 — Lijot1)s
alsoK = (0,...,0, 1 ,0,...,0, —1 ,0,...,0)undd = 0.
jit+1-te jo+1-te
Satz 2.19
Unter Modell 2.1 gilt:

(a) Zur Berechnung der Teststatistik eines Likelihood-Quotienten-Bdstsder Devianz) zum
Prifen der lineare Hypothesé&ly: K5 = d muss eine Maximierung der (Log-) Like-
lihoodfunktion unter den mittel& und d kodierten linearen Nebenbedingungen durchge-
fuhrt werden. Dieser rechenintensive Schritt kann vermieden welaleh Verwendung der
Wald-Statistik

W=(K3—-d) (KVK")"YKj - d), (2.5)

wobei den MLE im vollen Modell und’” die geschatzte Kovarianzmatrix vgrbezeich-
nen. Die StatistikV ist asymptotisch aquivalent zur Deviahiog A, (Y') und es gilt insbe-

2 fir n — oo.

sonderel (W) —= x
Hy

(b) Treffen wir die Zusatzannahrmel2.1.(c), so ist die Devianz eine isotansf@rmation von

F="PESSE mit ASSE = SSEy, —SSE. Ferner istF unter H, dann exakf-verteilt:

F o~ Frnp
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(c) Unter den Gegebenheiten von Teil (b) it = rF".

Beweis: Zum Beweis der asymptotisched-Verteilung in Teil (a) kehren wir zuriick zur Asym-
ptotik des MLE, vgl. Satz 1.37. Es gilt

V0, — 00) B N(0,1(6)"")  unterPy, fir n — oo
unter den genannten Regularitdtsannahmen.
= I(00)2n'/2(0, — 00) B N(0,1,.), wobeir := dim(6).
Das Continuous Mapping Theorem liefert damit, dass
(61, — 60) "I (80) (6. — 60) = X
Ist die Fisher-Information stetig unkié,,) ein konsistenter Schatzer filitd,), so gilt auch
(61— 60) 'n1(6,)(6, — 60) = X (2.6)

nach dem Lemma von Slutsky. Beachié(6,) ist Fisher-Information des Produktmodells!
Inunserem Fall ist : K3 —d = 0 zu prifen, also ist der Parameter von Interésse K 5 — d,
0o = 0 undd, = K — d. Einsetzen dieser Terme il (2.6) und Ersetzen né(d,,) (inver-
se Limes-Kovarianzmatrix) durgdlk VK T )~! liefert £(W) Hi0> x2 fur n — oo. Siehe auch Ab-
schnitt 12.4.2 in Lehmann and Romano (2005) fur i.i.d.-Modelle.

Fir Teil (b) kirzen wir in Anlehnung an Bemerkung 1.41 ab

BHO :  MLE im reduzierten Modell (unter den durdki undd kodierten Nebenbedingungen),
;5110 :  MLE der Fehlervarianz im reduzierten Modell,
2(y) = Z(y,(8,0%w1));
Zi () == Z(y, By omy))

und berechnen

2log An(y) = 2 |I(Z(y)) ~ n(Zi1, (v))]

— SSE - SSE
=2 —ﬁlog(27r02ML)—T—i—ﬁlog(Zwa?Ho)—&— /\HO
2 200, 2 202y,
o2 g, SSEp,. ASSE

= nlog(/\H ) = nlog(
oiML

555 ) = nlog(issE +1).

Zur Herleitung det. ,,_,-Verteilung vonF = "2 £55E verwenden wir Saiz 2.16.3. Dazu miis-

sen wir noch zeigen:

37



(i) ASSE/o? ~ x?
(i) ASSFE undSSE sind stochastisch unabhéngig.

(Die entsprechende Ubungsaufgabe komplettiert die Beweisfiihrurigzeiyen die Eigenschaf-
ten (i) und (ii) sowie die Aussage von Teil (c) als Korollar 2.21. |

Satz 2.20
Unter den Gegebenheiten von Saiz 2.19.(b) und (c) gilt:

0) Br, =B — (XTX)'KT(K(XTX)'KT)"Y(KS - d).
Diesesfy, erfillt K3y, = d, daKfy, = Kf — K(XTX) 'K (K(XTX)"'KT)"L
(KB —d) = Kf— Kj+d = d. Ferneristjy, = 3, falls 3 bereits die Nebenbedingungen
erfallt.

(i) Mit der AbkirzungAy, = (X' X) 'K (K(XTX)'KT)"Y(K 5 — d) gilt
SSEu, ="+ Aj X T X Ap,.

(iiy ASSE = (Kf—d)T(K(X"X)"'KT)"!(Kp3 — d), also eine quadratische Form.

Beweis: Wegen ZusatzannahmeR.1.(c)dst, hier sowohl KQ-Schatzer als auch MLE. Fiir jeden
Kandidaten-Vektory € RP, der die Nebenbedingung~ = d erfullt, errechnen wir zunachst

Y = XH|3=F -XNT(Y -X9) =¥ -XB+XB-7)" (Y -XB+X(B-7))
=Y = X8|+ (B—7)"X"X(3—7), da

B-NTXT(Y=XB) = (Y -XB) X(B-) = (B—) (XY -XTX(XTX)"'XTY) =0.
Ferner qilt:
B="X"X(B =) =I1X(B = B3+ [1X (Bro =[5,

denn wir errechnen in analoger Weise

HX(B - BAHO)H% = (X(/@ _BHO))TX(B - BHO) = (X(BA _7+’Y—/3H0))TX(B _7+’Y—BH0)

(B=""+ (v = Bue) | XX [(B= ) + (v = Bo)]
=(B-1"XTX(B -7 +28-7)"X"X(y - Bu,)
+ (v = Bro) ' X T X (7 = By
und mit|| X (Br, —Y)|13 = (Br, — )" X X (Ba, — 7) ist folglich insgesamt
1X (8 = B3 + [1X (Brro — )13
= (B=)"XTX(B =7 +2(8-7)"X"X(v = Buy) +2(v = Bry) " X" X (v = Bro)

=B-1)"XTX(B-7)+28-Bu,) X X(v - Bu,)-
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Nun ist aber
28 i) XX i) =2 [(XTX) KT (R(XTX) K ) NKR —d)] XXy~ B
= 2K - ) (K(XTX)'"K) ' K(XTX) "X X)(v - Ba,)
— KB —d) (KX X)"'K") 'K (y - Bu,) = 0
und zusammenfassend ergibt sich alsoc RP mit K~ = d.
1Y = XA[[3 = Y = XBI3 + 12X (5 = Brro)II3 + 11X (Brro — 7)I3:

Da die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite invarigngimd und X vollen Rang
hat, erhalten wir, daséHO die Fehlerquadratsumme unter der linearen Nebenbedingung eindeutig
minimiert. Dartiber hinaus zeigt die Rechnung namlich, dass die Zerlegunmggfo

1Y = X B, |13 = 1Y = XBI3 + |1X (6 = Bro )13,

also die Orthogonalitat vofy” — X 3) und (X 3 — X g, ) gilt (Pythagoras!).
Dies ist in Abbildund 2.2 dargestellt, die eine Erweiterung von Abbildunp 2 dnidtin ahnlicher
Form auf dem Cover des Buches von Lehmann and Romano (2005 2z fist.

Y
//}V
L
>
. ‘(f"qlf’uv
SR e
! S R {W{:y‘e{?_f’
kg =d3

Abbildung 2.2: Geometrische Veranschaulichung des restringiertend(@tﬂers@Ho.

39



Wir setzen nury, = 3 — Ay, ein und berechnen
iy = XBr, = X(B— Any) = XB = XAn, = § — XAug,,
EHo =Y — U, =Y — J+ XApy, =€+ XApg,
und damit
SSEn, = €l émy = (6 + XAmy) T (€ + XAny)
=éle+e ' XAy + Ap, X e+ AR, XTXAp,
=éTe+ AL X XAy,
daX "¢ = 0 nach Bemerkung 2.6.(ii). Damit ist

ASSE =¢"é+ A XT XAy, —é'é=Ap, X XA,
= |(X"X) ' KT(KXTX)'KT) " (KB —d) ! X'XXTX)'KT(K(XTX)' K" YK S —d)
=(KB-d)T(KXTX) 'K KXTX) ' KT(K(XTX)'KT) " (K3 - d)

= (KB—d)"(K(XTX)'KT)" (KB —d).

Korollar 2.21
Unter den Gegebenheiten von Saiz P.19.(b) und (c) gilt unter der linéapathese
Hy: KB =d:

(@) ASSE/d? ~ x?

(b) ASSE 1 SSE und damit nach Saiz 216.3F ~ F,,,_,

Hop

(© W =rF = (n-p)y
Beweis: Fir Teil (a) benutzen wir Safz 2]16.1. Wir definier@n= Kj. Unter Hy gilt dann
E[Z] = dund CoZ) = 02K (X " X) 1K und, da3 normalverteilt ist, gilt sogar
Z ~Np(d, o’ K(XTX)IKT).
Zum Nachweis von Teil (b) beachten wir, dadsSSE eine Funktion (alleine) vors ist. Da
B L SSE ist, ist somitauch\SSE L SSE.
SchlieB3lich rechnen wir fir den Nachweis von Teil (¢), dass
n—pASSE n—p(Kf—d)"(K(X"X)"'KT)"{(Kj - d)

F= —
r SSE r (n — p)o?

(KB —d)T(2K(XTX)'KT) " (Kj — d)
(KB—d)"(KVKT) M K3 -d) _W

40



Beispiel 2.22(Fortfiihrung von Beispi€[2.18)
Fur drei spezielle Testprobleme berechnen wir die konkrete GestalR-@tatistik.

(i) Test auf (signifikanten) Einfluss einer bestimmten Kovariable aufeépéhse:
Hy:B;=0, H;:B;#0, 1<j<kfestvorgegeben.

Wir habenk™ € R'*? mit Eintragenk; = 1y,_;; nach Beispie[2.18.(i) und = 0.
Einsetzen liefert

SSE (B;)?

ASSE = ——~— und damit
n—p Var(p;)
ASSE (8;)*
F=(n— — 2 ynd F o~ Fyy.
=P 55E Var(Gy) o b

Dieser F-Test ist aquivalent zum zweiseitigen t-Test mit der Teststatistik

T = éléﬂﬁ) mit SE(3;) := \/Var(3;).

J

(i) Testeines Subvektofs = (51,...,05:):
Hier ist K € R™*? mit EintragenK; = 1(y—;;1y,d = 0.
Damit ist
A\ T [~mnd A% \1—1 A% _ A\ T [~y A% \1—1 A
Agsp — SSEB)TICMBN '8 . n—pASSE _ (5)T[Cou")| '
n—op r SSE r

mit der Verteilungseigenschat ~ Fy (n—p)-
0

(i) Globaltest:
H()B]:O\V/lgjgk Versus leﬂje{l,...,k:}: ﬂ]#o
Hierist SSEy, = SST =Y " ,(Y; — Y)? und damit nach Streuungszerlegung

ASSE = SSEp, — SSE = SST — SSE=SSR=Y (V;-Y)?
=1

n—pASSE n—-pSSR n-—p R?

= = = F ~ Frnyp):
== SsE kS5E - k i—ge "M g e

Anmerkung:F-Tests kdnnen auch als Hotelling®-Tests ausgefiihrt werden. Es gilt namlich:
IStF ~ F,, SO isth ~ T?(r,s +r — 1) (Hotelling’s T2-Verteilung, Hotelling (1931)).
Korollar 2.23

Nach dem Korrespondenzsatz erhalten wir als Folgerung von SatzKo#tl|ar und unter
Verwendung von Beispiel 2]22:
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1) Fur ein fest vorgegebenés< j < k ist ein(1 — «)-Konfidenzintervall fug; gegeben durch
|:Bj - tn—p;l—a/Q ' EE(BJ) ) Bj + tn—p;l—a/2 : @(BJ)] .

2) Ein Konfidenzellipsoid fiir einen Subvektr= (31,...,8,)" zum Konfidenznivead —
«) ist gegeben durch

[rers @7 [ous)] " (B - < Fanpaa}

Weitere einfache Folgerungen sind:

3) FUr eine zukinftige Beobachtuig mit zugehdrigem Kovariablenprof}fo = Iy ist ein
(1 — a)-Konfidenzintervall fup := E[Y, | Xo = ] gegeben durch

[fOB — by pi—ay2 - 0\ To(X T X)L, ToB + tn—pi—a/2 - &\/fo(XTX)—lfg] .

4) Unter den Gegebenheiten von Teil 3) ist €ln— «)-Prognoseintervall fir den wohl zu
beobachtenden Responsewgrselbst gegeben durch

[foB — tn—p;l—a/2 . &\/1 + fo(XTX)_lfg , f()B + tn—p;l—a/Q . 6\/1 + fo(XTX)_lf[—)r:| .

BeachteWir haben Kovariablenprofile als Zeilenvektoren definiert!

Bemerkung 2.24
Der multivariate zentrale Grenzwertsatz 2.15 besagt, dass auch ohneisdézannahmle 2.1.(c)
zumindest asymptotisch/approximativ gilt

Bn) ~  Np(B,02u(X,] X)),

approx.

Damit bleiben alle Resultate zu Test- und Bereichsschatzproblemen laneldiz Annahme nor-
malverteilter Fehlerterme fir grof3e Stichprobenumfange zumindesbeppativ giiltig. Sind die
Stichprobenumfange indes nur moderat, bieten sich stattdessen Regmeniiihrenan, wenn

[2.1.(c) nicht angenommen werden kann.

2.2 Varianzanalyse (ANOVA)

Modell 2.25 (Einfaktorieller Versuchsplan, ANOVA1)
Wir beobachten Response-Wefig;).<i<x, , die wir als Realisierungen gemeinsam stochastisch

1<j<n;

unabhangiger Zufallsvariableﬁfij)lgfg; modellieren.

1<j<n;

Dabeigeltevl <i<k: VI<j<mn;: Yi~N(u,o?).
Wir bezeichnen die erste Dimension als den Faktal den Wert voih < ¢ < £ als die Faktorstufe
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Die Zahlen(n;);<;<, geben die Anzahl der unabhangigen VersuchswiederholungenagtorF
stufe an. In Matrixform lasst sich dieses Modell notieren, wenn wir aquivaltdmeiben

Vij=pi+ey V1<i<k V1<j<n,

wobei die Fehlertermés;;)1<i<x, iid. sind mite1; ~ N (0, 02).

1<j<n;

Damit ist also ein Regressionsmodell mit einer kategoriellen Kovaridétd-orm

Y11 10 ... 0 €11
}/1”1 1 0 ... 0 M1 €1n1
. _ . + .
Ykl 0O 0 ... 1 Mk Ek1
Vi 00 ... 1 Ekny

gegeben. In Matrixform lasst es scih schreiben als
Y=Xu+e¢

mitp = (u1,..., k)" als unbekanntem Parametervektor ung A, (0,021, ) Mitne := > 1| n;.
Fur die Designmatrix gilt dabei:
X = (xji)1<j<ne. Mitz;; = 1{Beobachtungseinhejtgehotrt zu Faktorstufe}.
i<i<k

Gilt speziellny = ... = ni =: n, so nennen wir das Modell ANOVA1-Modell mit balanciertem Design

Beachte:Das Modell hat keinemntercept! Es gilt rangX) = k, da diek Spalten vonX linear
unabhéngig sind.

Die klassische Fragestellung der Varianzanalyse lautet: Existierendisgéche) Unterschiede in
den Faktorstufen-spezifischen Mittelwerfenl < i < k, oder nicht?

InterpretationHat der Faktor einen Einfluss auf die Response oder nicht?

Mathematische Formulierung als Testproblem:

Hy:pp=po=...=pux versus Hy:31 <iF#L<k: pu; # .

Dartuber hinaus lassen sich viele andere Fragestellungen formulidBen, z

(MCA) Prifung allerpaarweisen Mittelwertdifferenzen

(MCB) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem (eisg) ,besten”

(gréiten)

(MCC) Vergleich der Faktorstufen-spezifischen Mittelwerte mit dem eansgezeichneten Kon-
trollgruppe (control)

Dies sind klassische multiple Testproblerde in einer eigenen Spezialvorlesung behandelt wer-

den.
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Satz 2.26(Quadratsummenzerlegung)

Wir setzen
Vi<i<k: Yi=n') Yy (Gruppenmittel)
j=1
k n;
V.=n'> 3"V (Gesamtmittel)
i=1 j=1
k
SSB=> n(Y; - Y.)? (sum of squares between groups)
i=1
k n;
SSW =YY (v;; -Y,;) (sum of squares within groups)
i=1 j=1

Dann gilt: SST = SSB + SSW.

Beweis:

k n;
SST =) (Vi —Y.)

i=1 j=1

=Y (Y -Yi +Y; —Y.)?
i
=SS (¥ - ViR 2Yy - Vi)(Ti - V) + (Vi - V)2

Nun ist aber

Offenbar spricht es gegen die Nullhypothese, wenn die Streuungtmvisten Gruppen gréRRer
ist als die Streuung innerhalb der Gruppen. Dies motiviert, das (skalé&ntkaltnis von SSB und
SSW als Teststatistik zum Prifen véfy zu verwenden.

Satz 2.27
Mit den Bezeichnungen von Satz 2.26 gilt:

(i) SSW/o? ~x2 _,
(i) Unter Hy ist SSB/o? ~ x?_,
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(iif) SSW ist stochastisch unabhéngig vérb B.

(iv) Fur F = % gilt: F ~ Fy1 g
° HO

Insgesamt kantt{, also verworfen werden, falls der Wert der beobachteten F-Statistik den We
Fi—1 ne—k;1—o Ubersteigt.

Beweis: Zur Ubung. [ |

Definition 2.28 (Effektdarstellung)

Definiert many :=E [Y..] = n,! Zle Doy i = ngt Zle nip; undoy == p; — po,

1 <4 < k, so hat man einen ,Interceptjiy in das ANOVA1-Modell eingefiihrt und die entstehen-
de Darstellung lautet nun

Vi<i<k: Vléjgnz ng:,u,o—&—ai—i—gij (27)

mit homoskedastischen, stochastisch unabhangigen, zentriert wventedlten Fehlertermen
(Ez'j)@g;; :

Wichtig ist dabei, dass die Nebenbeding@@:1 n;oy; = 0 bericksichtigt wird, damit die resul-
tierende Designmatrix vollen Rang besitzt (vgl. Ubungsufgabe!). Wiverg@.7) die Effektdarstellung
des ANOVA1-Modells ung; den Effekt der Faktorstufel < i < k.

Konvention:Um die Nebenbedingun@j,’f:1 n;a; = 0 in der Designmatrix zu kodieren, einigen
wir uns darauf,oy, 1= —n,;l Zf;ll n;oy; vorzugeben.

Damit lautet die Effektdarstellung in Matrixforii = X (uo, a1, ..., a5_1)' + € bzw.

1 €
Y 11 0 0 ... 0 11
Yin, 1 1 0
Yo 1 0
0
Yonz 1 0 1 0 .. 0 Z
1
: _ . . . .
Yi-11 1 0 o0 0 .. 1
: Q-1
Y14 1 0 0 0o ... 1
Yi1 1 —Z—}lc _%2 _%i _nfL;1
Mk

mit denk unbekannten Parametefn, (o;)1<i<i—1.
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Satz 2.29

() Unter den Gegebenheiten von Definition 2.28 sind die KQ-Schatzer [hkzias) fir die
unbekannten Parameter gegeben durch

fio =Y. und & =Y; -Y.,1<i<k

(i) Die F-Statistik zum Prifen der GlobalhypotheBg: oy = a3 = ... = a1 = 0 ist

identisch zu der in Salz 2127 (iv) angegebenen, &lse %-

Beweis: Zum Beweis von (i) betrachten wir die (Uberparametrisierte) Designmatrix

1 1 o ... O
1 1 0 0
1 0 1 0
Xpn=| = | e {0,13m** ) mitrang X 1) = k
1 0 1 ... 0
1 0 0 1
1 0 o ... 1
und lésen die Normalengleichungé&fﬂﬂ)X(kH) (po, a1, ..., ap) " = X(THI)Y unter der li-

nearen Restriktiod ", n;a; = 0. Wir erhalten

Ne ni n9 cee Np—1 Nk

s i 0 ce ce 0

X(_|;€+1)X(k+1) _ ng 0 n9 0 ce 0
0 0

NEk—1 0 e 0 Nk—1 0

Nk 0 0 ng

und folglich fur die Normalengleichungen

k k. ny
Mepio + Y _mici =Y Y Yj;  sowie

i=1 i=1 j=1

n;
V1 <i <k :njpo+ nia; :ZYU-
j=1
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Einsetzen der linearen Restriktion ergibt

k  n
n.ﬂo:ZZYzj & fig =Y.

i=1 j=1

und damit

g
j=1

wie gewulnscht.
Zum Nachweis von (ii) beachten wir, daS$ E, = SST = Ele > (Yij — Y.)?und

k n;
SSE = ZZ(Yij — fip — &;)?

i=1 j=1

k. n;

_ ZZ[}% ~Y.— (Y, -Y.)P

i=1 j=1

k n;

=3 > (Vi —Y,)? = SSW gilt.

i=1 j=1

Nach Quadratsummenzerlegung ist dataSE = SSEy, — SSE = SST — SSW = SSB
und SatZ 2,19 (b) aus der allgemeinen ANCOVA-Theorie erfjibt %, denn hier ist
r = k — 1 (Anzahl Restriktionen), der Gesamtstichprobenumfang ®im= n, und die Anzahl

der Spalten der Designmatrix mit vollem Rang ist gleich |

Bemerkung 2.30
Das varianzanalytische Modell in Effektdarstellung, also

Vi<i<k:V1<j<n;: Y;j:,u(]—l—ai—l-&'j (28)

ist als Regressionsmodell zunachst einmal ungeeignet, da die Degigonicht vollen Rang be-
sitzt. Erst durch Berlcksichtigung der intrinsischen Nebenbedinﬁzq n;o; = 0, die aus der
Definition der(c;)1<;<) resultiert, haben wir ein Modell erhalten, das den Bedingungerivdn 2.1
genugt.

Geht man indes direkt vof£.8) aus, so lassen sich auch noch andere Nebenbedingungen fin-
den, die vollen Spaltenrang der Design-Matrix garantieren, e@?zl coy = cla = 0 mit

Zle ¢; # 0. Erzwingt man Orthogonalitat der Spalten der Design-Matrix, so nereat die

entstehende Darstellung Kontrastkodierudgsammenfassend haben wir also

1. Dummy-Kodierung:

xj; = 1, falls Faktorstufe vorliegt und 0 sonst] < j <mn,,1 <7 < k.
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2. Effekt-Kodierung:

1, falls Faktorstufe; — 1 vorliegt,
V1<j<mne:xj =1sowiexr;; = —nr,  falls Faktorstufek vorliegt
0, sonst,

3. Kontrast-Kodierung:

Orthogonalisierung der Design-Matrix.

In jedem der drei Falle ist die entstehende DesignmaXfix: (z;;)i1<;j<n., €iN€(ne % k)-Matrix.
1<i<k

Wenden wir uns nun zweifaktoriellen Versuchspléanen zu.

Modell 2.31 (Zweifaktorieller Versuchsplan, ANOVA2)
Wir beobachten Response-Wefi#g..)1<i<:, (also hier nur balanciert®esigns) und modellieren
1<5<J,

1<k<n

sie als Realisierungen vaiy;;;) mit Modellannahme
Yijpk = pij +eijr, 1<i<I,1<5<J,1<k<n.

Der Gesamtstichprobenumfang isf, := I - J - n. Die ersten beiden Dimensionen heif3en erster
bzw. zweiter Faktor mit Faktorstufen< i < I bzw.1 < j < Jund1 < k < n durchlauft die
Wiederholungen pro Faktorstufenkombination. Ferner nehmen wirass dlles; ;. iid. sind mit
e111 ~ N(0, 02). Das ANOVA2-Modell entspricht einem multiplen linearen Regressiatelimoit
zwei kategoriellen Kovariableie Dimensionalitat des Parametervektors ist

dim((:ullmul?a"',MlJﬂM?la" Sy MILs - 7MIJ)T> =1-J

Beispiel 2.32(Schuchard-Ficher et al. (1980), Seite 30)

ResponseAbgesetzte Mengeneinheit einer Margarinen-Marke in verschiedenpermarkten
Faktor 1: Preispolitik (,Niedrigpreispolitik“, ,Normalpreispolitik“, ,Hochpreispolitik*)

Faktor 2: Kommunikationsstrategie (,Postwurfsendungen®, ,Anzeigenwerbung
Versuchsplan: Sechs zuféllig ausgewéhlte Supermarkte, ein Supermarkt pro Faltestumbi-
nation, zehn zufallig ausgewdahlte Werktage

Damit ergibt sich/ = 3 (Preispolitik-Strata),/ = 2 (Kommunikationsstrategie-Strata) und
n = 10 (jeweilige Wiederholungen).

Definition und Lemma 2.33(Effektdarstellung)
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Wir definieren unter Modell 2.31

J
:uio::J_IZ,U/ija 1<i< I, (2.9)
j=1
I
poj i=T7"> iy, 1<j<J; (2.10)
=1
I J
po = (I1) 7" 0 iy (2.11)
i=1 j=1

(i) Damit erhalten wir die Zerlegung

pij = po + (tie — 1o) + (e — 110) + (1ij — Hie — fhej + 110)

=:po+o; + 6+ (af)ij; 1<i<I, 1<j<J

sowie die Effektdarstellung

Yije = po + o + B + (af)ij + €iji- (2.12)

Der neue Parametervektor ist

0:= (,U’(balv cee 7a17/617 cee 7ﬁJ7 (a/B)lla ey (a/B)IJ)T S R1+I+J+IJ'

Aus(2.9)bis (2.11)ist klar, das§(I + J + 1) Restriktionen zwischen den Komponenten von
6 herrschen. Damit hat die zur Effektdarstellung gehérige, tiberpatesierte

[(I-J-n)x 141+ J+ 1J)]-Designmatrix wie die der Dummy-Darstellung den Rang
(I - J), also nichtvollen Spaltenrang.

(i) Es gilt

1 J 1 J

dai=3 Bi= (aB)y =Y (aB)y =0.

i=1 j=1 i=1 =1

Die (o;)1<i<r heilRen Haupteffekte des ersten Faktalie (3;)1<;<s heilen Haupteffekte
des zweiten Faktonsnd die((af3);;)1<i<r, Interaktions- bzw. Wechselwirkungseffekte
155<7

Es gilt nicht () zwingend (af)i; = a;f3;.

Beweis: zu (ii):
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daZL1 Z}']:1 i/ J konstant ist. Die anderen Aussagen folgen in analoger Weise. |

Satz 2.34
Sei unter den Gegebenheiten Yon 2.33

0= (po, a1, ..., 001,81, .-, Br—1, (P11, ..., (@B)1-1)s-1)) | € R,

(a) Dann lasst sich die Modellgleichung des ANOVA2-Modells mit balanaielesignaqui-
valent schreiben als

Y=X0+¢ mit
Y = (Yiun, .., Yign) T € R,
£ = (8111,...,€]Jn)T € R

und der DesignmatrixX € R™+*("/) mit Eintragen(X,)i<-<... gegeben durch die
1<s<I-J
folgende Konstruktion. Wir teileX in vier TeilmatrizenX,,, X, Xg und X,z mit jeweils
nee Zeilen auf:
[1] X,, istein Spaltenvektor, bestehend aus lauter Einsen (Intercept-Spalte).

[2] X, ist eine(ne x (I — 1))-Matrix, deren Spalten zu den Haupteffekten des ersten
Faktors korrespondieren. In Spalte< i < I — 1 vonX,, gilt:

X((l’“') = +1, falls Faktorstufei bei Beobachtungseinhditvorliegt,1 < k < 1,
X = _1,  falls Faktorstufel vorliegt,
X&) =0, sonst

[3] Xz korrespondiert in analoger Weise zu den Haupteffekten des zweitersak

[4] X(,p) korrespondiert zu de(/ — 1) - (J — 1) Interaktionseffekten. Fur ihre Eintrage
gilt in selbsterklarender NotatlonX((k ’g) x -Xék’j), 1<i<I—1,
1<j<J—-1, 1<k < ne.. Demnach haiX folgende Struktur:
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Ho (65} e ay_1 ,81 e ﬁ‘],l (aﬁ)n e (aﬁ)(f_l)’(!]_l)

111 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
1In | 1 1 ... 0 1 ... 0 1 0
1J1] 1 1 ... 0 -1 ... -1 -1 0
X =
1Jn| 1 1 ... 0 -1 ... -1 -1 0
fJj1p 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
IJn\' 1 -1 ... -1 -1 ... -1 1 1
~~
Xuo Xa Xg X(an)

(b) X hat vollen Rang und ist blockorthogorialdem Sinne, dass Spalten, die aus verschiede-

nen Teilmatrized X ,,, Xa, X5, X(ap)} Stammen, zueinander paarweise orthogonal sind.

Beweis: Nach Lemma&2.33.(ji) ist; = — Y/ "/ i, 87 = — Y/ BjundVl < i < I —1:
VI<j<JT—1: (aB) = -1 (B, (Oéﬂ)u - iz (@B)y.
Ferner qilt:

i
-
M-

(aB)ij
=1 j=1
I-1J-1 1
= (aﬂ)lj Z aﬁ iJ + Z O‘ﬁ Oéﬂ)
=1 j=1 =1 7=1
I-1J-1 I-1J-1
= (@B)ij — (aB)rs & (@B =D Y (aB)i
=1 j=1 =1 j=1

Damit lasst sich die unter (a) behauptete Darstellung sofort vermittels Faianeedung bezlg-
lich (i,5) und Verifikation der Ubereinstimmung m[f(2]12) unter Beriicksichtigung tégem
Restriktionen beweisen.
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Zum Nachweis von (b) genugt es, Blockorthogonalitat zu zeigen.
Wegen balanciertem Design ist in jeder Spalte vapbzw. X5 bzw. X4 die Anzahl der Ein-
trage ,+1“ gleich der Anzahl der Eintrage—1* und damit sind alle diese Spalten orthogonal
zum SpaltenvektoX . Flr eine beliebige Kombinatiofi, j) von Haupteffekten ist das innere
Spaltenprodukt

[X(i)]TX(j) _ n _ n _ n + n =0.

o B ~~ ~~ ~~ ~—
Stratum(z,j)  Stratum(i,J)  Stratum(l,j)  Stratum(Z,J)

Analog rechnet man fur die Kombination eines Haupteffektes mit einem ktikenaeffekt. MW

Unter Ausnutzung der unter Saiz 2.34.(b) gezeigten Blockorthogonatigtsehaft der ANOVA2-
Designmatrix im Falle balancierter Designs lasst sich die Modellgleichung ierdiegllen wie
folgt notieren:

Ho

(0%
V=Xu Xo X Xap) 5 |*F

(aB)

mit selbsterklarenden Vektoren 5 und («3). Dies hat gunstige Auswirkungen auf die Parame-
terschatzungen:

Satz 2.35(Parameterschéatzungen fir ANOVA2 unter balanciertem Design)
In ANOVA2-Modellen mit balanciertem Design sind KQ-Schatzer bzw.sMiluEdie Parameter

o, = (a,...,ar—1)", B = (B1,...,B7-1)" und(ap) = ((O‘ﬁ%’j)}?é{ﬁl{ gegeben durch

I J n

[LO = ?ooo = Ti. Zzzy;jk,

i=1 j=1 k=1

a=(X]Xo) XY = X1y,
b= (XJXs) 'X]Y = X}V,

(aB) = (Xapy X)) Xg)Y = X,

(aB) (@p)Y-

Beweis: Wir habenX = (X, X, Xz X(p) und damit lassen sich die Normalenglei-
chungenX " X (ug, o™, 37, (aB)T)T = XY darstellen als

X)X XiXo X)Xz X] Xp I X, Y
XoXu XoXo X0Xz X)Xp) a | | XJY
X3 Xy XgXa X3Xg  XjXap B XY
XapyXuo XapXe XapXs XopXen) \(@F) Xas)Y
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Wegen Blockorthogonalitét reduziert sich dieses System zu
T T
XMOX#O/LO = Xuoy’
X! X,a=X]Y,
X XpB=X3Y,
T T
Xap)X(ap)(aB) = X (oY

Damit entkoppeln sich die Parameterschatzprobleme und die Gestait, foond (o?B) folgen
sofort, da die entsprechenden Teil-Designmatrizen jeweils vollen Spaitghedoen.
Da X,,, ein Spaltenvektor aus lauter Einsen ist, gilt fij; dass

I J n
Neefly = Z Z ZY,-jk & 10 = Yeee gelten muss.
=1 j—1 k=1

Korollar und Definition 2.36
Unter Modell[Z2.31 definieren wir

() Yeeo =mad iy 00 Sk Vi,

(i) VI<i<I: Yie=(Jn)"' S0 S0 Yig
(i) VI<j<J: Vee=In)tSL, 50 Vip,
(V) VI<i<I:VI<j<J: Yie=n1Y7_ Yk

Dann folgt aus Safz 2.85, dass KQ-Schatzer bzw. MLEs fiir die ANO&#afBter in Effektdar-
stellung gegeben sind durch

VI<i<T—1: & =Yiee— Yeoe,
VI<j<J—1: B;="Yeje—Yeee,
VI<i<I—1: V1<j<J—1:(aB)ij="Yije~ Vieo — Vajo + Veus
(vgl. auch die Definition untér 2.83.(i)).

Abschlie3end behandeln wir noch die Testtheorie im ANOVA2-Modell mitrizaégtem Design.

Dabei ist es ublich, zunachst die Interaktionseffekte auf statistiscinéfi8amz zu prifen, da sich
die Haupteffekte besser interpretieren lassen, wenn das Modell voweehselwirkungstermen
befreit wird.
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Satz 2.37
Unter Model[2.31 sei die lineare Hypothe#k, ) : (af);; =0 V1 <i<[I-—1,
V1 < j < J —1 zutesten. Dann gilt

(@) H(qp) ist darstellbar alsk'6 = 0 (mit 6 wie in Satz 2.34) mit Kontrastmatrix

1 0 ... 0
0 0 01 0 0
K= _
0 ... 0
0 0 00 ... 0 1
I+J-1 (I—ﬁ(rj—l)

mitrang(K) = (I — 1)(J — 1).

(b)

I J n o B

SSEH(ag) = Z Z (K]k Yzoo - Y.Jo + Yooo)27
i=1 j=1 k=1
ASSEp,,, = SSEy,, —SSE
I J o o o B
=n Z (ngo — 1 jee — Yo]o + Yooo)2

i=1 j=1

(©)

o ASSBu, /(1 -1)(J - )]
(8) = SSE/[IJ(n—1)]
A X (Vije = Vies = Vajo o+ Vaad) /U = 1)(J — 1)
i1 21 e (Yige = Yige)2/[1J (n = 1)]

ist unterH(aﬁ) F(I,l)(J,l)JJ(n,l)-verteilt.

Beweis: Teil (a) ist offensichtlich.
Die Gestalt vonSSEy, ,, unter Teil (b) folgt aus Safz 2.B5 und Korol[ar2.36 (¢ und /iy sind
invariant gegenutber der Gultigkeit vdiy . 3)).
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Zum Nachweis der Gestalt vahSSEp ., beachten wir, dass nach Korollar 2.36 gilt

SSE = ZZ (Yijr — flo — & — B; — (&B)z‘j)z

J n

I J n
SSEHmﬁ) — SSE = Z {(Y;]k - Y’ioo - ?ojo +?ooo)2 - (Y;jk' - YZ]')Z}
i=1 j=1 k=1
I n
= Z (?U' — ?i.. - ?ojo + Yooo)2
=1 j=1 k=1

wie gewilinscht. Fir die mittlere Gleichheit haben wir benutzt, dass fur regfieds undb gilt:
a? —b* = (a — b)? + 2b(a — b).

Damit folgt Teil (c) aus der allgemeinen Theorie der multiplen linearen Regres
(r=(I-1)(J—=1), p=1J, nee —p=1I1J(n—1)). [ |

Bemerkung 2.38
In analoger Weise erhélt man die folgenden Resultate zum Testen detelffaldae.

(a) Fur die lineare Hypothes#, : a; =0 V1 <3< T —1ist

I J n

I
SSEHa = Z Z Z(Y;jk - ?ijo)2 + Jn Z(?ioo - ?000)2
=1

i=1 j=1 k=1

und damit B B
F = Jn E*{:l(yioo - Yooo)z/(l — 1) r
“ SSE/[IJ(n—1)] i, L (n=1).

(b) FUrHg: B; =0V1 <j <.J—list

J
SSEp, = SSE+1n) (Veje = Yees)’

J=1
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und damit B B
Fo = In Zj:l(YOjo - Y...)Q/(J — ].) o F
o SSE/[IJ(n—1)] Hy J—1,IJ(n—1).

Insgesamt erhalten wir folgende tabellarische Situation fir Médell 2.31:

Balanciertes
Fehlerquadratsummenterm
ANOVA2 Freiheitsgrade F-Statistik
Haupteffekte
des 1. Faktors ASSEy, = I—-1 ASSEy. /(I —1)
I 11 (Vies — Yaees)? SSE/[IJ(n —1)]
Haupteffekte
des 2. Faktors ASSEy, = J—1 ASSEg,/(J —1)
ITL Z}'Izl(?ojo _?ooo>2 SSE/[IJ(TL— 1)]
Interaktions-
effekte I J _ _ ASSE I-1)(J-1
ASSE = : . (I—-1)(J-1) Hpg/[T=1)(J=1)]
RGO 7121:1 21:1 SS(E'?EIJ(n—l)]
(YZ]O - Yz'oo - Yojo + Y.oo)2
Residual-
streuung SSE — Zle Z]Jﬂ S IJ(n—1)
(Yijk — Yije)?
Tabelle 2.1: Tabelle der ANOVA2 mit balanciertem Design
Beispiel 2.39

Margarine-Datensatz von_Schuchard-Ficher et al. (1980), Fortfilgr von Beispiel 2.32 (siehe
Prasentation mit R).

Bemerkung 2.40(Versuchsplane mit Messwiederholungen)

Es gibt andere varianzanalytische Versuchspléne als das Design nielidertermen.
Beispielsweise kdnnte die Response jeder Beobachtungseinheit usthiegdenen experimentel-
len Bedingungen (wiederholt) gemessen werden.

Im einfaktoriellen Fall fuhrt dies auf eine Modellgleichung der Form

Yii=pi+ey; 1<i<k, 1<j<n
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mit balanciertem Design, wobei die Fehlerterif¥g;).<.<x, nun indes nicht mehr stochastisch

1<5<n

unabhangig sind, da in jeder Faktorstufe die selleviersuchsobjekte bemessen werden.
Wir missen die Annahme an die Verteilung der Fehlerterme also modifiziere

Vi<j<n: g 2:(€1j,...,6kj)TNN<O,E),
V1 S]l #]QS’R Ele_€j2.
Wir testen die Globalhypothese (,kein Treatment-Effekt")

Hy:pp=p2=...= pg bzw. aquivalenterweise
H()i,ui—/J,H_120 V1SZ§]€—1
Seien dazu
Aij::YVij_YviJrl,jv 1§Z§k_1>1§]§n

die Differenzen aufeinanderfolgender Messwerte des Versuchsopj€ldan gilt offenbar

A= Bravee o Bpr) T = (Vie = Yooy o, Vita = Vi)

Mit der (k — 1) x (k — 1)-Stichproben-Kovarianzmatri¥, der Differenzwerte);; folgt dann,
dass

T3 =nA' S3'A
unterHy T2k —1,n — 1)-verteilt ist.

In &hnlicher Weise kdnnen andere Versuchsplane bearbeitet werden
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Kapitel 3

Diskret vertellte Zielgrofden

3.1 Poisson-Regression

Als erstes verallgemeinertéiseares Regressionsmodell betrachten wir das Modell der Poisson-

Regression flir Zahldaten. Vorbereitend dazu studieren wir noch aliger@harakteristika von
verallgemeinerten linearen Modellen (englisch: generalized linear modaiés)s

Definition 3.1 (Verallgemeinertes lineares Modell, GLM)

Sei(Q”,}"@“”,(X)?f:1 Py,) mit unbekannterf; € © C RV1 < i < n ein Produktexperiment , in-
duziert von stochastisch unabhangigen, beobachtbaren RespoaftenYy, . .., Y, mit Werten
(jleweils) inQ C R. Dann heil{(Q", 7™, @', Py,) verallgemeinertes lineares Modell (GLM)
falls gilt:

1) Fir jedesl < ¢ < n ist Py, ein Element einer natirlichen Exponentialfamilaeh. es
existiert eine Dichte (Likelihoodfunktion) beziiglich eines dominierendd$elsland sie hat
die Form

p(yi, 0i) = a(0;)b(yi) exp(yi - T(6:)).

Der TermT'(6) hei3t naturlicher Parameteder Exponentialfamilied € ©.

2) Fur jede Beobachtungseinhéit< i < n sind die Werte vop Kovariablen (unabhéangigen
Variablen) gegeben, insgesamt also eine Designmatrix R™*P. Ein Intercept wird dabei
durch eine Quasi-Kovariable, die konstant den Wert 1 annimmt, kodiert.

Die systematische Komponemkes GLM ist dann gegeben durch einen Vektor

n= (771,...777n)T mit

p
Vlgz‘gn: 77@'2253‘%3‘
Jj=1

far (unbekannte) Regressionskoeffizienden . ., 8,. Der Termn; heil3t linearer Pradiktor
von Beobachtungseinhédit< i < n. Insgesamtistalsg = X3, 5 = (f51,... ,ﬁp)T.
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3) Seiy; := E[}ﬂ)@ = ;] der (bedingte) Erwartungswert derten Responsevariable. Es
existiert eine Link-Funktion,glie die systematische Komponente und die duydeschrie-
bene stochastische Komponente der Verteilung¥ydwoppelt:

p
Vi<i<n: ni=g(m) e g(m) =Y B
7j=1

Die kanonische Link-Funktion (der kanonische Littansformiert den (bedingten) Erwar-

tungswert vorY; auf den natirlichen Parameter, erfiillt also die Beziehung
p
9(pi) = T(0;) < T(0;) = Zﬂjwzj-
j=1

Beispiel 3.2(ANCOVA mit normalverteilten Fehlertermen)
SeiY = (Yi,...,Y,) " mitY ~ N, (X3, 0%I,) wie unter Model[Z1L mit Zusatzannamel2.1 (c).
Dann gilt nach Korollaf 2.8, dasg; = Z§:1 Bixi; V1 < i < ngilt, d.h.g = id. (identity link).

Die Formulierung von GLMs erlaubt eine einheitliche Behandlung von Ratotedellen, denen
naturliche Exponentialfamilien zu Grunde liegen, mit Hilfe der inferentiellen lilhkedtheorie.
Ziel der statistischen Inferenz fir GLMs sind wieder die Regressi@iSki@nten(5;)<;<p.

Lemma 3.3
Die Familie der Poissonverteilungen mit Intensitatsparaméter 0 bildet eine natirliche Expo-
nentialfamilie im nattrlichen Parametér(0) = log(6).

Beweis: Die Familie ist dominiert vom Zahlmafd mit
k

p(k.6) = 7 exp(~0)

= exp(~6) (1) exp(k - 105(0))

= a() - b(k) - exp(k - T(0)), k€ N.
]

Die Poisson-Regression modelliert stochastisch unabhéngige Beahgs#inheiten, die Zahldaten-
Struktur haben und als jeweils Poisson-verteilt mit Kovariablen-abhamgigensitatsparametern
angenommen werden, als GLM. Nach Definifiod 3.1 und Leinna 3.3 ist der isgherLink dabei
durch den natirlichen Logarithmus gegeben.

Modell 3.4 (Poisson-Regression mit Intercept)
Seik=p-1 und X = (Xq,...,Xy) der Vektor der interessierenden Kovariablen. Der Stich-
probenraum fir die Respondé = (Yi,...,Y,)" ist (N2,2Y0). Fir jedesl < i < n legen
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wir einen Zahlrahmer(englisch: size)s; zugrunde und machen die Modellannahme, dgss
Poissonf(z;) - s;) verteiltist,1 < ¢ < n. Dabei gelte die Strukturannahme

k
log(A(Z;)) = Bo + Z Bjri;  bzw.

j=1

E[sz_é = fi; Si] = )\(fz) - S5

k
= exp(fo + Zﬁjmij +1In(s;)), 1<i<n.
j=1
Fir das Gesamtexperiment ergibt sich als Likelihoodfunktiongmit (51, ..., Bx) |

n —

20.8) =] W;,] exp(~A(T)s:)

~
[y

k
- exp(—exp(fo + Z Bjzij +1n(s;)))

|
yi! =

" lexp(Bo + 35 Bjis + In(si))]

~
[y

sowie als Log-Likelihoodfunktion

n k k
Ly, 8) = > {vi(Bo+ > Bjwij +1n(s;)) — exp(Bo + Y Bjasj + In(s)) — In(y;!)}

i=1 j=1 j=1

n k
= ) {yi (i +1n(s:) — exp (s + In(s:)) — In(yi)}, mi = Bo + Y _ Bjwij.
=1

j=1
Bemerkung 3.5

(i) Der Termln(s;) wird als Offset bezeichnet, da er jeder Beobachtungseinheit einen indivi-
duellen Intercept zuweist.

(i) Der kanonische Linky = log transformiert den urspriinglichen Wertebereigh oo) von
A(Z;) auf ganzZR, den natirlichen Parameterraum der Familie.

(iii) Die Poisson-Regression ist ein multiplikatives Mod€ilir den Quotienten zweier Inzidenz-
raten (in der Epidemiologie: relatives Risiko, RR) bei zwei Kovariablefipnz 4, undz s,

die sich in genau einer Auspragung einer bestimmten Kovariablgerscheiden, gilt nAm-
lich

= exp(log(A(Z4)) — log(A(ZR)))

= exp(Bj(za,; — *B,j))-

Speziell fur dichotome Kovariable RR = exp(f;)

Dieses Konstanthalten aller anderen Kovariablen nennt man auch ,Aidpeg".
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(iv) Die Parameterschéatzung der Regressionskoeffizienten erfotyitteds des Maximum-
Likelihood-Prinzips. Zwar existiert keine geschlossene Ldsung,dibdixistenz eines ein-
deutig bestimmten Minimums der negativen Log-Likelihoodfunktion ist garamiie
—L(y, 5) eine konvexe Funktion des Parametervekiorst. Es kdnnen also numerische
Routinen aus der konvexen Optimierung angewendet werden.

(v) Geschachtelte Modelle kénnen mit einem Likelihood-Quotienten-digdichien werden.

Beispiel 3.6

Le (2003) berichtet eine Studie, in der Daten voa: 44 Notfallarztinnen in einem groRen Kran-
kenhaus erhoben worden sind. Die zu analysierende abhangigedises) Variable ist die Anzahl
an Beschwerden fur die jeweiligen Arztinnen. Der Zahlrahmen pro Awtist die Anzahl an
Patientenbesuchen, die vier zu berlicksichtigenden Kovariablen sigdtifeg (in Dollar/Stunde)
und Erfahrung (in Stunden) sowie Geschlecht und Facharztausbilgamgin).

(siehe Prasentation mit R und Handout.)

Satz 3.7(Multivariater Zentraler Grenzversatz)

Seiﬁ(n) der MLE des Parametervektors = (1, . .. ,Bp)T eines GLMs mit kanonischem Link
zum Stichprobenumfang Falls alle p Kovariablen einen kompakten Wertebereich haben und fur
die Folge(X,,),>p von Designmatrizen gilt, dagsy,’ X,,)~! vd 0, so gilt:

B(n) ~ Ny(B, 1 (B)) mit Fy(8) = X, Cov,(Y) X,

as.

~

Dieses asymptotische Ergebnis bleibt richtig, fadllg8) durch F,(5(n)) ersetzt wird.
Beweis: Satz 2.2 in Kapitel 7 von Fahrmeir and Hamerle (1984), siehe auch Ulufggbe. W

Bemerkung 3.8

(@) Cov,(Y) = diag <[Var (Yi|Xl- = :clﬂ 1<i<n). Dabei hangt Var(Yi|XZ- = xl) von 3 ab.
(b) Im Falle der Poisson-Regression ist
V1<i<n:Var <Y;|X1 = fi,si) = U; = )\(CZ"Z)S,L

= exp(n; +1In(s;))

k
= exp | fo+ > Biwij +In(s)
j=1
Definition 3.9 (Saturiertes Modell)
Fir ein gegebenes GLM basierend auf Responsevaridblen (Y1, ...,Y,)" und zugehdrigen

61



Beobachtungen = (y1,...,%,)' driicken wir die (gemeinsame) Likelihoodfunktion duuck:
(p11,. .., pn) " aus und schreiben fur sig(y, u).

Damitistln(Z(y, /1)) der (maximale) Wert der Loglikelihoodfunktion fur das gegebene GLM.
Betrachten wir diesen Wert fir alle in Frage kommenden Modelle, so existiemaximal er-
reichbarer Wert, der der optimalen Anpassungsgute entspricht urath éiu Z (v, v)) gegeben ist.
Das zugehdrige ,Modell“, das jeder Beobachtung einen eigenen Paranrzuweist, heilgau-

riertesModell.

Bemerkung 3.10

(a) Das saturierte Modell ist kein Modell im eigentlichen Sinne, es kodieiihdler Stichprobe
enthaltene Information lediglich um. Es ist auch nicht von eigenstandigearesse, son-
dern ein Hilfsmittel, um zu einer verallgemeinerten Definition des Bestimmth&iesnzal

kommen.

(b) Fur die Poisson-Regression gilt in der Nomenklatur von Definjfioh 3.9:

1

noy
M.

Z(y,p) = H yf‘ exp(—p;) und
i=1 7%

m(Z(y,y) = > {viln(y) — () -y}
1:y;>0

(c) Das saturierte Modell kann auch anders kodiert sein (siehe Upung

Definition 3.11 (Bestimmtheitsmal3 eines GLM)
Sei unter der Nomenklatur von Definitibn13:8 Z(y, y)) der Loglikelihood-Wert des saturierten
Modells,In(Z(y, 1)) der eines fest vorgegebenen Modells (mit Designmafrig R™*P mitp <
n) undln(Z(y, BO)) der des Null-Modells (das nur den Intercept enthalt). Definiere

D(p) = 2[In(Z(y,y)) — n(Z(y, 2))],

Do) = 2[n(Z(y,9) - m(Z(y, )]
Dann ist das BestimmtheitsmalR des Modells, welgtgeneriert hat, gegeben durch

R2_1_ D({L)
D(o)

Beschreibt das j-Modell* die erhobenen Daten perfekt, so B{(i) = 0 = R? = 1.

Ist die Anpassungsgiite deg-Modell* genau gleich der Anpassungsgiite des Null-Modells, so ist
D(i) = D(B) = R2 = 0.
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Bemerkung 3.12(Uberdispersion)

Die Poissonverteilung ist einparametrisch fifPoisson (A)] = Var (Poisson (A)) = A.

Daraus resultiert oftmals in der Praxis ein Problem fiir die Poisson-Ragvas namlich das der
Ubedispesion, d.h., dass Vaiy;) > A\(Z;)s; ist.

Das ist insbesondere fir das Priifen der Regressionskoeffizientetasigtische Signifikanz ein
Problem, da unterschéatzte Standardabweichungen zu grol3e Testsatidilscores) zur Folge
haben.

Unter der Annahme, dass ein Skalierungsparametexistiert, so dass1 < i < n : Var(Y;) =
oA(%;)s; gilt, kann diesem Problem wir folgt begegnet werden:

Wir wissen aus der inferentiellen Likelihoodtheorie, dass (mit den Bezgigem von Definition
BI1)D(i) ~ X:_, gilt. Daraus folgt nach Pearson (vgl. Beispiel 1.43), dass

n

_7:)2 _ 2
i=1 ’

Nehmen wir an, das$; =~ p; ist, so folgt, dass

2]

dennQ(Y')/¢ verhalt sich dann wie die Summe von Quadratenwastandardisierten Zufallsva-
riablen beip geschatzten Modellparametern, uBdx?| = v, also haben witt [%’2} ~ .
Aus dieser (heuristischen) Uberlegung leiten sich zwei Schatzmetfiodden Uberdispersions-

parameterp ab:

(&) Nehmeyp als zusatzlichen Parameter in die (gemeinsame) Likelihoodfunktion aufpmnd o
timiere die (Log-)Likelihoodfunktion unter der Nebenbedingih@) = (n — p) (Quasi-
Likelihood-Verfahren).

(b) Schatze) durché = Q(y)/(n — p).

In beiden Fallen bleiben die Punktschatzungen der Regressionsiemgfiizunverandert, ihre ge-
schatzten Standardabweichungen werden inde%imultipliziert.

3.2 Logistische Regression

Als zweites Beispiel fiir ein GLM betrachten wir die logistische Regressiomiiiardaten als
Response. Zur Einbettung in die allgemeine GLM-Theorie zunéchst dieratendes Resultat.

Lemma 3.13
Die Familie der Bernoulliverteilungen mit Erfolgsparameterc (0, 1) bildet eine naturliche
Exponentialfamilie im natirlichen Parameté¥p) = log(7%;) =: logit(p).
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Beweis: Fir jedep =: 6 € (0, 1) existiert eine Z&ahldichte (Likelihoodfunktion) der Form

p(y,0) = 0"(1—0)"""

- ool

= (1 —0)exp(ylogit(d)), y € {0,1}.

Unter den Bezeichnungen von Definitibn]3.1 kann alé®) = 1 — 6, b(y) = 1, undT(0) =
log(7%5) = logit() gewahit werden. |

Modell 3.14 (Logistische Regression mit Intercept)
Wir betrachten den Stichprobenraui®t, 7) = ({0, 1}, 2{%1}") und modellieren die Verteilung
der stochastisch unabhéngigen Responsevariablea (Y7, ...,Y;,)" € Qals

V1 <i<n:Y; ~ Bernoulli(p(Z;)),
wobei fur die Kovariablen-abhangige Trefferwahrscheinlichiéit;) die strukturelle Annahme

k
o p(
logit (p(Z; =1H<_.>: i = Bo+ ) Bjzij
getroffen wird. Dabei isty ein Intercept undé; = (z;1, ..., z;;) das Kovariablenprofil von Be-

obachtungseinheit < i < n.

Bemerkung 3.15

(&) Nach LemmBA_3.13 ist das logistische Regressionsmodell ein GLM moitisghem Link.
(b) Fur die (bedingten) Momente vaf gilt unter Modell 3.14
Es[Vi|Xi =] = p(7)="Pps (Y, =1|X; = fz) )
Varg (Y!X - f) — p(@)[1 - p(@)].

(c) Furp € (0,1) ist
1
T T4exp(—2)
Damit lasst sich die unter Model[ 3.14 gemachte Strukturannahme abobilsen als

g(p) =logit(p) =2 €R < p=g '(2)

Vi<i<n:p@) = Eg[VilXi=a]

1+ exp(—pfo — Z?:l Bjaij)
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Die (Umkehr-)Funktiong=! : R — (0,1), z ~— [1 + exp(—2)]~! heiBt die
logistische Funktion

(d) Das logistische Regressionsmodell ist ein multiplikatives Modell. Bawaetir zwei Kova-
riablenprofileZ 4 undZ'p, die sich nur in den Auspragungen einer festgelegten Kovariable
1 < j < k unterscheiden. Dann ist

p(Za) it (p(Z
oo~ exp (logit(p(7a)))

die (bedingte) Chance (englisch: odds) fir das Eintreten des Zielersgmister Kovaria-
blenprofilZ 4. Folglich gilt fir das logarithmische Chancenverhdltnis (englisch: odd®ra
OR), dass

log(OR) = logit (p(74)) — logit (p(¥r))
= Bjlza; —zBy)
und folglich

OR = exp(Bj(za; —zBy))

. exp(ﬁijJ) _ N\1TA,j—TB,;
= o) [exp(5;)] -

Ist die Kovariablej eine dichotome Groéf3e, so gilt insbesond®iie = exp(f;).

(e) Fur die Likelihoodfunktion des Gesamtexperimentes gilt unter Modd) 8akss

n

_ - f. Yi 1 Yi M
2n8) = [Tnt@r - g ey

exp (50 +3h 5]'%‘]')} "
+ exp (ﬂo + Z§:1 ﬂjxij)

da fiir jede Beobachtungseinh¥git < i < n gilt

it |

=1

p(Zi) = [1 4 exp(—m)] !, fallsy; =1
p(yi, B) =
1—p(7;) = [1 +exp(+n)] ", fallsy; =0
und .
= Z{yi log(p(7i)) + (1 — y;) log(1 — p(%:))},
i=1
wobei
. -1
p(&) = {1 + exp (ﬁo -3 ﬁsz’j)]
j=1
gilt, was den Einfluss vofi = (1, ..., 3:)" beschreibt.
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Anwendung 3.16(Fall-Kontroll-Studien)

Die logistische Regression ist (zunachst) ein Modell puospekiv die bedingte Wahrscheinlich-
keit fur das Auftreten des Zielereignisses bei einer Beobachtungseainibgegebenem Kovaria-
blenprofil zu schatzen. Dazu dienen (prospektive) Kohortenstudien@uerschnittsstudien. In
der Epidemiologie werden indes aufretrospekive) Fall-Kontroll -Studien durchgefihrt, bei de-

nen der (Krankheits-) Statug, = y; der Response fir alle Beobachtungseinheiten i < n
schon zu Studienbeginn feststeht vetdbspekiv das jeweilige Kovariablenproﬁfi = ¥; ermit-
telt wird. Unter einem solchen Studiendesign lasst sich an sich alscﬁ”,gu%ﬁi =Z;|Y: = yi|,
1 < ¢ < n, schatzen.

Durch Anwendung des Satzes von Bayes lasst sich indes auch in Raiblk&tudien ein logis-
tisches Regressionsmodell aufstellen. Einziger Unterschied ist dalssidé@alnterpretierbarkeit
des Intercepts verloren geht.

Notation:

Z; : Indikator fUr ,Einschluss in die Fall-Kontroll-Studie® (nein/ ja), < i < n.

m = P(Z; =1]Y; = 1) Einschlusswahrscheinlichkeit fur Féalle, unabhéngig vof i < n.
mo = P(Z; =1]Y; = 0) analog fir Kontrollen

Annahmen:

(1) Sampling-Wahrscheinlichkeiten hangen nur vom Wert des Reaspaickt vom Kovaria-
blenprofil ab, d.h.P(Z; = 1|Y; = ¢, X; = ;) = m, £ € {0,1}.

(2) Logistisches Modell fur die (bedingte) Verteilung der Responsedaria

exp (50 + 325 59'%']')

Ps(Y; = 1|X; = ;) = ;
1+ exp (50 + D i=1 5]'962‘]‘)

Dann gilt nach dem Satz von Bayes

Py(¥i=1Zi=1K=5) = oo
(=0 1

, 1 <1< n,

1+ exp (ﬁé + 30 ijff'ij) B

mit 35 := Bo+log(m /7). Den Responsestatus-spezifischen Inklusionswahrscheinlichlaiten k
also durch geeignete Umdefinierung des Intercepts Rechnung getresgden.

Um den Zusammenhang;) zu analysieren, kann also ein logistisches Regressionsmodell in
Analogie zur Situation im Falle einer prospektiven Studie angepasst wexedrei lediglich der
Intercept seine (urspriingliche) Interpretation verliert.
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Konnen keine verlasslichen Angabenmzuund 7; gemacht werden, geht die Interpretationsfa-
higkeit des Intercepts vdllig verlorep(#;) kann indes trotzdem noch mit den Ublichen Verfahren
inferiert werden.

Anwendung 3.17(Receiver Operating Characteristic Kurve, englisch: ROC)

Hat man ein logistisches Regressionsmodell angepasst, so liegt ediabeschatzten Regressi-
onskoeffizienten und die daraus resultierenden geschatzten (begifgrscheinlichkeiten fir
den Responseweft zur Klassifizierung newer Beobachtungsinheiten, von denen nur das Ko-

variablerprofil bekanntist, zu verwenden (medizinisch: Diagnose). Dazu muss man also einen

Schwellenwerp* fir p(Z,.,,) festlegen, ab welchep.,, = 1 diagnostiziert wird. Da die Schat-
zung der Regressionskoeffizienten stochastischen Schwankurigdagen ist, ist eine perfekte
Diagnosefahigkeit des gefitteten Modells nicht zu erwarten.

Zur Festlegung vop* kann eine sogenannte ROC-Analyse dienen. Dazu ordnen wir die aus de
Stichprob&((y1, 1), - - - , (yn, Tn)) geschatzten Wertg(z;)), <;,, mit

der Grof3e nach an und erhaltén., < Go., < ... < Gnn. Wir bezeichnen zudemy := [{1 <
i<n:y; =0} undn;:=n—-ng={1<i<n:y =1}.

Die ROC-Kurve ist nun der Graph einer zufélligen Irrfahrt mitSchritten im Einheitsquadrat,
startend in(0,0) und endend ir(1, 1). Die Irrfahrt wird dabei im Schrittl < ¢ < n um einen
Sprung der Breitel /ng nach rechts weitergefiihrt, fallg.,, zuy,.,, = 0 gehort, und um einen
Sprung der Hohd /n; nach oben weitergefuhrt, fallg., zuy., = 1 gehdrt, wobei wir die
Responsewerte gemaf der Ordnung(déf;)), -, ,, permutieren. Es lasst sich leicht nachweisen,
dass die Irrfahrt mit dieser Regel nach denten Schritt den Koordinatenpunkt, 1) erreicht hat.

Beispiel:

Angenommen, es sing) = 2 Indikatoreny; = 0 undn; = 3 Indikatoreny; = 1 beobachtet
worden undn = ng + n; = 5. Wir nehmen an, dasg.; = y2.5 = ya.5 = 1 undys.s = y5.5 = 0.
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Abbildung 3.1: Beispiel fur eine ROC-Kurve

Es wird nun der Schwellenwest € {1 — ¢i.n,...,1 — gn.n } gewahlt, der zu dem Schritt der
Irrfahrt gehort, in welchem die Irrfahrt dem Koordinatenpurit 1) am nachsten ist. Dieses Vor-
gehen minimiert die geschatzte (bzw. empirische) gewichtete Misskktssifdevahrscheinlich-
keit. Im Beispiel wirde* = 1 — §».5 gewahlt werden. Damit wirden (empirisch in der erhobenen
Stichprobe) zwei Drittel der ,Falle” und alle ,Kontrollen“ korrekt klassifiert, denn

*

Prs=1—qus >p° = Y5 =1=yuvs,

*

ﬁ2:5 =1- é2:5 =p = Q2:5 =1= Y2:5,

*

P35 =1—4q35 <p° = Y35 =0=yss,

*

Pas =1 —qQas <p° = Yas =0 # ya5 = 1,

*

P55 =1—(G55 <p° = Y55 =0=yss.
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In der Epidemiologie (Theorie diagnostischer Tests) wird fir binares Y

PresterfanrefY = 1|Y = 1) als Sersitivitat, PreswerfanrefY = 0|Y = 0) als Speifizitat und
PrestvertanrehY = 1Y = 0) = 1 — Spexzifitat alsalschPositiv-Rate,

IP’Testverfah,e,gY = 0|Y = 1) = 1 — Sensitivitat alF=alschNegativ-Rate bezeichnet.

Damit wird also in der ROC-Analyse die geschétite- Spezifizitdt bzw. Falsch-Positiv-Rate

gegen die geschatzte Sensitivitat (englisch auch: true positive rate) aggatr

Im Beispiel erhalten wir im optimalen Punkt eine geschatzte Falsch-PositiaRn0 (alle ,,Kon-
trollen in der Stichprobe korrekt klassifiziert) und eine geschatzte iBeitét von 2 /3 (zwei Drit-
tel aller ,Falle” in der Stichprobe korrekt diagnostiziert).

Die Flache unter der ROC-Kurve (englisch: area under the curve, RROC) ist ein zusammen-
fassendes Malf? fir die diagnostische Gute des KlassifikationsverfaAtengrgleichswert kann
AUCRaten = 1/2 herangezogen werden, was einer zufélligen (gleichverteilten) Zungider
geschatzten Response auf ein gegebenes Kovariablenprofil ehtgpimgonale im Einheitsqua-
drat).

Bemerkung 3.18(Probit-Modell)

Obschong = logit der kanonische Link der logistischen Regression ist, existieren auch Alter
nativen zu dieser Link-Funktion. Zur Motivation beachten wir, ddgs : R — (0, 1) gegeben
durch

(o) — oz = p)/7)
. 1+ exp ((z —p)/7)
die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung mit Mittelwertsparametand Streuungspa-

, WER, 7>0

rameterr > 0 ist.
Damit ist die logistische Funktion

1 exp(x)

z— [1+exp(—z)] = T+ exp(a)

also die Verteilungsfunktion einer standardisierten logistischen Verteilung mit0O undr = 1
und folglich ist die strukturelle Annahme der logistischen Regression gaghlrch

1
14 exp(—n;) -

Viele andere Familien von Verteilungen haben ebenfalls Lokations- undrfpleaameter und ihre

p(fz‘)ZE[Yi\ i:fz} 0,1(m), 1 <i<n.

Verteilungsfunktionen kénnen demnach in analoger Weise als inversé-unktionen zum Ein-
satz kommen. Wird speziell die Verteilungsfunktion einer Gaul3'schemaii@rteilung benutzt,
spricht man auch von eineRrobit-Modell.
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Kapitel 4

Cox-Regression,
Uberlebenszeitanalysen

Als letzte noch zu behandelnde Datenstruktur (der Response) bigpehavir uns in diesem Ab-
schnitt mitUbelebengeitdaen (Zeitspannen bis zum Eintritt eines festgelegten Zielereignisses).

Zunachst einige vorbereitende Begriffsbildungen aus der Ubedebéanalyse (engliscluvi-
val Analysis).

Definition 4.1 (Grundbegriffe der Survival Analysis)

SeiT eine nicht-negative, reellwertige Zufallsvariable tiber einem Wahrschekelitftaum($2, 7, P)
mit VerteilungsfunktiorF : [0,00) — [0,1], so dassF'(t) = P(T' < t), t € [0,00). Wir denken
unsT als (zufallige) Zeitspanne bis zum Eintreten eines festgelegten Zielereigiissesheil3t

a) S:[0,00) — [0, 1], gegeben durcl(t) = P(T > t) = 1 — F(t), SunvivalfunkionvonT.

b) A :[0,00) — [0, 0], gegeben durch
B t F(ds)
A= [ g

NachlGill and Johansen (1990) existiert eine Folge von Unterteilur(gl(élﬁ)lggk(n) des

kumuative HazardfunkionvonT.

Intervalls (0, ¢], so dass mité") =0:

k(n) (n)
Mw::nmE:l—ﬂ%Q]
Gt S(t;27)

)

- nlggo ZP(T < t(n)’T > tz@1)~
i1

c) Ist die Verteilung vofi” stetig mit Lebesguedichgeundt — S(t) differenzierbar, so heif3t
oo dAD) _F®)_f)

A = =5 T1-F@1)  S@)
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Hazardunkion oderInzidenzichte von T. Offenbar gilt dann fut > 0:

Pt<T<t+At|T >t
Mt) = lim DESTSERAT>1)
At—0 At

Man nennt\(¢) daher auch diénstartane Audallrate oderinstartanesRisiko.

d) Fir zwei unterschiedliche Grundgesamtheitérund B mit zugehorigen Inzidenzdichten

A4 und g heif3t die durch
Aa(t)
AB(t)

RR(t) :=
gegebene FunktiorelativesRisiko.

Bemerkung 4.2

(i) Unter den Gegebenheiten von Definitfonl4.1.c) gilt

A = /0 Msjds = | 116(;)(3)“
FO qu F(t)
u::?(s) /0 1—u - ln(l o u) ‘0 = lIl(S(t))

< S(t) = exp(—A(t)) < F(t) =1—exp(—A(2)).
(i) Ferner ist unter Definition 411.c) fuA¢ > 0 ,klein”

R(t,At) =Pt <T <t+ At|T > t)

_F(t+At)—F(@)  S(t)—S(t+ At)
B 1— F(t) B S(t)

~ A+ At) — A(t) *
das Risiko, dass das Zielereignis in der Zeitspafme + At ] eintritt, gegeben, dass der

Zeitpunktt zielereignisfrei gewesen ist. Dabei gilt (*), denn

S(t) — S(t+ At)
S(t)

=1—exp(A(t) — A(t + At))
und1 — exp(—x) ~ z fUr ,kleines" x > 0.

(iii) Ist T exponentialverteilt mit Intensitétsparameter- 0, so ist

_ Oexp(—0t)
M=o

die zeilich korstarte Inzidenzate vonT'.
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Eine erste Hauptaufgabe der Survival Analysis besteht in der Scigatiar Survivalfunktion. In
der Praxis tritt dabei haufig das Probleersietter Daten auf, d.h., dass nicht bei allen urspriing-

lich in die Studie eingeschlossenen Beobachtungseinheiten bis zum Abtesiiudiie entschieden
werden kann, ob das Zielereignis eingetreten ist oder nicht. Dies viedegr zundchst nahelie-
genden, auf der empirischen Verteilungsfunktion basierenden Schatze

Ursachenfir Zersierungen:

e Loss to follow-up (Patient/in zieht weg, etc.)
e Dropout (z.B.: unerwartete Nebenwirkungen treten bei einer Thesahje
e Studienende (z.B.: Finanzierung lauft aus)

e Patient/in stirbt durch eine Ursache, die nicht im Zusammenhang mit dem Zgelisreon
Interesse steht.

Eine verfeinerte Schatzmethodik unter Einbeziehung von Zensierutgjérder KaplanMeier-
Scharer (englisch auch: product-limit estimator) dar.

Definition 4.3 (Kaplan-Meier-Schatzer)

Gegeben sei eine iid. Stichprobe miBeobachtungseinheiten aus einer (homogenen) Grundge-
samtheit mit (unbekannter) SurvivalfunktiSrbezlglich eines festgelegten Zielereignisses.
Seient; < ty < ... < tp mitk < n die geordnetenynterschiedichenBeobachtungzeipunke

in der Stichprobe und;, 1 < i < k, die Anzahl an beobachteten Zielereignissen zum Zeitpunkt
t;. Dabei wirdt; in Bezug auf die Einschlusszeitpunkte der Beobachtungseinheiten in die Stic
probe ausgedrickt. Bezeichne fermgr1 < ¢ < k, die Anzahl an Beobachtungseinheiten in der
Stichprobe, die unmittelbar vor dem Zeitpunkhoch unter Risiko gestanden haben. Danrbist

st =] (1—2),t20,

i:tigt

derKaplan-Meier-Schéarer fur.S basierend auf der Stichprobe vom Umfang

gegeben durch

Bemerkung 4.4

(i) Tretenin der Stichprobe keinerlei Zensierungen auf, sovgitt 0 : S*(t) = 1—Fn(t) =1-
n~iS Ljo,¢(t:), wobeiF, die empirische Verteilungsfunktion derEreigniszeitpunkte
bezeichnet.

(i) Eine erste heuristische Begriindung ffirfliefert der Multiplikationssatz fiir (bedingt) sto-
chastisch unabhéangige Ereignisse.
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Beispiel 4.5

In Tabelle[4.5 sind die Uberlebenszeiten (in Wochen) von zehn Patienteinemt superfizialen
Harnblasenkarzinom nach Beginn einer (jeweiligen) Chemotherapiectesitgn. Dabei sind die
zensierten Beobachtungen mit einem Kreuz (,+") gekennzeichnet:

63,59, 57+, 37,33, 21+, 11,57, 44+, 37.

t; | d; | n; | Faktor= "n;d S(t;)
0| -]10 — | 1.000
11| 1] 10 0.900| 0.900
211 0| 9 1.000| 0.900
33| 1| 8 0.875| 0.788
371 2| 7 0.714| 0.563
441 0| 5 1.000| 0.563
571 1| 4 0.750| 0.422
591 1| 2 0.500| 0.211
63| 1| 1 0.000| 0.000

Tabelle 4.1: Tabelle zur Berechnung des Kaplan-Meier-Schatzers

Das resultierende Schaubild des Kaplan-Meier-Schatzers zeigt Abb[Hd .

Definition 4.6 (Nichtparametrische Likelihoodfunktion)

SeienXy, ..., X,, reellwertige iid. Zufallsvariablenz = (z1,...,z,)' eine Realisierung von
(X1,...,X,) " undM die Menge aller Verteilungsfunktionen aiif

Dann heil3tZ : M x R™ — [0, 1] mit

(F,z) = Z(F,z) = H[F(wi)—F(xi—)]

= HPF({%})

die nichtparamerischeLikdihoodfunkion zuz.

Anmeikung: Offenbar kommen zur Maximierung der nichtparametrischen Liketifupdktion nur
diskrete Verteilungen in Betracht, die ihre gesamte Masse auf die Punkte;<,, verteilen.

Satz 4.7(Statistische Eigenschaften véi
SeienTy, ..., T, nicht-negative, reellwertige Zufallsvariablen mvit < ¢ < n : T; ~ T mit
unbekannter Verteilungsfunktidnund zugehériger Survivalfunktiosi
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geschatzte Uberlebenswahrscheinlichléit)

0.0 } } } } } } f f f <
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zeit nach Therapiebeginn (Wochen)
Abbildung 4.1: Beispielhafter Graph eines Kaplan-Meier-Schéatzers
SeifernerlC = (C1,...,C,)" ein Vektor ebenfalls nicht-negativer, reellwertiger Zufallsvariablen
mit (gemeinsamer) Verteilung., die nicht vonF’ abhangt.
Wir nehmen an, dass, gegeb@ndie (7;):<i<, bedingt stochastisch unabhéngig sind und dass
wir Y = (Y3,...,Y,)" beobachten kénnen mit < i < n :Y; = min(T}, C}).

Ferner liege Zensierungsinformation vor durch Indikatoden= 1;7,<c,3, 1 <i <n.
Danngilt:

(a) Mitden unter DefinitioR4]3 getroffenen Bezeichnungesi isthtparametrischer Maximum-
Likelihood-Schétzer (NPMLE) vasi

(b) S ist gleichmaRig konsistent auf Intervall@n ¢] mit S(t) > 0.
Far alle Punktet > 0 mit S(¢) > 0 gilt:
(c) Sind die(C})1<i<p iid. mit Verteilungsfunktioriz vonC1, so ist
0<E[S()] - 5) < (1= 51) {1 - S -G}

Insbesondere strebt der Bias v6it) fiir wachsenden Stichprobenumfang gegen Null. Es
existieren weitere Bias-Abschéatzungen und sogar exakte Formele[Giete!(1994)).
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(d) Es gilt ein zentraler Grenzwertsatz fd(t) = S(n, t) und die Varianz vorb(t) kann approxi-
miert werden durch di&reerwoodFormel:

Var(8(0) = ()] 2 n(nd—cw

Beweis: Seit := (t1,...,t,) undé@:= (c1,...,c,) . ZUum Beweis von (a) beachten wir, dass
2(57£C7t_:é) - Z(57£07€) Z(S7F|C: E)

geschrieben werden kann. DabeiistS, L¢, ¢) = Lo ({¢}) und damit ohne Information Uber die
interessierende Survivalfunktiofi Es geniigt also, die bedingte nichtparametrische Likelihood-
funktion Z(S,t|C = &) zu optimieren. Wir erhalten

z(s.t1c=8 = [ P {t}) H S(ci)

i:0;=1

= H ]P)T {yz (yz)}l_éi
=1

k
= H d]
nach Ubungsaufgabe, woble n wie in Definition[4.3 und
N =P(T =t4|T >tjx), 1 <j <k

Einfache Algebra ergibt, dass folgliét} =d;/n;, 1 < j < k, geschétzt wird und es ergibt sich
insgesamt

: _ nj —dj

Snemee(t) = [] —

jitj<t J
wie gewiinscht, da nach Ubungsaufgabe
VO <t <tri: St = J[ (1-X) gilt.
j:tj:kgt

Die Aussage unter Teil (b) findet sich als Theorem 1V.3.1 in dem BuchAratersen et all (1993).
Die asymptotische Normalitét voﬁ(t) unter Teil (d) ist eine Konsequenz aus Theorem 1V.3.2
in /Andersen et al. (1993) und die Greenwood-Formel folgt mit Hilfe deltdMethode (siehe
Ubungsaufgabe). [ |

Sir David Cox hat ein Modell entwickelt, um Survival Analysis auch fiitehegene Grundge-
samtheiten (unter Einbeziehung von Kovariablen) betreiben zu kénnen.
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Modell 4.8 (Cox’ proportional hazards-Modell)

Wir betrachten beobachtbare, stochastisch unabhéangige RespoiaddeaY, . .., Y, mit

V1 <i<n:Y;=min(T;, C;) wie in SatZ4]7.

Die Verteilung deiinteressierendenEreigniszeten (7)1 <<, wird Kovariablen-abhangig model-

liert und wir machen dabei die folgende Strukturannahme:
V1 <i<n:AEX = 75) = Ao(t) exp(n;) <= log ()\(t])fi - fi)> = log (Ao(t)) +m (4.1)

mit dem linearen Pradikton; = Z?:l Bjzij, 1 < i < n, wobeiZ; = (xj1,..., ) wie zuvor.
Insbesondere gilt im Vergleich zur Baselim&s{seiine = 0), dassRR(t\)?i = 7;) = RR(%;) =
exp(n;). Die Funktion) wird unspezifiziert gelassen uBdsdine-Hazard genannt.

Ziel der statistischen Inferenz sind (vornehmlich) die Regressiorigesfens = (51, ..., 8:)".

Bemerkung 4.9

(a) Dasproportional hazardsModell nach Cox|(1972) ist eisemiparamerischesmultiplika

tives Modell.

(b) Die Abbildungt — log(\o(t)) kann als ,Intercept-Funktion“ angesehen werden. Damit
ZBaseline = 0 sinnvoll zu interpretieren ist, sollten alle Kovariablen zunachst an ihren em
pirischen Mittelwerten zentriert werden (,Standardisierung").

(c) Kann eine plausible Annahme Xgigemacht werden (z.B. Weibull oder Gompertz), so kann
Modell[4.8 zu einem parametrischen Modell modifiziert werden, auheeldann die infe-
rentielle Likelihood-Theorie angewendet werden kann.

(d) Die in (4.1) gemacht@roportionditatsannahme kann und sollte durch Untersuchung der

(nach Kaplan-Meier) geschatzten Survivalfunktionen tberprift eisiehé 4.10). Bemer-
kenswerterweise ist Modél[ 4.8 in der Praxis oft ein akzeptables Modell.

(e) Die Schatzung der Regressionskoeffizienten im Falle einer unzipetafi Baseline-Hazard
erfolgt durch Maximierung der partiellen Likelihoodfunktion der Stichprabebeiauf die
beobacheten Ereigniszeippunke bedingt wird.

Nehmen wir dazu der Einfachheit halber an, dgasaum Zielereignisse zuunterschiedi-

chen Zeitpunktety .., < to., < ... < t;.m beobachtet worden sind. Der lineare Pradiktor,
der zu derjenigen Beobachtungseinheit gehért, bei der das Zieléseigm Zeitpunkt;.,,,
beobachtet worden ist, wird in der Folge mit,,, bezeichnet] <i < m.

Nach Bemerkung4.2.(ii) ist darnii <i < m
R(tion, At|X; = T3) = At A(tim|Xs = 7))
= At A0 (ti:m) eXp(ni:m)

76



fur infinitesimal kleines\t . Ist ferner R; die Menge aller Beobachtungseinheiten, die un-
mittelbar vor dem Zeitpunkt;.,,, unter Risiko stehen (bzw. gestanden haben), so ist fur
1<i<m

> At Ag(tizm) exp(ne) = At Ao(tim) Y exp(ne)
LeR; LeR;

die bedingte Wahrscheinlichkeit dafir, dassifigrendeine Beobachtungseinheit aé das
Zielereignis innerhalb der Zeitspanrie;..,,, t;..,, + At] eintritt. Als partielle Likelihood-
funktion wird dann das Produkt der auf die beobachteten Ereigniszéitpdredingten Be-
obachtungswahrscheinlichkeiten aller Zielereignisse verwendet, also

exp
partzell B y H me)

(ER; exp(7e)

mit zugehdriger partieller Log-Likelihoodfunktion

In (Zpartzell B, y an m — In (Z eXP(W)) .

lER;
Mit Hilfe offensichtlicher (kombinatorischer) Modifikationen kdnnen aualieFoehandelt

werden, in denen Bindungen zwischen ¢gn, )1 <<, auftreten.

Anwendung 4.10(Tests auf proportionale Hazards)

Modellgleichung[({4]1), zusammen mit der Beziehtifyg = exp(—A(t)) aus Bemerkunig_4.2.(i)
ergibt, dass unter den Gegebenheiten von Definftich 4.1.(c) fur ein gegel@variablenprofil
T4 gilt:

50 = exp(-Aa(t) = (- t ey

- ewn(- “ols)ds exp(n) ) = [Sa(0)] 0.

Damit ist
log(—log(S(t))) = na + log(—1log(So(t)))

und flr zwei unterschiedliche Kovariablenprofilg undz g gilt folglich

log(—1log(Sa(t))) — log(—1log(Sp(t))) = na — ns-

Fur zwei unterschiedliche Strata von Kovariablenprofilen kann also eineNgslnspektion der
log-minus log-transformierten geschatzten Survivalfunktionen als Modgfidsetechnik zum Ein-
satz kommen. Ein formaler Test auf proportionale Hazards kann koedtwerden mit Hilfe der
skalierten Schoenfeld-Residuen (siehelz.B. Grambsch and Thedrg€al))(

Beispiel 4.11
Haftlingkeitsdaten aus Raossi et al. (1980), siehe Prasentation mit R.
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Definition 4.12 (Pseudo-Bestimmtheitsmal} bei partieller Likelihood)

Da zur Modellanpassung unter Bemerklng 4.9.(e) die partielle Likeliho&tn verwendet wor-
den ist, ist die Schatzung der durch das Modell erklarten StreuungesgydRse hier komplizierter
als im Falle der ANCOVA oder der GLMs. Eine Approximation liefert die eirdd&tmel von
Maddda (Maddala, 1983, Seite 39). Bezeichne dazu in Anlehnung an Definifidn 3

D(/B) =2 log(Zpartiell(Bv y)) - log(Zpartiell(ﬂAOv y))} s

wobei 3, dem Null-Modell (nur Intercept) entspricht. Dann ist élseulo-BestimmheitanaR ge-

R%/Iaddalazz 1 —exp (D(B)) .

geben durch

n

Es existieren viele weitere Vorschlage in der Literatur, wobei manche whalimder GLMs (siehe
Definition[3.11) auch einen Vergleich mit dem saturierten Modell beinhalten.

Anwendung 4.13(Zeitabhangige Kovariablen)

Neben statischen Kovariablen (wie zum Beispiel Geschlecht oder dtardamehdrigkeit) tre-
ten in der Survival Analysis oftmals auch dynamische Kovariablen arghdeuspragungen sich
selbst im Zeitverlauf &ndern (kénnen), z.B. kumulative Schadstaffiémpooder Therapieindi-
kator (bei Crossover-Studien). Zur statistischen Analyse des Eiedlusscherzeiabhamgigen
Kovariablen missen im Likelihood-Ansatz zu jedem EreigniszeitpynKilr alle Beobachtungs-
einheiten unter Risikd/(€ R;) die Zeitakiuellen Wette der Kovariablen zur Verfigung stehen.

Eine modifizierte Form der partiellen Likelihoodfunktion ist dann unter derem&kung 419.(e)
getroffenen Annahmen gegeben durch

m
exp(Miim,i)
Z, tiell (Ba y) = ’ )
partie E ZZER«; eXp(?]gyi)

wobein, ; = E;‘?:l Bjxe;,; den (zeitabhangigen) Wert des linearen Pradiktors von Beobachtungs
einheit/ zum Zeitpunkt;.,,, bezeichnet undg;.,, ; zu der Beobachtungseinheit gehort, bei der das
Zielereignis zum Zeitpunkt.,,, eintritt (mit analogen Verallgemeinerungen beziiglich Bindungen
wie unter Bemerkunig_4.9.(e)). Da dieses Vorgehen unter Umstandeinem erheblichen Be-
rechnungsmehraufwand fuhren kann, ist ein vorgeschalteter Te&eitabhangigkeit fir solche
Kovariablen empfehlenswert, fur die Dynamik vermutet wird.

Sei X, eine solche Kovariable. Das urspringliche proportional hazardsd®lio(der Einfachheit
halber nur mit dieser einen Kovariablen) macht die Annahme

At| X1 = xin) = Ao(t) exp(Bizir), 1 <i <n.

Um nun eine Zeitabhéngigkeit des Einflusses %@nauf die Response zu uberprifen, nehmen
wir eine abgeleitete Variable mit Dynamiks hinzu, etwaX, = Xt oder Xy = X; log(t), und
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betrachten das erweiterte Modell, das den Zusammenhang
A(t[Xi1 = 1) = Mo(t) exp(Brai1 + Boxiz), 1 <i < n,

annimmt. Durch Priufen der Hypothegg : 52 = 0, welches mit Standardmethodik (Wald-Test,
t-Test) moglich ist, lasst sich nun beurteilen, ob der Einfluss der interessien KovariableX;
eine Zeitabhangigkeit hat.

Beispiel 4.14(Leukadmie-Daten, Example 11.6lin/L.e (2003))

Im Rahmen einer kontrollierten Wirksamkeitsstudie fir ein Medikamenhdegeamie mit =
42 Patientlnnen wurde jede(r) Versuchsteilnehmende zuféllig dem Tharapig;; = 1) oder
dem Placeboarnuf(;; = 0) zugeordnet.

Das Zielereignis (Response) war die Remissionszeit bzw. Zensiéalladpei Studienende noch
kein Ruckfall eingetreten war.

Es sollen die folgenden beiden Fragestellungen gepruft werden:

(1) Hat das Medikament eine Wirkung darauf, die Remissionszeittzngern (ja/nein)?

(2) Hat das Medikament eine (zeitlich) kumulative Wirkung, d. h., spieBei@ndlungsdauer
eine wichtige Rolle?

~ siehe Prasentation mit R und Handouts.
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Kapitel 5

Bayesianische Behandlung linearer
Modelle

In diesem Abschnitt geben wir einen kurzen Einblick in die Bayesianisemaidlung von (mul-
tiplen) linearen Regressionsmodellen und GLMs.

Wir beginnen mit dem klassischen ANCOVA-Modell aus 2.1, &lse- X 3+ mit allen gemach-
ten Zusatzannahmen. In Bayesianischer Notation haben wir:

Y‘B =, &2 = 0'2 NNn(XB’O'2In)a

wobei3 undé ZufallsgréRen sind.

Besonders einfach wird Bayesianische Inferenz bei Vorliegenkeojugierten Verteilungklas

sen.

Definition 5.1 (Inverse Gamma-Verteilung)
Ist Z; eine nicht-negative Zufallsvariable mitt; ~ Gamma(a, ), so hei3tZy := 1/7; invers
gammaverteilt, in Zeiche#, ~ 1G(«, r). Die Lebesguedichte vafy, ist gegeben durch

fz,(2) = %z_(TH) exp(—a/2)1(g,x0)(2) Und es gilt
E[Z;] = % und Var(Zsz) = Q—Q falls » > 2
- Y- 12(r—2) o

Definition 5.2 (Normal-inverse Gammaverteilung)
Seif|6? = 02 ~ N, (m, M) fiir Hyperparameter m und M, und sei zusatzlich? ~ I1G(a, r)

mit Hyperparameterry undr. Dann heift die gemeinsame Verteilung vbond 62 Normakin-
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verse Ganmaverteilung mit Parametermn, M, « undr. Als gemeinsame Dichte ergibt sich:

f(l[§752)(/870-2) = f6~|&2:0.2(ﬁ) f6_2(0.2)

= (27T)%UP|M|%]_1 exp <—2;2(6 —m) M3 - m)> X

I(r)

(02)7(7*1) exp (—%) ,BERP,0%>0.

Wir schreiben(5, 52) ~ NIG(m, M, o, 7).
Lassen wir Faktoren in der gemeinsamen Dichte fort, die wedepvench vons? abhéngen, so
erhalten wir

fio)(8.0%) o o P exp (—Z;w —m) "M m>) (0%~ exp (—5)

— ot (o 5@ m TG m -] ). 6

Korollar 5.3
Nehmen wil( 3, 52) ~ NIG(m, M, a,r) an, so gilt offenbar

]E[5~|5'2 = 02] =m, COV(B[&2 = 02) = oM,

~927 «
E[U]_T—l falls r > 1 und
52 o fall

Ferner gilt unbedingt fur > 1:

E[

s

] = }E[E[m&zﬂ =m und

Cov() = E[Cov(5]5%)] + Co(E[5]57])
r—1

nach Kovarianzzerlegungsformel, siehe z.B. (Ross/ 2002, Seite 392)
Daferner f,, 5_5(0%) o f5 52)(8,0°) gilt, ist

= E[6°|M = M

315 =5~16G (a+ 35— m) 25— m)r+ 5.

SchlieRlich nutzen wir zur Berechnung der unbedingten (Rand-)Vereilon3 aus, dass wegen
der Normierungsbedingung dé@ (o + %(ﬁ —m)TM~YB—m),r+ £)-Verteilung gilt:

—re+ D lasje-marie-m}
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Damit folgt aus(5.1) (gemeinsame Dichte bezuglieh ausintegriert), dass

_y_D
=3

50 & T+ B {as p6-m e - m)

1 a  7-1 3
L+ o (B-m)" [SM| (8- .
x { + o (8 —m) ; (B m)}
Dies entspricht deAP-Dichte einer multivariaten t-Verteilung niit- Freiheitsgraden, Lokations-
parametern und Dispersionsparameter) /r, alsoj3 ~ t(2r,m, aM/r).

Anmerkung:
Die Varianz-Kovarianz-Matrix einer multivariaten t-Verteilung mit DispersiogrameteE undv
Freiheitsgraden ist gegeben durgh; ¥, falls v > 2.

Satz 5.4

Die Familie der Normal-inversen Gammaverteilungen fiir die Paramgtes?) ist konjugiert
zur Familie der Normalverteilungen fur die Likelihood der Respadrism klassischen ANCOVA-
ModellZ.1.

Genaver gilt:

FallsY|3 = 8,6% = 0> ~ N, (X3,02I,) und (8, 5°) ~ NIG(m, M, a,r), so ist

(3,6%)|Y =y ~ NIG(m*, M*,o*,r*) mit
M =(X"X+M Y™ =M (M m+ XTy),

1
rt=r+ g, of =a+ 3 (yTy +m' M tm — (m*)T(M*)_lm*) .

Beweis:

Fonv=y(B:0%) o fig s (8,0%) - Z((8,0%),y)

x @ e (g |58 —m) MG - m) —a ) »

n 1
o exp (=030 - X6) (- X5)).
Dieser Ausdruck kann durch algebraische Manipulationen in die gehtensorm gebracht wer-
den (siehe Ubungsaufgabe). |
Korollar 5.5
Unter den Voraussetzungen von 5.4 gilt:

() Bl6% =02 Y =y ~ N, (s, L) mit

1 1 -1
Y = ([=XTX+ =M1 d
8 (02 + o2 > un
1 1.

82



(i) 628 =73,Y =y ~IG(c/,r") mit

o = ato(y—XB) (y—XB)+ (5 —m) M(5—m)und
r = r+n;—p.

Beweis: Aus SatZ 51 ist bekannt, dags, 52)|Y = y ~ NIG(m*, M*, a*,r*). Aus Definition
und Korollaf5.B haben wir zudem die folgenden CharakterisierwmeNIG (m*, M*, o, r*)
gewonnen:

(a) 3‘6'2 = 0'2,Y =y NNp (m*,O'QM*)
(b) 6% = B,Y =y ~1G (" + (8 —m*) [ (M*) (8 — m"),r" +p/2)

Esbleibt, die Paameter zu idertifizieren:

0)
G2 M* = 2 (XTX+M_1) _ (0'_2XTX-|—O'_2M_1> =¥,
m* = M* (M_1m+XTy> = 0_225 (M_1m+XTy)
(i) Leichterrechnenwir* +p/2=r+n/2+p/2=1r+ ”T*p = r'. Ferner ergibt sich
&+ (B-m)T (M) (B-m)/2 = a+ (yTy +m Mt — (m*)T(M*)*lm*) /2
1
+§(B _ m*)T(M*)fl<5 _ m*) —- (X”.

Wir vergleichen:
20" — o) =y Ty +m M m— (m*) (M)t + (8 — m) T (M*) (B — m)
—(y—XB) T (y—XB) = (B—m) M~ (B —m)=0.

Beache zuletzter Gleichheit:

(M*)flm* _ Mflm_i_XTy,
-
(m*)T(M*)_l — (M_lm—i—XTy) 7
da(M*)~! symmetrisch ist. [ |

Bemerkung 5.6
Aus Korollar[1.T ist bekannt, dass untguadratischemVedust die bedingte Erwartungf [B\Y]
Bayes-optimaler (Punkt-)Schatzer féiist. Wir erhalten

BBayes = E[B’Y] - (XTX + Mﬁl)il(Milm + XTY)
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Definieren wir die MatrixA durch A := (XX + M~1) "' X7 X, so gilt damit
Bayes= (I, — A)m + AB, wobei = (X" X)~' X Y der Kleinste Quadrate Schétzer falist.

Die erarbeiteten Anséatze zur Bayesianischen Inferenz im klassische@¥WhNModell lassen sich
konzeptionell auch auf verallgemeinerte lineare Modelle Ubertragen.

Definition 5.7 (Bayesianische GLMs)

SeiZ(y,B) = [1;—, r(vi, B) die (gemeinsame) Likelihoodfunktion eines verallgemeinerten linea-
ren Modells, wobei wir die Abhéngigkeit von den Kovariablen zur notatlen Vereinfachung
unterdriicken. Sei fern% eine a priori-Dichte bezlglich des LebesguemaResufRP.

Dann heif3t

() f3y—,» 9egeben durch

B2,
T 538V 20y, B)dP

a pogeriori-Dichte von 3 (bezuiglich\?) gegeben die beobachteten Datén= .

Faiy—y(B) x f5(8)Z(y, B)

(i) E[BlY =y] = [p B3y, (8)dB apogeriori-Erwartungsvert vonjg.

(ii)) Cov(B]Y =y) = fa, (B —E[BlY =y]) (8- E[BIY =y]) ' f5—,(8)dB a pogeriori-
Kovarianzmatrix von 3 (gegebery” = ).

(V) Gpost. = angmax 5, () = arganax {(/5(8)) + m(Z(y, 8)) } a poseriori-Modus
Schatzer bzwmaximuma poderiori (MAP)-Schéater fur 3.

Anmeikung:

In der Praxis ist die Berechnung des a posteriori-ErwartungswE){té@f = y} sowie der a
posteriori-Kovarianzmatrix Cc(\B\Y = y) nur in wenigen Spezialfallen analytisch moglich. Nu-
merische Integrationen ifR? sind nur fur kleine oder moderate Dimensionewverlasslich bzw.
stabil. Gerne zieht man sich daher auf MAP-Schéatzer zuriick.

Satz und Definition 5.8(Ridge-Schatzer)
Wahlen wir unter den Gegebenheiten von Definifioh 5.7 eine a priori-Noertallung, d.h. 3 ~
N, (m, M), so erhalten wir

(@)

Bpost. = argmax {ln(Z(y,B)) — %(5 — m)TM_l(B — m)}

BERP

=: argmax ln(Zpost.(y7B))‘
BeRP

Damit kann die logarithmische a posteriori-Dichig 7, (v, -)) auch alspendisierte Lo-
glikdihoodfunkion aufgefasst werden. Der Strafte( — m) " M ~1(3 — m) penalisiert

dabei Abweichungen vom a priori-Erwartungswert
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(b) Wahlen wir spezielln = 0 und M = 721, so erhalten Wierost, als den sogenannten
Ridge Scharer mit Shrirkage-(Schrumgungs)Parameer \ := [272]~! und der Strafterm
vereinfacht sich zu

A-(B78) = AIBl5-
(c) Mit der penalisierten Fisher-Informationsmatt,:. (3), gegeben durch

82 ln(Zpost. (ya 6))
9pi0B;

(Fpost.(ﬂ))i’j =-E |: :| 5 1 < i,j < D,

gilt fir n — oo:
Brost. (1) ~ Ny (B, Froky (Brost.))

wobei F,.. (vermittelsZ(y, 5)) ebenfalls vom Stichprobenumfangbhangt.
Beweis: Abschnitt 4.6 in_ Fahrmeir et al. (2009). |

Bemerkung 5.9

(i) Das Konzept der penalisierten Likelihood-Inferenz kann bedewteradlgemeinert werden
und stellt einen Schwerpunkt moderner Forschung im Bereich derematischen Statistik
dar.

(i) Ein allgemeiner Zugang zur Bayesianischen Inferenz in kompliziertsaellen ist gegeben
durch sogenannte Markov Chain Monte Carlo (MCMC)-Verfahren, di@#thmen liefern,
um Pseudo-Stichproben aus den entsprechenden a posteriori-\Vegtilam Computer zu
generieren.

Anwendung 5.10(Markoffketten und Markov Chain Monte Carlo-Verfahren)
Siehe auch die entsprechende Prasentation (mit R-Beispielen).

NatizenzumThana,Mar koffketen auf endichenZustandsaumen®

Sei(£, 2%) ein Zustandsraum mjf2| = m. Der UbergangskeriC(z, -) ist Wahrscheinlichkeits-
maR aufF = 29, d.h.K(z,-) : F — [0,1]. Falls (X,,) zeithomogen ist, isk(z,-) bereits
vollstandig spezifiziert durch Angabe all&(x,y), z,y € Q. Also kannXC beschrieben werden
durch eine(m x m)-Matrix P mit P(z,y) = P(X; = y|Xo = ).

Beispiel:m = 4 und P=

o O we O
S whn O
_ O whe O
o wr O O
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a) Ist P rekurrent?Ist P irreduzibel?

(L1):(1)-2)-1) v
(1,2): (1) = (2)
(1,3): (1) = (2) = (3)
(L4):(H)-2)-B)—(¢) v
(2,1): v/
(2,2):(2)-B)-(2) v
(2,3):/
(2,4):(2)-B)-(4) v
3,1):(3)-©2)-01) v
(3,2): v
(3,3):(3)—(4) =) v
(3,4): v/
(4.1):(49)-0B)-2) - (1) v
(4,2): (4)—(3) - (2)
(4,3) :/
(4,4):(9)-B)-(4) v
b) InvariantesMalf? (Startverteilung)
01 00
| 10 20
= pPe=> (un, iz, s, pua) = (s iz, pisspua) - |20, %
0 %20 %
0 0 1 0
Dies ist aquivalent zu dem linearen Gleichungssystem
H1 = ke
3
2u3
M2 = p1 + %
M3 = 23ﬂ + g
pg = &.
3
in (2] o = 2 422 sy = g

[1]
[2]
[3]
[4]

[5]



[5lund[4] und[l] = py = pg = 2.

2
ZMiEl = 2M2+§M2=1

!

8 3
*/,62:1 — U2 ==

3 8
= (1, p2, Y3, pa) = <1,3,3,1>
878’88
Probe:
01 0 0
<1331> 2020 _(1331>¢
878’88 020 1 88’8’
00 1 0

Aber: Diese Kette ist periodisch (mit Periode 2). Daher findet Koraezggegen das invariante
MaR nicht fiir jedes:(?) statt! Es ist dies ein&hrerfestKette mit N = 3, allgemein gegeben
durch

P(x7y) = N 72/::5_1,
N—-—xz+1
P = — —y=ax+1
(2, y) N y=eHl
P(x,y) = 0, sonst.
NeueKete (m = 3):
4 4 2
10 10 10
_ 3 4 3
P=11% 1 10
2 4 4
10 10 10

P rekurrent und irreduzibel\(), P ist aperiodisch {/).

* = iii denn
F=\10"10"10)

Sl =l =l
Sl She 2
I
Y
S
S
S e
N——
<

SRS RS

Definition 5.11 (Doppelexponentialverteilung)
Die Doppelexponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) mit SkaenpeterA > 0 ist eine
stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung &imit Lebesguedichté,, gegeben durch

) = %GXP(—)\ItI),t € R.
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Satz 5.12

Waéhlen wir unter den Gegebenheiten von Defin[fioh 5.7 die a priori-Dichtﬁ@z(iB) = ?:1 In(Bj),
nehmen wir also a priori stochastisch unabhéngige, identisch Lap)eeerteilte Regressionsko-
effizienten an, so ist der resultierende MAP-Schéatzeffém L,-Norm penalisierter Maximum-

Likelihood-Schatzer.

Beweis: Fiir die a posteriori-Dichte vof gilt

Faiy—y(8) = Z(y. 8) - [] exp(=AlB;)).

j=1

Damitist s, = arg max 5y, (9)
p
= arg gé%}g{ln (Z(y,B)) — A Z 181}
j=1

= arggne%}g{ln (Z(y,ﬁ)) —A- Hﬁ”l}

Bemerkung 5.13

(a) Es gilt aquivalent
Bpost. = arg ,8H€1%l£’{_ In (Z(y> 6)) + A ||B”1}
Im Falle normalverteilter Responsevariablenisin (Z(y, £)) isotone Transformation der

Fehlerquadratsumme.

(b) Im klassischen ANCOVA-Modell mit unbekannter Fehlervarignzietet es sich wiederum
an, die bedingte priori-Verteilung£(3|5% = ¢2) als [Laplacg )\ /o)]? zu wéhlen, da dann

fiir jede a priori-inverse Gammaverteilung véf sichergestellt ist, dass die a posteriori-
Dichte unimodal ist (siehe Park and Casella (2008)).

(c) Der Skalierungs- bzw. Regularisierungsparametetann entweder (z.B. durch Kreuzva-
lidierung oder marginale Likelihoodmaximierung) explizit gewahlt werdeer es wird
eine zusatzliche Hierarchiestufe in die Bayesianische Modellierung eingeiiitlem ei-
ne Hyper-a priori-Verteilung fii\ gewéhlt wird. Park and Casella (2008) empfehlen eine
Gammaverteilung fUA2.

(d) Unter den Gegebenheiten von (b), also klassischer ANCOVAfiehtsp,,.;. aus Satz5.12
dem lasso (least absolute shrinkage and selection operator)-Scladizz&ibshiranil(1996).
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(e) Li-Regularisierung fuhrt im Gegensatz zlis-Regularisierung oft implizit zu einer Varia-
blenselektion. Dazu schreiben wir die Zielkriterien der beiden Verfahnen u

Blasso = argmian{—ln (Z(ywé)))}a My = {/8 eRP: Hﬁ”l < Ol}
Brigge =argminn,{—In(Z(y,8)}, My ={BeR": || < Ca},

wobeiC; = C; (M) undCy = Cy(A) Transformationen des jeweiligen Regularisierungspa-
rameters sind.

Im ANCOVA-Falle ist- In (Z(y, 3)) &quivalent zur Fehlerquadratsummel_, (v;—>_"_, Bizi)?,
deren Konturlinien fiip = 2 beziiglich3 € R2 Ellipsen sind.

Wir erhalten die folgenden beiden Schaubilder (adaptiert nach Tibsh{d£96)).

B2 B2

/31(1850 T R R
Bk ﬂ \ BKqQ
B1 B

< A

(f) Es existieren eine Reihe verallgemeinerter Regularisierungstechsixenm Beispiel Bridge-
Regression [,-Norm Regularisierung mit allgemeineqn> 0) oder ,elastic net* (Straf-
term ist gewichtetes Mittel aus, - und Lo-Norm Regularisierungstermen). Die Herleitung
von (asymptotischen) Verteilungsaussagen fir penalisierte ML- bzv&sdb@tzer ist Ge-

/BRidge

genstand aktueller Forschung.
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