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Vorbemerkungen

Das Material aus Kapitel 1 dieses Skripts ist im Wesentlichen aus den Vorlesungsskripten über Sta-

tistik I und II von Prof. Arnold Janssen, den Artikeln von Janssen and Pauls (2003) und Janssen

(2005) sowie den Dissertationen von Thorsten Pauls und Markus Pauly übernommen. Teile von

Kapitel 2 stammen aus dem Skript von Prof. Gerhard Dikta über Bootstrapverfahren in der Statis-

tik. Arnold Janssen und Gerhard Dikta gilt mein herzlicher Dank für die vielen guten Lehrveran-

staltungen, die ich bei ihnen hören durfte. Sollten sich in den Kapiteln 1 und 2Fehler finden, so

bin dafür natürlich ich verantwortlich. Lob und positive Kritik gebührt indes den Original-Autoren.

Abschnitt 1.2 findet sich in leicht anderer Form in meiner Master-Arbeit.

Für die Manuskripterstellung danke ich Mareile Große Ruse.

Übungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Verfügung.

Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehörigen Stellen.



Verzeichnis der Abkürzungen und

Symbole

B(p, q) Betafunktion,B(p, q) = Γ(p)Γ(q)/Γ(p+ q)

⌈x⌉ Kleinste ganze Zahl größer oder gleichx

χ2
ν Chi-Quadrat Verteilung mitν Freiheitsgraden

∁M Komplement der MengeM

δa Dirac-Maß im Punktea

D
= Gleichheit in Verteilung

FX Verteilungsfunktion einer reellwertigen ZufallsvariableX

FDR False Discovery Rate

FWER Family Wise Error Rate

⌊x⌋ Größte ganze Zahl kleiner oder gleichx

Γ(·) Gammafunktion,Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt, x > 0

im(X) Bildbereich einer ZufallsgrößeX

iid. independent and identically distributed

1M Indikatorfunktion einer MengeM

L(X) Verteilungsgesetz einer ZufallsvariableX

LFC Least Favorable Configuration

N (µ, σ2) Normalverteilung mit Parameternµ undσ2

Φ Verteilungsfunktion derN (0, 1)-Verteilung
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ϕ(·) Verteilungsdichte derN (0, 1)-Verteilung

supp(F ) Träger der VerteilungsfunktionF

UNI[a, b] Gleichverteilung auf dem Intervall[a, b]
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Kapitel 1

Einführung, Beispiele und allgemeine

Theorie

1.1 Grundlagen aus der Statistik

BezeichneX eine Zufallsgröße, die den möglichen Ausgang eines Experimentes beschreibt.1

SeiΩ der zuX gehörige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller möglichen Realisierungenvon

X undA ⊆ 2Ω eineσ-Algebra überΩ. Die Elemente vonA heißen messbare Teilmengen vonΩ

oder Ereignisse.

BezeichnePX die Verteilung vonX. Es geltePX ∈ P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ}.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (Ω,A,P) mit Ω 6= ∅ eine nichtleere Menge,A ⊆ 2Ω eineσ-Algebra überΩ undP =

{Pϑ : ϑ ∈ Θ} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaßen aufA heißt statistisches Experiment

bzw. statistisches Modell.

Falls Θ ⊆ R
k, k ∈ N, so heißt(Ω,A,P) parametrisches statistisches Modell,ϑ ∈ Θ Parameter

undΘ Parameterraum.

Statistische Inferenzbeschäftigt sich damit, Aussagen über die wahre VerteilungP
X bzw. den

wahren Parameterϑ zu gewinnen. Speziell: Entscheidungsprobleme, insbesondere Testprobleme.

Testprobleme: Gegeben zwei disjunkte TeilmengenP0,P1 von P mit P0 ∪ P1 = P ist eine

Entscheidung darüber gesucht, obP
X zuP0 oderP1 gehört. FallsP durchϑ eineindeutig iden-

tifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittelsϑ und TeilmengenΘ0 undΘ1 vonΘ

mit Θ0 ∩Θ1 = ∅ undΘ0 ∪Θ1 = Θ formalisiert werden.

1Witting (1985): „Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einer „Beobachtung“x zusammengefasst.“
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Formale Beschreibung des Testproblems:

H0 : ϑ ∈ Θ0 versus H1 : ϑ ∈ Θ1 oder

H0 : P
X ∈ P0 versus H1 : P

X ∈ P1.

Die Hi, i = 1, 2 nennt man Hypothesen.H0 heißt Nullhypothese,H1 Alternativhypothese / Al-

ternative. Oft interpretiert manH0 undH1 auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums,

d. h.,H0 ∪ H1 = Θ undH0 ∩ H1 = ∅. ZwischenH0 undH1 ist nun aufgrund vonx ∈ Ω eine

Entscheidung zu treffen. Dazu benötigt man eine Entscheidungsregel. Diese liefert ein statistischer

Test.

Definition 1.2 (Statistischer Test)

Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

ϕ : (Ω,A) → ({0, 1}, 2{0,1}).

Konvention:

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung fürH1,

ϕ(x) = 0 ⇐⇒ Nullhypothese wird nicht verworfen.

{x ∈ Ω : ϕ(x) = 1} heißt Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) vonϕ, kurz: {ϕ = 1}.

{x ∈ Ω : ϕ(x) = 0} heißt Annahmebereich vonϕ, kurz:{ϕ = 0} = ∁{ϕ = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mögliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (α-Fehler, type I error): Entscheidung fürH1, obwohlH0 wahr ist.

Fehler 2. Art (β-Fehler, type II error): Nicht-Verwerfung vonH0, obwohlH1 wahr ist.

In der Regel ist es nicht möglich, die Wahrscheinlichkeiten für die Fehler 1. und 2. Art gleichzeitig

zu minimieren. Daher: AsymmetrischeBetrachtungsweise von Testproblemen.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eine vorgegebene obere Schrankeα

(Signifikanzniveau, englisch: level),

(ii) Unter der Maßgabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit für Fehler 2. Art ⇒ „optimaler“

Test.

Eine (zum Niveauα) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von

H1 getroffen werden⇒ Merkregel: „Was nachzuweisen ist stets als AlternativeH1 formulieren!“.
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Bezeichnungen 1.3

(i) βϕ(ϑ) = Eϑ

[
ϕ
]
= Pϑ(ϕ(X) = 1) =

∫

Ω ϕdPϑ bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-

nes vorgegebenen Testsϕ in Abhängigkeit vonϑ ∈ Θ. Fürϑ ∈ Θ1 heißtβϕ(ϑ) Gütefunktion

vonϕ an der Stelleϑ. Für ϑ ∈ Θ0 ergibt βϕ(ϑ) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit vonϕ

unterϑ ∈ Θ0.

Für α ∈ (0, 1) vorgegeben heißt

(ii) ein Testϕ mit βϕ(ϑ) ≤ α für alle ϑ ∈ H0 Test zum Niveauα,

(iii) ein Testϕ zum Niveauα unverfälscht, fallsβϕ(ϑ) ≥ α für alle ϑ ∈ H1.

(iv) ein Testϕ1 zum Niveauα besserals ein zweiter Niveau-α Testϕ2, falls βϕ1(ϑ) ≥ βϕ2(ϑ)

für alle ϑ ∈ H1 und∃ϑ∗ ∈ H1 mit βϕ1(ϑ
∗) > βϕ2(ϑ

∗).

Eine wichtige Teilklasse von Tests sind die Tests vom Neyman-Pearson Typ.

Definition 1.4

Sei(Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Modell und seiϕ ein Test für das Hypothesenpaar∅ 6= H ⊂
Θ versusK = Θ \H, der auf einer PrüfgrößeT : Ω → R basiert. Genauer seiϕ charakterisiert

durch die Angabe von AblehnbereichenΓα ⊂ R für jedes Signifikanzniveauα ∈ (0, 1), so dass

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ T (x) ∈ Γα für x ∈ Ω gilt. Sei nun die TeststatistikT (X) derart, dass die

Monotoniebedingung

∀ϑ0 ∈ H : ∀ϑ1 ∈ K : ∀c ∈ R : Pϑ0(T (X) > c) ≤ Pϑ1(T (X) > c) (1.1)

gilt. Dann heißtϕ ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls für alleα ∈ (0, 1)

eine Konstantecα existiert, so dass

ϕ(x) =







1, T (x) > cα,

0, T (x) ≤ cα.

Bemerkung 1.5

(a) Die Monotoniebedingung (1.1) wird häufig so umschrieben, dass „die Teststatistik unter

Alternativen zu größeren Werten neigt“.

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehörigen Ablehnbereiche sind gegeben

alsΓα = (cα,∞).
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(c) Die Konstantencα werden in der Praxis bestimmt übercα = inf{c ∈ R : P∗(T (X) > c) ≤
α}, wobei das WahrscheinlichkeitsmaßP∗ so gewählt ist, dass

P
∗(T (X) ∈ Γα) = sup

ϑ∈H
Pϑ(T (X) ∈ Γα)

gilt, fallsH eine zusammengesetzte Nullhypothese ist („am Rande der Nullhypothese“). Ist

H einelementig undPH stetig, so giltcα = F−1
T (1 − α), wobeiFT die Verteilungsfunktion

vonT (X) unterH bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: Unter(leicht verschärftem)

(1.1) ist ein Test vom N-P Typ gleichmäßig (über alleϑ1 ∈ K) bester Test fürH versusK.

Es gibt Dualitäten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)Schätzproblemen / Konfidenz-

intervallen.

Definition 1.6

Gegeben sei ein statistisches Modell(Ω,A,P = {Pϑ : ϑ ∈ Θ}). Dann heißtC = (C(x) : x ∈ Ω)

mit C(x) ⊆ Θ ∀x ∈ Ω eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1 − α für

ϑ ∈ Θ :⇐⇒ ∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({x : C(x) ∋ ϑ}) ≥ 1− α.

Satz 1.7(Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romano (2005) oder Witting, 1985)

(a) Liegt für jedesϑ ∈ Θ ein Testϕϑ zum Niveauα vor und wirdϕ = (ϕϑ, ϑ ∈ Θ) gesetzt, so ist

C(ϕ), definiert überC(x) = {ϑ ∈ Θ : ϕϑ(x) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen

zum Konfidenzniveau1− α.

(b) Ist C eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1 − α und definiert man

ϕ = (ϕϑ, ϑ ∈ Θ) überϕϑ(x) = 1 − 1C(x)(ϑ), so istϕ ein Test zum allgemeinen lokalen

Niveauα, d. h., zum Niveauα für jedesϑ ∈ Θ.

Beweis:

Sowohl in (a) als auch in (b) erhält man∀ϑ ∈ Θ ∀x ∈ Ω : ϕϑ(x) = 0 ⇐⇒ ϑ ∈ C(x). Also ist

ϕ ein Test zum allgemeinen lokalen Niveauα genau dann, wenn

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({ϕϑ = 0}) ≥ 1− α

⇔ ∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ({x : C(x) ∋ ϑ}) ≥ 1− α

⇔ C ist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveau1− α.

�

Bemerkung 1.8

(a) Die Dualitätϕϑ(x) = 0 ⇔ ϑ ∈ C(x) lässt sich schön grafisch veranschaulichen, fallsΩ

undΘ eindimensional sind.
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- x

x∗
︸ ︷︷ ︸

ϕϑ∗ (x)=0

6
ϑ

ϑ∗

C(x∗)

{

Abbildung 1.1: Dualitätϕϑ(x) = 0 ⇔ ϑ ∈ C(x)

(b) Ein einzelner Testϕ zum Niveauα für eine HypotheseH kann interpretiert werden als

(1− α)-Konfidenzbereich. Setze dazu

C(x) =







Θ , falls ϕ(x) = 0,

K = Θ\H , falls ϕ(x) = 1.

Umgekehrt liefert jeder KonfidenzbereichC(x) einen Test zum Niveauα für eine Hypothese

H ⊂ Θ.

Setze hierzuϕ(x) = 1K(C(x)), wobei

1B(A) :=







1 , falls A ⊆ B,

0 , sonst.

für beliebige MengenA undB.

Abschließend noch ein maßtheoretischer Satz, der sich einige Male für technische Beweise in den

nachfolgenden Abschnitten in Kapitel 1 als nützlich erweisen wird.

Satz 1.9(Satz von Vitali, siehe Witting (1985), Satz 1.181)

Sei(Ω,A, µ) einσ-endlicher Messraum. Fürn ∈ N0 seienfn : Ω → R messbare Abbildungen.
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Ist fn → f0 µ-fast überall konvergent und ist

lim sup
n→∞

∫

|fn|pdµ ≤
∫

|f0|pdµ <∞ für einp ≥ 1,

so folgt
∫
|fn − f0|pdµ→ 0 für n→ ∞. Istµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, so genügt die Voraus-

setzungµ-stochastischer Konvergenz vonfn gegenf0 anstelle der Konvergenzµ-fast überall.

1.2 Motivation und Beispiele

Ein Hauptproblem der statistischen Testtheorie ist das Testen des Erwartungswertes von Zufalls-

größen, die als Modell für eine erhobenen Stichprobe im experimentativen Umfeld vom Umfangn

benutzt werden. Wir betrachten alson ZufallsvariablenX1, . . . , Xn, wobei dieXi im einfachsten

Fall als i.i.d. angenommen werden. Das statistische Testproblem lautet nun häufig

H0 : E [X1] = 0 versusH1 : E [X1] > 0.

Dieses Testproblem ergibt sich zum Beispiel beim Testen der mittleren Wirksamkeit eines neuen

Medikamentes im Vergleich mit einem bereits etablierten Produkt zum Zwecke der Zulassung des

neuen Präparates.

Als Teststatistik für dieses Problem findet bei bekannter Varianzσ2 = Var(X1) das arithmetische

Mittel Tn = 1
n

∑n
i=1Xi =: X̄n Verwendung; diese Teststatistik ist suffizient und vollständig

für das zu Grunde liegende Testproblem. Ist (wie in den meisten Anwendungsfällen)σ2 indes

unbekannt, so bildet sich die geeignete Teststatistik alsT̃n =
√
n · X̄n/V

1
2
n , wobei hier für die

unbekannte Varianzσ2 der erwartungstreue SchätzerVn = 1
n−1

∑n
i=1(Xi−X̄n)

2 eingesetzt wird.

Will man nun einen Niveauα-Test

ϕn =







1 >

T̃n cn(α)

0 ≤

konstruieren, stellt sich das Problem, den richtigen kritischen Wertcn(α) zu ermitteln. Lässt sich

für die zur Modellierung herangezogenen Zufallsgrößen die Normalverteilungsannahme rechtfer-

tigen, so ist dieses Problem bereits gelöst und das Ergebnis ist der sogenannte Gaußtest fürTn bzw.

der Studentische t-Test für̃Tn, bei welchem die kritischen Werte als die Quantile der Standard-

normalverteilung bzw.t-Verteilung mit(n − 1) Freiheitsgraden gewählt werden. Ist die Normal-

verteilungsannahme jedoch nicht gerechtfertigt und ist insbesondere keine Information über die

Verteilung vonX1, . . . , Xn verfügbar, so gibt es keine Theorie für die exakte Bestimmung von

cn(α). Dert-Test ist in Fällen, in denen dieXi nicht normalverteilt sind nicht zu empfehlen, da er

das Niveauα schlecht einhält. Eine erste Möglichkeit, auch in diesem Fall einen Test anzugeben,
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stammt aus demZentralenGrenzwertsatz. Dieser besagt, dass, mitµ = E[X1],

L
(
X̄n − µ

σ/
√
n

)

→ N (0, 1), n→ ∞.

Zusammen mit dem Satz von Slutsky lässt sich hieraus ein asymptotischer Niveau α-Test für das

obige Testproblem konstruieren, nämlich

ϕas
n =







1 >

T̃n Φ−1(1− α)

0 ≤

.

Allerdings ist bei diesem Vorgehen die Approximationsgüte für kleine Stichprobenumfängen häu-

fig nicht hinreichend gut, siehe unten.

Eine Lösungsmöglichkeit der angedeuteten Problematik stellt der sogenannte bootstrap, eine

Resamplingmethode, dar. Sei dazu im EinstichprobenproblemX = (X1, . . . , Xn) . Das statis-

tische Modell sei gegeben durch(Ωn,An, (Pn
ϑ)ϑ∈Θ). Hierbei ist alsoPϑ = L(Xi),Ω ⊆ R der

Bildraum vonXi undXi „lebt“ auf (Ω−1,F ,P), i = 1, . . . , n. Es sei

T : {Q : Q Verteilung aufΩ} → R

Q 7→ T (Q)

ein interessierendes Funktional (häufig: Kennzahl einer Verteilung) vom BildraumΩ derXi in

die reellen Zahlen. Ein Schätzer für das WahrscheinlichkeitsmaßPϑ ist dann das empirische Maß

P̂n = 1
n

∑n
i=1 εXi

(Gleichverteilung auf den Daten). Daraus lässt sich ein (plug-in) Schätzer

T (P̂n) für das FunktionalT (Pϑ) gewinnen, der im Allgemeinen nicht erwartungstreu ist. Gesucht

ist deshalb die Verteilung

P(T (P̂n)− T (Pϑ) ≤ t), t ∈ R (1.2)

des Fehlers, um beispielsweise Konfidenzintervalle zu konstruieren oder Tests durchzuführen.

Die bootstrap Idee besteht nun darin, den ursprünglichen Wahrscheinlichkeitsraum

(Ωn,An,Pn
ϑ) durch eine empirische Version(Ωn,An, (P̂n)

n) zu ersetzen.

Dazu konstruiert man eine iid.bootstrap StichprobeX∗
1 , . . . , X

∗
n mit X∗

i : (Ω∗,A∗,P∗) →
(Ω,A), für die gilt:

P
∗X∗

1 |(X1,...,Xn) = P̂n.

Auf Grund der Definition von̂Pn ist unmittelbar klar, dass das Ziehen der bootstrap Stichprobe

dem Ziehen mit Zurücklegen vonn Größen aus der Ausgangsstichprobe entspricht.

Man berechnet dann den Ausdruck (1.2) in dem bootstrap Modell, bestimmtalso

P(T (P̂∗
n)− T (P̂n) ≤ t), t ∈ R. (1.3)
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Der Ausdruck (1.3) ist der bootstrap Schätzer für (1.2) und ist (im Prinzip) genau berechenbar, da

er nur von den beobachteten Daten abhängt. Zum Beispiel lassen sich unmittelbar die (theoreti-

schen!) bedingten Momente von Bootstrap-Zufallsvariablen ausrechnen.

Satz 1.10(Bedingte Momente von bootstrap Größen)

Es seiX = (X1, . . . , Xn) ein Vektor von i.i.d. Original-Variablen. Dann gilt bedingt unterX:

E
∗[X∗

1 |X] =
1

n

n∑

i=1

Xi =: X̄n (1.4)

E
∗[

1

m(n)

m(n)
∑

i=1

X∗
i |X] =

1

n

n∑

i=1

Xi = X̄n (1.5)

E
∗[X∗

1
2|X] =

1

n

n∑

i=1

Xi
2 (1.6)

Var(X∗
1 |X) =

1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄n)
2 (1.7)

Var




1

m(n)

m(n)
∑

i=1

X∗
i |X



 =
1

n ·m(n)

n∑

i=1

(Xi − X̄n)
2 (1.8)

E
∗[X∗

1
3|X] =

1

n

n∑

i=1

Xi
3 (1.9)

Beweis:Zur Übung.�

Betrachten wir zur Komplettierung der Motivation von Bootstrapverfahrennun die Konvergenzra-

te im Zentralen Grenzwertsatz, um zu einer Aussage über die zu erreichende Approximationsge-

nauigkeit des asymptotischen Testsϕas
n zu gelangen.

Satz 1.11(Satz von Berry-Esséen)

Seien(Xi)i∈N stochastisch unabhängige, reellwertige Zufallsvariablen mit0 < Var(Xi) <∞ für

alle i ∈ N. BezeichneFn die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe
∑n

i=1(Xi − E [Xi])
√∑n

i=1 Var(Xi)
.

Dann gilt:

sup
x∈R

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ 6

s3n
·

n∑

i=1

E
[
|Xi|3

]
,

wobeiΦ die Verteilungsfunktion derN (0, 1)-Verteilung bezeichnet unds2n =
∑n

i=1 Var(Xi) gilt.

Liegen iid. VariablenXi vor, so ergibt sich damit die folgende Abschätzung:

sup
x∈R

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ 6
√
n · Var(X1)

3
2

· E
[
|X1|3

]
= O

(
1√
n

)

.
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Beweis:Klassisches Resultat, siehe, z. B., Gaenssler and Stute (1977).�

Bemerkung 1.12

Damit ein bootstrap Test dem asymptotischen Testϕas
n in Sachen Niveaueinhaltung überlegen ist,

muss die Konvergenzgeschwindigkeit der bootstrap Verteilung in gewisser Weise schneller sein als

die „worst case“ Rate
√
n im zentralen Grenzwertsatz. Dies ist auch tatsächlich der Fall, wie das

Buch von Hall (1992) mit Hilfe von asymptotischen (Edgeworth-)Entwicklungen nachweist. Hall

argumentiert, dass durch den bootstrap eine automatische Bias-Korrektur vorgenommen wird.

Technisch bedeutet das, dass der Term, der durch die dritte KumulantevonX1 bestimmt wird, in

der Edgeworth-Entwicklung der bootstrap Verteilungsfunktion verschwindet.

Für Zweistichprobenprobleme kann man sich eine andere Überlegung zu Nutze machen, um zu

einer Resamplingmethode zu gelangen. Dazu betrachten wir wieder stochastisch unabhängige Zu-

fallsvariablen(X1, . . . , Xn). Wir nehmen an, dass (für eine festgelegte Zahl2 ≤ n1 ≤ n − 2)

die (Xi)i=1,...,n1 identisch nach der Verteilung mit VerteilungsfunktionF1 (Gruppe 1) und die

(Xj)j=n1+1,...,n identisch nach der Verteilung mit VerteilungsfunktionF2 (Gruppe 1) verteilt sind.

Das interessierende (nichtparametrische) Testproblem ist dann gegeben alsH0 : F1 = F2 gegen

H1 : F1 6= F2. Unter der NullhypotheseH0 sollten sich nun wichtige gruppenspezifische Charak-

teristika einer empirisch erhobenen Stichprobe, die sich als eine Realisierung unter dem vorste-

henden Modell beschreiben lässt, nicht zu stark ändern, wenn die Gruppenzugehörigkeit zufällig

„ausgewürfelt“ wird, also jedem beobachteten Wert aus(x1, . . . , xn) ein zufälliger Gruppenindi-

kator angeheftet wird. Halten wir wie zuvor angedeutet die Plätzei = 1, . . . , n1 für die Gruppe 1

fest, so entspricht dieses „label shuffling“ offensichtlich einem zufälligen Ziehen ohne Zurückle-

gen aus(x1, . . . , xn) und Verteilung der Werte auf die Plätze von1 bisn. Mathematisch ist dies

äquivalent zu einer Permutation der Werte(x1, . . . , xn). Genau diese Idee liegt den sogenann-

ten Permutationstests zu Grunde. Betrachtet man zum Beispiel speziell Lageparametermodelle

(Gruppe 1 ist unter der Alternative bezüglich eines gewissen Kriteriums besser als Gruppe 2),

so kann ein Permutationstest z. B. die Differenz der arithmetischen Gruppenmittel der Original-

Stichprobe als Teststatistik benutzen und sie mit einem emprischen Quantil der Differenzen von

arithmetischen Resampling-Gruppenmittelwerten vergleichen, die durch dasAusführen von einer

festgelegten AnzahlB von Permuationenσ ∈ Sn zu Stande kommen.

Das Ziel der folgenden Abschnitte dieses Kapitels ist es, die vorgenannten heuristischen Überle-

gungen zu Bootstrap- und Permutationstests auf eine solide mathematische Grundlage zu stellen.

Kapitel 2 stellt dann die praktische Umsetzbarkeit der resultierenden Methoden in den Vorder-

grund. Die Kapitel 3 bis 5 gehen auf spezielle nicht-Standard Probleme ein,die mit Resampling-

verfahren bearbeitet werden können.
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1.3 L1-Differenzierbarkeit und lokal beste Tests

Das Testen von zusammengesetzten Nullhypothesen bzw. Alternativen ist ein nicht-triviales Pro-

blem in der Inferenzstatistik. Nur in Spezialfällen (z.B. monotoner Dichtequotient, verallgemei-

nerte Neyman-Pearson-Theorie) ist eine zufriedenstellende generelleMethodik verfügbar, die zu

gleichmäßig (überϑ ∈ H1) besten Niveau-α-Tests führt.

Ist die „Geometrie“ des Parameterraums indes komplizierter, so kann die Typ-II-Fehlerwahrscheinlichkeit

(unter Maßgabe der Einhaltung des Signifikanzniveaus) typischerweise nicht gleichmäßig mi-

nimiert werden und es ist eine Auswahl an konkurrierenden Testverfahren notwendig. Oftmals

kommt es entscheidend darauf an, gegen welche Art von Alternativen mansich bestmöglich absi-

chern möchte, d.h., gegen welche „Regionen“ vonH1 man größtmögliche Trennschärfe anstrebt.

Eine Klasse von Verfahren bilden die sogenannten lokal besten Tests. Hierbei wird Trennschär-

femaximierung in Regionen „nahe beiH0“ angestrebt. Zu ihrer Anwendbarkeit benötigt man das

Konzept derL1-Differenzierbarkeit von statistischen Modellen.

Definition 1.13 (L1-Differenzierbarkeit)

Sei(Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ) ein statistisches Modell mitΘ ⊆ R. Die Familie(Pϑ)ϑ∈Θ sei dominiert, d.h.

∀ϑ ∈ Θ : Pϑ ≪ µ für ein Maßµ auf (Ω,A). Dann heißt(Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ) L1-differenzierbar in

ϑ0 ∈
◦
Θ, falls ∃g ∈ L1(µ) mit

∥
∥
∥
∥
t−1(

dPϑ0+t

dµ
− dPϑ0

dµ
)− g

∥
∥
∥
∥
L1(µ)

−→ 0 für t→ 0.

Die Funktiong heißtL1(µ)-Ableitung vonϑ 7→ Pϑ in ϑ0.

Zur Vereinfachung der Notation sei von nun an oft ohne explizite Erwähnung und o.B.d.Aϑ0 ≡ 0.

Satz 1.14(§18 in Hewitt and Stromberg (1975), Satz 1.183 in Witting (1985))

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.13 seiϑ0 = 0 und seienfϑ(x) :=
dPϑ

dµ (x) Versionen

der Dichten mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt eine offene UmgebungU von 0, so dass fürµ-fast allex die AbbildungU ∋ ϑ 7→
fϑ(x) absolut stetig ist, d.h., es existiert eine integrierbare Funktionτ 7→ ḟ(x, τ) aufU mit

∫ ϑ2

ϑ1

ḟ(x, τ)dτ = fϑ2(x)− fϑ1(x), ϑ1 < ϑ2

und es sei∂∂ϑfϑ(x)|ϑ=0 = ḟ(x, 0) µ-fast überall.

(b) Für ϑ ∈ U seix 7→ ḟ(x, ϑ) µ-integrierbar mit
∫
∣
∣ḟ(x, ϑ)

∣
∣dµ(x)

ϑ→0−→
∫
∣
∣ḟ(x, 0)

∣
∣dµ(x).

Dann istϑ 7→ Pϑ in 0L1(µ)-differenzierbar mitg = ḟ(·, 0).
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Grob gesagt erhält man also im absolutstetigen Fall dieL1-Ableitung einfach durch analytisches

Differenzieren der Dichte nach dem Parameter. Eine andere wichtige Anwendung von Satz 1.14

ist die Bearbeitung von Lageparametermodellen wie in Beispiel 1.16.

Satz 1.15(Satz und Definition)

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.13 seien die Dichtenϑ 7→ fϑ im Nullpunkt (ϑ0 = 0)

L1(µ)-differenzierbar mit einer Ableitungg.

(a) Dann konvergiert fürϑ→ 0 ϑ−1 log fϑ
f0
(x) = ϑ−1(log fϑ(x)−log f0(x)) P0-stochastisch

gegen (sagen wir)̇L(x).

L̇ heißt Ableitung des (logarithmischen) Dichtequotienten bzw. Score-Funktion. Ferner gilt

L̇(x) = g(x)
f0(x)

.

(b)
∫
L̇dP0 = 0 und{f0 = 0} ⊆ {g = 0} P0-fast sicher.

Beweis:

(a) ϑ−1(fϑf0 − 1) −→ g
f0

konvergiert inL1(P0) und daherP0-stochastisch. Die Kettenregel

liefert das Resultat.

(b) Nach dem Satz von Vitali (Satz 1.9 hier im Skript) folgt (ϑ → 0 entlang einer geeignet

gewählten Teilfolge), dass
∫
(fϑ − f0)dµ = 0 gilt. Damit folgt

∫
L̇dP0 =

∫
gdµ = 0.

�

Beispiel 1.16 (a) Lageparametermodell

SeiX = ϑ + Y, ϑ ≥ 0, und habeY die Dichtef , wobeif absolutstetig bezüglich des

Lebesguemaßesλ und ϑ-frei sei. Dann sind die Dichtenϑ 7→ f(x − ϑ) vonX unter ϑ

L1(λ)-differenzierbar in0 mit ScorefunktioṅL(x) = −f ′(x)
f(x) (Differentiation nach x).

(b) Skalenparametermodell

SeiX = exp(ϑ)Y , Y habe absolutstetigeϑ-freie Dichtef und es gelte
∫ ∣
∣xf ′(x)

∣
∣dx <∞.

Dann sind die Dichtenϑ 7→ exp(−ϑ)f(x exp(−ϑ)) vonX unterϑ L1(λ)-differenzierbar

in 0 mit Score-FunktioṅL(x) = −(1 + xf ′(x)
f(x) ).

Beides folgt sofort aus den Sätzen 1.14 und 1.15 zusammen mit der Translationsäquivarianz des

Lebesguemaßes.

Beachte:ϑ−1(f(x− ϑ)− f(x))
ϑ→0−→ −f ′(x) λ-fast überall.

Lemma 1.17

Seienϑ 7→ Pϑ eineL1(µ)-differenzierbare Familie mit Score-FunktioṅL in ϑ0 = 0 und ci,

1 ≤ i ≤ n reelle Konstanten. Dann ist auchϑ 7→⊗n
i=1 Pciϑ im NullpunktL1(µ)-differenzierbar

mit Scorefunktion(x1, . . . , xn) 7→
∑n

i=1 ciL̇(xi).
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Beweis: Zur Übung. �

Anmerkung:Ist das ModellL2-differenzierbar, so liegṫL in L2(P0) und wird auch Tangentialvek-

tor oder Einflusskurve genannt (vgl. auch Abschnitt 3.5 Mathematische Statistik, Markus Reiß).

Definition 1.18 (Score-Test)

Seiϑ 7→ Pϑ L1-differenzierbar inϑ0 mit Score-FunktioṅL. Dann heißt jeder Testψ von der Form

ψ(x) =







1, falls L̇(x) > c̃

γ, falls L̇(x) = c̃

0, falls L̇(x) < c̃

ein Score-Test. Dabei istγ ∈ [0, 1] eine Randomisationskonstante.

Definition 1.19 (Lokal bester Test)

Sei(Pϑ)ϑ∈Θ mit Θ ⊆ R L1-differenzierbar inϑ0 ∈
◦
Θ. Ein {ϑ0} α-ähnlicher Testϕ∗ heißt lokal

bester{ϑ0} α-ähnlicher Test fürH̃ = {ϑ0} gegenK = Θ ∩ {ϑ > ϑ0}, falls gilt

d

dϑ
Eϑ

[
ϕ∗]|ϑ=ϑ0 ≥ d

dϑ
Eϑ

[
ϕ
]∣
∣
ϑ=ϑ0

für alle {ϑ0} α-ähnlichen Testsϕ, d.h. für alle Testsϕ mit Eϑ0

[
ϕ
]
= α.

- ϑ

ϑ0

6

1

α

Eϑ

[
ϕ∗

]
Eϑ

[
ϕ
]

Abbildung 1.2: Lokal bester{ϑ0} α-ähnlicher Testϕ∗
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Anmerkung:Lokal beste Tests können fürϑ-Werte, die weit entfernt vonϑ0 liegen, schlechte

Eigenschaften haben.

Satz 1.20(Satz 2.44 in Witting (1985))

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.19 ist der Score-Test

ψ(x) =







1, falls L̇(x) > c(α)

γ, falls L̇(x) = c(α), γ ∈ [0, 1]

0, falls L̇(x) < c(α)

mit Eϑ0

[
ψ
]
= α ein{ϑ0} α-ähnlicher, lokal bester Test für̃H = {ϑ0} gegenK = {ϑ > ϑ0}.

Zumindest lokal umϑ0 sind die Score-Tests also ein vernünftiger „Ersatz“ für Neyman-Pearson

Tests, wenn kein monotoner Dichtequotient vorliegt. Für Einstichprobenprobleme ist die Anwen-

dung sofort einsichtig.

Liege eine Stichprobe(x1, . . . , xn) vor, die als Realisierung von(X1, . . . , Xn) iid mit fϑ als Dich-

te vonX1 aufgefasst werde, alsofϑ(x) =
dPϑ

dµ(x) .

Das Produktexperiment mit ProduktmaßP
n
ϑ hat nach Lemma 1.17 die Score-Funktion(x1, . . . , xn) 7→

∑n
i=1 L̇(xi).

Sind wir am einseitigen Test̃H = {ϑ0} gegenK = {ϑ ∈ Θ : ϑ > ϑ0} interessiert, so lehnen wir

H̃ ab, falls
∑n

i=1 L̇(xi) > c(α) gilt.

Für Mehrstichprobenprobleme (k ≥ 2 Gruppen) betrachten wir die nichtparametrische Hypothese

H0 : {PX1 = P
X2 = . . . = P

Xn : PX1 stetig} (1.10)

Die Idee ist nun, zunächst einparametrige Kurvenϑ 7→ Pn,ϑ zu studieren, die nur fürϑ = 0 in

H0 liegen (Pn,0 ∈ H0). Fürϑ 6= 0 bestehtPn,ϑ im Allgemeinen aus einem Produktmaß mit nicht

identischen Faktoren.

Beispiel 1.21 (a) Regressionmodell für einen Lageparameter

SeienXi = ciϑ + Yi, 1 ≤ i ≤ n, ϑ ≥ 0. Die Yi seien iid mit einer Lebesgue-Dichtef

(ϑ-frei!). Für das Zweistichprobenproblem z.B. setzen wir nunc1 = c2 = · · · = cn1 = 1

undci = 0 ∀n1 + 1 ≤ i ≤ n. Damit unterscheidet sich die erste Gruppe (Plätze1, . . . , n1)

von der zweiten Gruppe unter Alternativen (ϑ > 0) durch einen positiven Shift.

(b) Regressionsmodell für einen Skalenparameter

Seienci reelle Regressionskoeffizienten,Xi = exp(ciϑ)Yi, 1 ≤ i ≤ n, ϑ ∈ R. Die Yi seien

iid mit derϑ-freien Lebesguedichtef . Dann ist

dPn,ϑ

dλn
(x) =

n∏

i=1

exp(−ciϑ)f(xi exp(−ciϑ)).

Unterϑ0 = 0 liegt obiges Produktmaß offenbar inH0, unter Alternativen nicht.
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(c) Allgemeines Modell

Seiϑ 7→ Pϑ eine einparametrige Kurve von Verteilungen mit reellem Parameterϑ. Setze

Pn,ϑ =
⊗n

i=1 Pciϑ.

1.4 Einige Rangtests

Satz 1.22

Seiϑ 7→ Pϑ L1(µ)-differenzierbar im Nullpunkt (ϑ0 = 0) mit Score-FunktionL̇. Ferner sei

S : Ω → Ω′ eine Statistik. Dann istϑ 7→ P
S
ϑ (Bildmaß unterS) L1(µ

S)-differenzierbar mit

Score-Funktiony 7→ EP0

[
L̇ | S = y

]
.

Beweis: O.B.d.A. seiµ ein Wahrscheinlichkeitsmaß und es gelte

ϑ−1(fϑ − f0) −→ g in L1(µ) für ϑ→ 0. (1.11)

Allgemein gilt (Stochastik II):

Q≪ P =⇒ dQT

dP T
(t) = EP

[dQ

dP
| T = t

]

für WahrscheinlichkeitsmaßeP undQ und eine StatistikT . Also haben wir

dPS
ϑ

dµS
(y) = Eµ

[
fϑ | S = y

]
.

Damit gilt

∫
∣
∣ϑ−1(

dPS
ϑ

dµS
− dPS

0

dµS
)− Eµ

[
g | S = y

]∣
∣dµS(y)

=

∫
∣
∣Eµ

[
ϑ−1(fϑ − f0)− g | S

]∣
∣dµ (Linearität vonEµ

[
· | S

]
)

≤
∫

Eµ

[∣
∣ϑ−1(fϑ − f0)− g

∣
∣ | S

]
dµ (Dreiecksungleichung)

ϑ→0−→ 0 ((1.11), Satz von Vitali)

Also besitztPS
ϑ die Score-Funktiony 7→ Eµ

[
g|S=y

]

Eµ

[
dP0
dµ

|S=y
] nach der Kettenregel (ddx ln(f(x)) =

f ′(x)
f(x) ).

Nach Satz 1.14 (a) gilt zudemg = L̇dP0
dµ . Es bleibt zu zeigen:

Eµ

[
L̇
dP0

dµ
| S
]
= EP0

[
L̇ | S

]
Eµ

[dP0

dµ
| S
]

µ -fast sicher.
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Dazu seiA ⊂ Ω′ eine beliebige messbare Menge. Wir rechnen nach (von rechts nach links):
∫

1A(S)EP0

[
L̇ | S

]
Eµ

[dP0

dµ
| S
]
dµ =

∫

1A(S)EP0

[
L̇ | S

]dP0

dµ
dµ (tower equation)

=

∫

1A(S)EP0

[
L̇ | S

]
dP0

=

∫

1A(S)L̇dP0 (tower equation)

=

∫

1A(S)L̇
dP0

dµ
dµ.

�

Wir werden Satz 1.22 benutzen, um von den parametrischen KurvenPn,ϑ wie in Beispiel 1.21 auf

Rangtests zu kommen. Es wird sich zeigen, dass die Vergröberung der Information (nur Ränge,

nicht die Werte derXi fließen in die Datenanalyse ein) zu einer einfachen Struktur der Score-

Teststatistiken führt (einfache lineare Rangstatistik). Ferner haben Ränge den Vorteil, robuster

gegenüber Modell-Fehlspezifikationen zu sein. Oftmals sind auch nur Ränge beobachtbar oder

vertrauenswürdig.

Es bleibt natürlich der Kritikpunkt, dass man bei tatsächlichem Vorliegen eines parametrischen

Modells einen Verlust an Trennschärfe in Kauf nehmen muss, also höhere Stichprobenumfänge

für gleiche Güte benötigt. Effizienzrechnungen können die zu erwartenden Stichprobenumfangs-

erhöhungen quantifizieren.

Zur Vorbereitung sammeln wir Basiswissen zu Rang- und Orderstatistiken. Wir verzichten auf

Beweise und verweisen auf §1 und §2 in Janssen (1998) oder andereeinschlägige Literatur.

Definition 1.23

Seix = (x1, . . . , xn) ein Punkt imR
n, diexi seien paarweise verschieden. Seienx1:n < x2:n <

. . . < xn:n die geordneten Werte derxi.

(a) Für 1 ≤ i ≤ n heißtri ≡ ri(x) := #{j ∈ {1, . . . , n} : xj ≤ xi} der Rang vonxi (in x).

Der Vektorr(x) := (r1(x), . . . , rn(x)) ∈ Sn heißt Rangvektor vonx.

(Sn : symmetrische Gruppe)

(b) Die inverse Permutationd(x) := [r(x)]−1 heißt der Antirangvektor vonx, d(x) =: (d1(x), . . . , dn(x)),

die Zahldi(x) heißt der Antirang voni (Index, der zur i-ten kleinsten Beobachtung gehört)

Seien nunX1, . . . , Xn mit Xi : Ωi → R stochastisch unabhängige, stetig verteilte Zufallsvaria-

blen. BezeichneP die gemeinsame Verteilung von(X1, . . . , Xn).

(c) DaP(
⋃

i 6=j{Xi = Xj}) = 0 gilt, können wirP-fast sicher eindeutig die folgenden Größen

definieren:

Xi:n heißti-te Orderstatistik vonX = (X1, . . . , Xn),
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Ri(X) := nF̂n(Xi) = ri(X1, . . . , Xn) heißt Rang vonXi,

Di(X) := di(X1, . . . , Xn) heißt Antirang voni bezüglichX und

D(X) := d(X) heißt Antirangvektor zuX.

Lemma 1.24

Voraussetzungen wir unter Definition 1.23.

(a) i = rdi = dri , xi = xri:n, xi:n = xdi

(b) SindX1, . . . , Xn austauschbar (gilt natürlich speziell bei iid.), so ist

R(X) :
n×

i=1

Ωi =: Ω → Sn

gleichverteilt aufSn, alsoP(R(X) = (r1, . . . , rn)) =
1
n! für alle σ = (r1, . . . , rn) ∈ Sn.

(c) SindU1, . . . , Un iid. mit U1 ∼ UNI[0,1], und istXi = F−1(Ui) ∀1 ≤ i ≤ n, dann gilt

Xi:n = F−1(Ui:n).

Ist die VerteilungsfunktionF vonX1 stetig, so giltR(X) = R(U).

(d) Sind(X1, . . . , Xn) iid. mit VerteilungsfunktionF vonX1, so gilt:

(i) P(Xi:n ≤ x) =
∑n

j=i

(
n
j

)
F (x)j(1− F (x))n−j

(ii) dPXi:n

dPX1
(x) = n

(
n−1
i−1

)
F (x)i−1(1− F (x))n−i.

BesitztPX1 Lebesgue-Dichtef , so besitztPXi:n Lebesguedichtefi:n, gegeben durch

fi:n(x) = n

(
n− 1

i− 1

)

F (x)i−1(1− F (x))n−if(x)

(iii) Sei µ := P
X1 . Dann besitzt(Xi:n)i≤n die gemeinsameµn-Dichte

(x1, . . . , xn) 7→ n!1{x1<x2<...<xn}.

Besitztµ die Lebesguedichtef , so besitzt(Xi:n)1≤i≤n dieλn-Dichte

(x1, . . . , xn) 7→ n!
n∏

i=1

f(xi)1{x1<x2<...<xn}.

Bemerkung 1.25

Lemma 1.24(c) (Quantilstransformation) zeigt die besondere Bedeutungder Verteilung der Or-

derstatistiken von iid. UNI[0,1]-verteilten ZufallsvariablenU1, . . . , Un.

Ui:n besitzt nach Lemma 1.24(d) eine Beta(i, n − i + 1)-Verteilung mitE [Ui:n] = i
n+1 und

Var(Ui:n) =
i(n−i+1)

(n+1)2(n+2)
.

Für die Berechnung der gemeinsamen Verteilungsfunktion von(U1:n, . . . , Un:n) existieren effizien-

te rekursive Algorithmen, inbesondere die Bolshev-Rekursion und die Steck-Rekursion (Shorack and Wellner

(1986), S.362 ff.).
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Satz 1.26

SeienX1, . . . , Xn reelle iid. Zufallsvariablen mit stetigemµ = P
X1 . SeiX = (X1, . . . , Xn).

(a) R(X) und(Xi:n)1≤i≤n sind stochastisch unabhängig.

(b) SeiT : Rn → R eine Statistik. Die StatistikT (X) sei integrierbar. Fürσ = (r1, . . . , rn) ∈
Sn gilt

E
[
T (X) | R(X) = σ

]
= E

[
T ((Xri:n)1≤i≤n)

]

Beweis: zu (a): Seienσ = (r1, . . . , rn) ∈ Sn undAi ∈ B(R) für 1 ≤ i ≤ n beliebig gewählt.

(d1, . . . , dn) := σ−1.

Wir beachten

Xdi = Xi:n ∈ Ai ⇐⇒ Xi ∈ Ari und R(X) = σ ⇐⇒ Xd1 < Xd2 < . . .Xdn .

Es seiB := {x ∈ R
n : x1 < x2 < . . . < xn}. Dann ergibt sich für die gemeinsame Verteilung

von Rängen und Orderstatistiken:

P
(
R(X) = σ,Xi:n ∈ Ai ∀1 ≤ i ≤ n

)
= P

(
∀1 ≤ i ≤ n : Xdi ∈ Ai, (Xdi)1≤i≤n ∈ B

)
,

=

∫

×n
i=1 Ari

1B(xd1 , . . . , xdn)dµ
n(x1, . . . , xn)

=

∫

×n
i=1 Ari

1B(x1, . . . , xn)dµ
n(x1, . . . , xn),

da wegen Austauschbarkeitµn invariant unter der Transformation(x1, . . . , xn) 7→ (xd1 , . . . , xdn)

ist. Summiert man über alleσ ∈ Sn, so folgt

P
(
Xi:n ∈ Ai ∀1 ≤ i ≤ n

)
=

∫

×n
i=1 Ari

n!1B(x1, . . . , xn)dµ
n(x1, . . . , xn).

Wegen Lemma 1.24(b) ist demnach

P
(
R(X) = σ,Xi:n ∈ Ai ∀1 ≤ i ≤ n

)
= P

(
R(X) = σ

)
P
(
∀1 ≤ i ≤ n : Xi:n ∈ Ai

)
.

zu (b):

E
[
T (X) | R(X) = σ

]
=

∫

{R(X)=σ}

T (X)

P(R(X) = σ)
dP

= E
[
T ((Xri:n)1≤i≤n) | R(X) = σ

]
(∗)

= E
[
T ((Xri:n)1≤i≤n)

]
( (a))

(∗) gilt, da auf der Menge{R(X) = σ} offenbar die BeziehungX = (Xri:n)
n
i=1 gilt. �

Nach diesem längeren Exkurs kehren wir zurück zu den Score-Tests.
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Korollar 1.27 (zu Satz 1.22 mit Lemma 1.17)

Sei(Pϑ)ϑ∈Θ mit Θ ⊆ R eine Familie von im NullpunktL1(µ)-differenzierbaren Verteilungen (µ

dominierendes Maß von(Pϑ)ϑ∈Θ) mit Score-FunktioṅL in ϑ0 = 0. SeiX = (X1, . . . , Xn) nach

Pn,ϑ =
⊗n

i=1 Pciϑ verteilt. Dann besitztPR
n,ϑ die Score-Funktion

σ = (r1, . . . , rn) 7−→ EPn,0

[
n∑

i=1

ciL̇(Xi) | R(X) = σ
]

=
n∑

i=1

ciEPn,0

[
L̇(Xi) | R(X) = σ

]

=
n∑

i=1

ciEPn,0

[
L̇(Xri:n)

]
(Satz 1.26(b))

=:

n∑

i=1

cia(ri)

mit a(i) = EPn,0

[
L̇(Xi:n)

]
.

Bemerkung 1.28 (a) Die Gewichtea(i) heißen „Scores“ (entsprechen Punktzahlen in sportli-

chen Wettbewerben).

(b) Die nichtparametrische HypotheseH0 aus(1.10)führt unterR(X) zu einer einelementigen

Nullhypothese aufSn, nämlich der Gleichverteilung aufSn (siehe Lemma 1.24(b)). Damit

können die kritischen Wertec(α) für den resultierenden Rangtestψ ≡ ψ(R(X)), gegeben

durch

ψ(x) =







1, falls
∑n

i=1 cia(Ri(x)) > c(α),

γ, falls
∑n

i=1 cia(Ri(x)) = c(α),

0, falls
∑n

i=1 cia(Ri(x)) < c(α),

(1.12)

durch diskrete Erwartungswertbildung ermittelt werden. Für großesn kannc(α) approxi-

miert werden, indem eine ZahlB < n! festgesetzt wird und nurB zufällig ausgewählte

Permutationenσ ∈ Sn traversiert werden.

(c) Die TeststatistikT ≡ T (R(X)) =
∑n

i=1 cia(Ri(X)) heißt einfache lineare Rangstatistik.

(d) Für die Scores gilt
∑n

i=1 a(i) = 0 (zur Übung, einfach).

Ist L̇ isoton, so gilta(1) ≤ a(2) ≤ . . . ≤ a(n).

(e) WegenXi:n
D
= F−1(Ui:n) werden die Scores häufig in der Forma(i) = E

[
L̇ ◦ F−1(Ui:n)

]

angegeben und man nenntL̇ ◦ F−1 Score-erzeugende Funktion. Für großen kann man

approximativ mitb(i) := L̇ ◦ F−1( i
n+1) (vgl. E

[
Ui:n

]
= 1

n+1 aus Bemerkung 1.25) oder

b̃(i) = n
∫ i

n
i−1
n

L̇ ◦ F−1(u)du gearbeitet werden.
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Lemma 1.29

SeiT̃ eine einfache lineare Rangstatistik von der Form wie in Bemerkung 1.28(c),aber mit allge-

meinen deterministischen Scoresa(i). Seic̄ := n−1
∑n

i=1 ci und ā = n−1
∑n

i=1 a(i). UnterH0

aus(1.10)gilt dann

E
[
T̃
]
= n c̄ ā und

Var
(

T̃
)

=
1

n− 1

n∑

i=1

(ci − c̄)2
n∑

i=1

(a(i)− ā)2.

Beweis: Ri(X) ist gleichverteilt auf{1, . . . , n}, also

E
[
a(Ri(X))

]
=

n∑

i=1

a(i)n−1 = ā und

E
[
T̃
]
=

n∑

i=1

ciE
[
a(Ri(X))

]
=

n∑

i=1

ciā.

Aus
∑n

i=1 a(i) =const. folgt (mitRi := Ri(X) ∀1 ≤ i ≤ n)

0 = Var

(
n∑

i=1

a(i)

)

= Var

(
n∑

i=1

a(Ri)

)

=
n∑

i=1

Var(a(Ri)) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(a(Ri), a(Rj)) .

Wegen Austauschbarkeit istPRi,Rj = P
Rk,Rl für i 6= j, k 6= l. Damit ist

0 = nVar(a(R1)) + n(n− 1)Cov(a(R1), a(R2))

⇔ Cov(a(R1), a(R2)) = − 1

n− 1
Var(a(R1)) .

Ferner ergibt sich

Var(a(R1)) = E
[
(a(R1)− ā)2

]
=

n∑

j=1

(a(j)− ā)2

n

und mit weiteren Routinerechnungen die Varianz vonT̃ wie angegeben. �

Anwendung:Normalapproximation zur Ermittlung kritischer Werte fürψ.

Lemma 1.30

Seiψ wie in (1.12) lokal bester Rangtest im ModellPn,ϑ =
⊗n

i=1 Pci,ϑ für {ϑ = 0} gegen

{ϑ > 0}, vgl. Satz 1.20 zusammen mit Lemma 1.17. IstS : R → R eine streng isotone Funktion,

so istψ lokal optimal für
⊗n

i=1 P
S
ciϑ

.

Beweis: ∀1 ≤ i ≤ n gilt Ri((S(X1), . . . , S(Xn))) = Ri(X). �
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Lemma 1.31(Stochastisch größer-Alternativen, Lemma 4.4 in Janssen (1998))

Seia(1) ≤ a(2) ≤ . . . ≤ a(n) (vgl. Bemerkung 1.28) und seiψ ein Rangtest zum Niveauα

unterH0 aus(1.10), d.h.EH0

[
ψ
]
= α. Es seienX1, . . . , Xn1 iid. mit VerteilungsfunktionF1 und

Xn1+1, . . . , Xn iid. mit VerteilungsfunktionF2,X = (X1, . . . , Xn).

(a) Gilt F1 ≥ F2, so folgtEϑ0

[
ψ(R(X))

]
≤ α.

(b) Gilt F1 < F2, so folgtEϑ0

[
ψ(R(X))

]
≥ α.

Anmerkung:Für Lageparametermodelle (siehe Beispiel 1.16(a)) ist die Score-Funktion genau

dann isoton, wenn die Dichtef vonY unimodal ist. Dazu abschließend einige Beipsiele.

Beispiel 1.32

[Zweistichproben-Rangtests in Lageparametermodellen für stochastischgrößer-Alternativen]

(a) Fisher-Yates-Test

Seif die Dichte vonN (0, 1). Dann gilt L̇(x) = x und es ergibt sich

T =

n1∑

i=1

a(Ri) mit a(i) = E
[
Xi:n

]

Dabei istXi:n die i-te Orderstatistik vonX1, . . . , Xn iid. mitX1 ∼ N (0, 1).

(b) Van der Waerden-Test

Sei f wieder die Dichte vonN (0, 1). Die Score-erzeugende Funktion ist gegeben durch

u 7→ Φ−1(u). Damit sind nach Bemerkung 1.28(e)b(i) = Φ−1( i
n+1) approximative Scores

und es ergibt sich

T =

n1∑

i=1

Φ−1(
Ri

n+ 1
)

(c) Wilcoxon rank sum Test

Seif(x) = exp(−x)(1 + exp(−x))−2 die Dichte der logistischen Verteilung mit Vertei-

lungsfunktionF (x) = (1+ exp(−x))−1. Die Score-erzeugende Funktion berechnet sich zu

u 7→ 2u− 1. Damit ist

a(i) = E
[
L̇ ◦ F−1(Ui:n)

]
=

2i

n+ 1
− 1

Die Scores lassen sich affin linear auf die Identität transformieren und esergibt sich (vgl.

Lemma 1.30)

T =

n1∑

i=1

Ri(X),

die Rangsumme aus Gruppe 1.
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(d) Median-Test

Die doppelte Exponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) hat die Dichtef(x) = 1
2 exp(−

∣
∣x
∣
∣)

und die Score-erzeugende Funktionu 7→ sgn(ln(2u)) = sgn(2u−1). Approximative Scores

ergeben sich damit zu

b(i) = L̇ ◦ F−1(
i

n+ 1
) =







1, falls i > n+1
2

0, falls i = n+1
2

−1, falls i < n+1
2

Zum Schluss noch der beliebte Savage-Test (auch: log-rank Test) alsBeispiel für einen Skalentest

(vgl. Beispiel 1.16(b)).

Sei im SkalenparametermodellY exponentialverteilt mitf(x) = exp(−x)1(0,∞)(x). Dann gilt

für x > 0, dass

L̇(x) = −(1 + x
f ′(x)
f(x)

) = x− 1.

Übungsaufgabe:Zeige, dass fürX1, . . . , Xn ii. standard-exponentialverteilt gilt:E
[
Xi:n

]
=
∑i

j=1
1

n+1−j .

Damit ergeben sich exakte Scores zu

a(i) =
i∑

j=1

1

n+ 1− j
− 1.

DaY fast-sicher positiv ist, kannX = exp(ϑ)Y auf ein Lageparametermodelllog(X) = ϑ+ log(Y )

zurückgeführt werden. GiltY ∼ Exp(1), so genügtlog(Y ) einer gespiegelten Gumbelverteilung

mit

P
(
log(Y ) ≤ x

)
= 1− exp(− exp(x)), x > 0.

Die Rangtests haben starke Analogie zu Permutationstests, da kritische Werteim finiten Fall durch

Traversieren allerσ ∈ Sn und nachfolgender Bestimmung des(1− α)-Quantils ermittelt werden.

Wir verallgemeinern die Theorie nun noch auf (nahezu) beliebige Abbildungeng(X) anstelle von

R(X) und zufällige Scores. Wir erhalten lineare Resamplingstatistiken.

1.5 Allgemeine Theorie von Resamplingtests

Wir orientieren uns am Artikel von Janssen and Pauls (2003) bzw. den Doktorarbeiten von Pauls

(2003) und Pauly (2009).

Definition 1.33

Sei (Yn,i)1≤i≤k(n) ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen auf einem beliebigen Wahrschein-

lichkeitsraum(Ω,A,P). Dabei sein ∈ N und k(n) ∈ N. In vielen relevanten Beispielen wird

k(n) ≡ n sein.
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Ferner sei(Wn,i)1≤i≤k(n) ein Dreiecksschema zufälliger Gewichtsfunktionen auf einem Wahr-

scheinlichkeitsraum(Ω̃, Ã, P̃). Die Zufallsvariablen(Yn,i)1≤i≤k(n) und(Wn,i)1≤i≤k(n) seien be-

züglich des ProduktmaßesP ⊗ P̃ stochastisch unabhängig. Die Gewichte mögen die folgenden

Generalvoraussetzungen erfüllen:

[GV1] Für alle n ∈ N seien(Wn,1, . . . ,Wn,k(n)) austauschbar.

[GV2] max
1≤i≤k(n)

∣
∣Wn,i −Wn

∣
∣ −→ 0 P̃-stochastisch fürn→ ∞.

[GV3]
n∑

i=1

(Wn,i −Wn)
2 −→ C ∈ R P̃-stochastisch fürn→ ∞.

Dann heißt

T ∗
n =

√

k(n)

k(n)
∑

i=1

Wn,i(Yn,i − Y n)

lineare Resamplingstatistikmit Gewichtsfunktionen(Wn,i)1≤i≤k(n).

Bemerkung 1.34

Gilt Wn = k(n)−1
∑k(n)

i=1 Wn,i = 0 P̃-fast sicher, so folgt

T ∗
n =

√

k(n)

k(n)
∑

i=1

Wn,iYn,i P̃-fast sicher

Beispiel 1.35 (a) Einfache lineare Rangstatistiken (vgl. Abschnitt 1.4)

Sein beliebig, aber fest vorgegeben undRn(X) = (Rn,i(X))1≤i≤n fürX = (X1, . . . , Xn)

ein Vektor von Rangstatistiken wie in Abschnitt 1.4 betrachtet. Seienan(i) = EPn,0

[
L̇(Xi:n)

]

(oder auchb(i) bzw.̃b(i) aus Bemerkung 1.28). Scores und(cn,i)1≤i≤n Regressionskoeffizi-

enten. Setzek(n) ≡ n.

Dann hat die einfache lineare Rangstatistik

Tn(Rn(X)) =
n∑

i=1

(cn,i − cn)an(Rn,i(X))

die Struktur einer linearen Resamplingstatistik (beachte auch Bemerkung 1.28(d)). Wähle

dazu

Wn,i :=
an(Rn,i(X))√

n
, 1 ≤ i ≤ n und

Yn,i := (cn,i − cn), 1 ≤ i ≤ n

und rechne [GV1] bis [GV3] nach.

Beachte für den Nachweis der Gültigkeit von [GV1] die stochastische Unabhängigkeit von
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Rängen und Ordnungsstatistiken (Satz 1.26(a)).

Ein Resamplingverfahren kommt nun wie zuvor diskutiert zustande, indemdie linearen

ResamplingstatistikenT ∗
n := Tn(σ) für zufällige Permutationenσ ∈ Sn betrachtet wer-

den. UnterH0 aus (1.10) ist jedesσ ∈ Sn gleichwahrscheinlich fürRn(X) und durch

diese Überlegung wird der kritische Wert für den Score-Test (der als Rangtest durchgeführt

wird) aus den Quantilen der Verteilung der(Tn(σ))σ∈Sn bezüglich Gleichverteilung aufSn

gewonnen.

(b) Einfache lineare Permutationsstatistiken

In Anlehnung an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus Abschnitt1.2 seien nun-

mehr die Werte der(Xi)1≤i≤n im Mehrstichprobenproblem selbst vertrauenswürdig, aber

kein konkretes parametrisches Modell. Dann sind sinnvolle lineare Permutationsstatistiken

gegeben durch

T ∗
n =

√

k(n)

k(n)
∑

i=1

cn,σ(i)(Yn,i − Y n)

mit

Yn,i :=
Xn,i
√

k(n)
∀n ∈ N, 1 ≤ i ≤ k(n), (1.13)

(nicht notwendigerweise fest vorgegebenen) Regressionskoeffizienten(cn,i)1≤i≤k(n) und re-

sultierenden GewichtenWn,i := cn,σ(i). Dabei istσ ∈ Sk(n) wieder eine zufällige (gleich-

verteilte) Permutation der Zahlen1, . . . , k(n).

Offenbar erfüllen diese Gewichte [GV1] bis [GV3] genau dann, wenn es die Regressions-

koeffizienten tun.

Greifen wir das zweite motivierende Eingangsbeispiel (Zweistichprobenproblem) aus Ab-

schnitt 1.2 konkret wieder auf, so sind sinnvolle Regressionskoeffizienten fürk(n) = n1+n2

gegeben durch

cn,i =

√
n1n2
k(n)

·
{

1
n1

, i ≤ n1

− 1
n2

, n1 < i ≤ k(n)

}

Übungsaufgabe:Rechne nach, dass fürσ = id die OriginalstatistikTn =
√

n1n2
n1+n2

(Xn1 −
Xn2) entsteht.

(c) Bootstrap-Statistiken

Für Einstichprobenprobleme (z.B. erstes motivierendes Eingangsbeispiel aus Abschnitt 1.2)

sind Permutationsverfahren inadequat, da unter der Nullhypothese die Summenstatistik per-

mutationsinvariant ist.

Es bietet sich hier vielmehr ein auf „Ziehen mit Zurücklegen“ basierendes Resamplingsche-

ma an.
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Seien dazu zum Beispiel (Klassischer Bootstrap von ?? (efr))(Mn,1, . . . ,Mn,k(n)) multino-

mial verteilte Zufallsvariablen zum Stichprobenumfangk(n) =
∑k(n)

i=1 Mn,i und Auswahl-

wahrscheinlichkeitenpn,i ≡ 1
k(n) ∀n. Dann sind Bootstrap-Gewichte gegeben durch

Wn,i := k(n)−
1
2 (Mn,i − 1).

Mit Yn,i wie in (1.13)hat eine lineare Bootstrap-Resamplingstatistik also die Form (nach-

rechnen zur Übung!)

T ∗
n =

√

k(n)
(
k(n)
∑

i=1

Mn,i

k(n)
Xn,i −Xn

)

Die folgenden zwei Sätze 1.37 und 1.40 zeigen, dass der Formalismus in Definition 1.33 so allge-

mein ist, dass für eine sehr große Klasse von Resamplingverfahren asymptotische Äquivalenz des

bedingten (auf die Daten) Resamplingtests und eines unbedingten Niveauα-Tests basierend auf

der Original-TeststatistikTn gezeigt werden kann. Als Vorbereitung prägen wir die vorgenannten

Begriffe mathematisch exakt.

Definition 1.36

(a) Bedingter Resampling-Test

Unter den Voraussetzungen von Definition 1.33 habe für allen ∈ N die bedingte Verteilung

L(T ∗
n |Yn,1, . . . , Yn,k(n)) die (bedingte) VerteilungsfunktionF ∗

n .

Bezeichne

c∗n(α) ≡ c∗n(α|Yn,1, . . . , Yn,k(n)) := (F ∗
n)

−1(1− α)

das(1 − α)-Quantil vonF ∗
n . SeiTn eine reelle Statistik. Dann ist ein nicht-randomisierter

bedingterTn-(Resampling-)Test definiert durchϕ∗
n,α := 1(c∗n(α),∞)(Tn).

(b) Asymptotische Äquivalenz von Testfolgen

Seien(ϕn,α)n∈N und(ϕ∗
n,α)n∈N zwei Folgen von Tests für das selbe Testproblem(Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ, H0).

Seiϑ0 ∈ H0. Dann heißen(ϕn,α)n∈N und(ϕ∗
n,α)n∈N asymptotisch äquivalent unterϑ0, falls

Eϑ0

[∣
∣ϕn,α − ϕ∗

n,α

∣
∣
] n→∞−→ 0 ∀α ∈ (0, 1).

Satz 1.37

Es gelten [GV1] bis [GV3] und in [GV3] gelte o.B.d.A.C = 1. Sei(ϕn,α)n∈N eine Folge von Tests

für (Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ, H0) und seiϑ0 ein beliebiges Element ausH0. Die Folge(ϕn,α)n∈N habe die

folgenden Eigenschaften:

[E1] Für jedesn ∈ N seiϕn,α charakterisiert durch eine reellwertige StatistikTn : Ω → R und

einen unbedingten kritischen Wertcn(α), so dass gilt

ϕn,α = 1(cn(α),∞)(Tn), wobei Eϑ0

[
ϕn,α

] n→∞−→ α

(Asymptotischer unbedingter Niveau-α-Test basierend aufTn).
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[E2] Die StatistikTn aus[E1] konvergiere in Verteilung gegen eine ZufallsvariableT . Die Vertei-

lungsfunktionFT vonT sei stetig und streng monoton steigend auf ihrem Trägersupp(FT ).

(Unbedingte Konvergenz)

Sei(ϕ∗
n,α)n∈N eine Folge von bedingten (Resampling-)Tests für(Ω,A, (Pϑ)ϑ∈Θ, H0). Dann sind

(ϕn,α)n∈N und(ϕ∗
n,α)n∈N genau dannasymptotisch äquivalent unterϑ0, wenn

d(L(Tn),L(T ∗
n |Yn,1, . . . , Yn,k(n))) −→ 0 Pϑ0 -stochastisch fürn→ ∞. (1.14)

Dabei bezeichnetd(·, ·) eine Metrik, die die schwache Konvergenz auf dem Raum der Wahrschein-

lichkeitsmaße auf(R,B(R)) metrisiert, z.B. die Lévy-MetrikdL(·, ·), definiert durch

dL(F,G) := inf{ε > 0 : F (x− ε)− ε ≤ G(x) ≤ F (x+ ε) + ε ∀x ∈ R}

für zwei VerteilungsfunktionenF undG auf (R,B(R)).

Beweis: Dass die Konvergenz (1.14) die asymptotische Äquivalenz von(ϕn,α) und(ϕ∗
n,α) impli-

ziert, leuchtet intuitiv sofort ein. Ein technisch sauberer Beweis findet sich in Witting and Nölle

(1970), S. 58.

Der Beweis der Rückrichtung nutzt Stetigkeitsannahman aus und argumentiert technisch mit dem

Teilfolgenkriterium. Selbststudium wird empfohlen (Pauls (2003), Beweis von Lemma 3.4). �

Definition 1.38

Gilt die Aussage von Satz 1.37 für alleϑ0 ∈ H0, so heißtϕ∗
n,α asymptotisch effektiv in Bezug auf

ϕn,α.

Bemerkung 1.39

(a) Die „hin“-Richtung von Satz 1.37 ist enorm wichtig. Sie mahnt den/die Praktiker/in zur

Vorsicht und zeigt, dass ein allzu blindes „Herumrühren“ in den Daten oftzu nichts Gutem

(keinen validen Testprozeduren) führen kann. Vielmehr muss das Resamplingschema sorg-

fältig so ausgewählt werden, dass die Verteilungseigenschaften der Original-Teststatistik

Tn unter der Nullhypothese möglichst exakt durch die Konstruktion vonT ∗
n abgebildet wer-

den. Ein „beliebter“ Fehler ist es z.B., unter den Gegebenheiten von Beispiel 1.35(b) im

Falle vonn1 6= n2 (unbalancierte Stichprobenumfänge) „blindlings“ zu permutieren, al-

so cn,i ∝ n−1/2 · 1{i≤n1} zu wählen. Man rechnet (unter asymptotischer Normalität von

Tn =
√

n1n2
n1+n2

(Xn1 −Xn2)) leicht nach, dass dieses falsche Resamplingschema keine va-

lide Testprozedur im Sinne von Definition 1.36(b) ergibt.

Andere klassische Gegenbeispiele sind das „blinde“ Bootstrappen der Maximumsstatistik

oder von korrelierten Daten (vgl. Abschnitt 2.3.1 der Dissertation von Pauly (2009)).

(b) Ist Tn eine normalisierte Summenstatistik unabhängiger Ausgangsvariablen undT ∗
n eine

lineare Resamplingstatistik, so liefern nach Satz 1.37 bedingte zentrale Grenzwertsätzedie
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asymptotische Effektivität vonϕ∗
n,α bezüglichϕn,α. Ein recht allgemeiner solcher bedingter

zentraler Grenzwertsatz soll dieses Kapitel beschließen.

Satz 1.40(Bedingter Zentraler Grenzwertsatz, Satz 3.3. in Pauly (2009), vgl. Theorem 2.1 in

Janssen (2005))

Es seiT ∗
n eine lineare Resampling-Statistik. Es gelten die Generalvoraussetzungen [GV1] bis

[GV3] an dieWn,i, wobei o.B.d.A.C = 1 in [GV3] gelte. Ferner gelte
√

k(n)(Wn,1 −Wn)
D−→

W1, W1 Zufallsvariable mit Var(W1) = 1. Die Yn,i sollen die folgenden Regularitätsvorausset-

zungen erfüllen:

[R1] Y n −→ 0 P -stochastisch

[R2] max
1≤i≤k(n)

∣
∣Yn,i − Y n

∣
∣ −→ 0 P -stochastisch

[R3]
k(n)
∑

i=1

(
Yn,i − Y n

)2 D−→ V 2, V 2 nicht-negative Zufallsvariable

Dann folgt

d(L(T ∗
n |(Yn,i)1≤i≤k(n)),L(Z)) −→ 0 P-stochastisch,

wobeiZ eine Zufallsvariable aufΩ× Ω′ mitZ(ω, ·) ∼ N (0, V 2(ω)) bezeichnet.

Anmerkung:Die Yn,i aus Beispiel 1.35(a) erfüllen (unskaliert) [R1] bis [R3] in aller Regel nicht.

Da Rangtests jedoch invariant gegenüber isotonen Transformationen sind (vgl. Lemma 1.30), las-

sen sie sich entsprechend reskalieren.

Übung:Betrachte den Wilcoxon Rangsummentest aus Beispiel 1.32(c). Wie müssen die Regres-

sionskoeffizienten sinnvollerweise gewählt werden, um asymptotische Normalität der einfachen

linearen Rangstatistik zeigen zu können? Wie sind die Gewichte zu transformieren?

Bemerkung 1.41(Bemerkung 3.4 in Pauly (2009))

(a) Die Bedingungen [R1] und [R2] sind nach Dreiecksungleichung zusammengenommen äqui-

valent zurP-stochastischen Konvergenz vonmax1≤i≤k(n)

∣
∣Yn,i

∣
∣ gegen 0.

(b) IstV 2 ≡ σ2 > 0 in [R3] konstant und positiv, so konvergiert die bedingte Verteilungsfunk-

tionF ∗
n (vgl. Definition 1.36(a)) nach dem Satz von Polya (Witting and Müller-Funk (1995),

Satz 5.75) sogar gleichmäßig, also es gilt

sup
x∈R

∣
∣F ∗

n(x)− Φ(
x

σ
)
∣
∣ −→ 0 P-stochastisch

(c) Gilt für die AusgangsvariablenP
(∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn)
2 > 0

)
−→ 1 für n→ ∞, so können

studentisierteYn,i der Form

Yn,i :=
Xn,i −Xn

√
∑k(n)

i=1 (Xn,i −Xn)2
1{∑k(n)

i=1 (Xn,i−Xn)2>0}
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benutzt werden. Diese erfüllen offensichtlich [R3] mitV 2 ≡ 1.

Damit werden t-Test Analoga behandelbar (Janssen (2005)).

27



Kapitel 2

Spezielle Resamplingverfahren für

unabhängige Daten

2.1 Mehrstichprobenprobleme, Permutationstests

Anknüpfend an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus Abschnitt1.2 und in enger Analo-

gie zur Theorie der Rangverfahren in Abschnitt 1.4 geben wir zuerst einen Aufriss der Theorie

von Zweistichproben-Permutationstests. Greifen wir das entsprechendeBeispiel aus 1.2 wieder

auf, so erhalten wir formal die folgende Problemstellung.

Modell 2.1 (Zweistichprobenproblem)

Seien(Xi)1≤i≤n reellwertige, stochastisch unabhängige Zufallsvariablen.X1, . . . , Xn1 seien iid.

mitX1 ∼ F1 undXn1+1, . . . , Xn seien iid. mitXn1+1 ∼ F2. Sein2 := n− n1 und

Xn1 := n−1
1

∑n1
i=1Xi,Xn2 := n−1

2

∑n
j=n1+1Xj , wobei wir fordern, dass0 < n1 < n ist.

Das interessierende Testproblem sei gegeben durch

H = {F1 = F2} versus K = {F1 6= F2} [∗∗]

In dem Lehrbuch von Lehmann und Romano (2005, ca. 800 Seiten) werden genau fünf parame-

trische Situationen genannt, in denen das Problem [∗∗] (einigermaßen) befriedigend bearbeitet

werden kann:

(1) F1 = N (µ1, σ
2), F2 = N (µ2, σ

2), σ2 > 0 bekannt. Hier wird der Zweistichproben-

Gaußtest durchgeführt mit TeststatistikT1 =
∣
∣Xn1 − Xn2

∣
∣ und kritischem Wert als Nor-

malverteilungsquantil.

(2) F1 undF2 wie zuvor, aberσ2 > 0 unbekannt. Man führt den Zweistichproben-t-Test durch

mit TeststatistikT2 =
√

n1n2
n1+n2

T1
S , wobeiS die gepoolte Stichprobenstreuung bezeichnet.

Quantile der t-Verteilung mitn− 2 Freiheitsgraden dienen als kritische Werte.
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(3) F1 = Bernoulli(p1), F2 = Bernoulli(p2): Exponentialfamilie, UMPU-Theorie

(4) F1 = Poisson(λ1), F2 = Poisson(λ2): Exponentialfamilie, UMPU-Theorie

(5) F1 = Exp(λ1), F2 = Exp(λ2). Es existiert ein UMPU-Test für das Problemλ1
λ2

≤ Λ versus
λ1
λ1

> Λ. Führt man diesen mit vertauschten Rollen vonλ1 undλ2 aus und adjustiert für

Multiplizität, so kann man [∗∗] damit bearbeiten.

Wir untersuchen zunächst den Fall, dass sowohlF1 als auchF2 stetige Verteilungsfunktionen sind

und betrachten Teststatistiken der Form

T =

n∑

i=1

cig(Xi) =

n∑

i=1

cDi(X)g(Xi:n)

für eine Statistikg : R → R. Die zweite Darstellung zeigt schon die Verbindung zu Rangtests auf.

Zum Beispiel geht
∣
∣T
∣
∣ in T1 über, fallsg = id und ci = n−1

1 für i ≤ n1 und cj = −n−1
2 für

j > n1 angesetzt wird. UnterH aus [∗∗] sind die AntirängeD(X) = (Di(X)))1≤i≤n und die

Orderstatistiken(Xi:n)1≤i≤n stochastisch unabhängig nach Satz 1.26.

Der nichtparametrische Test basierend aufT wird nun als Permutationstest bzw. Rangtest gemäß

dem folgenden Resamplingschema durchgeführt.

Schema 2.2(Resamplingschema)

Das Resamplingschema wird hier für die stochastisch-größer Alternative angegeben, der zweisei-

tige Fall verläuft analog.

(A) Halte(Xi:n)1≤i≤n fest und betrachtea(i) := g(Xi:n) als zufällige Scores.

(B) SeiD̃ = (D̃i)1≤i≤n : Ω̃ → Sn eine aufSn gleichverteilte Zufallsgröße. Bezeichne

c = c(α, (Xi:n)1≤i≤n) das(1−α)-Quantil der diskreten ZufallsvariablẽD 7→∑n
i=1 cD̃i

a(i).

(C) Führe den Rangtest

ϕ(D(X)) =







1, T > c,

γ, T = c,

0 T < c

aus.

(D) Insgesamt erhält man einen bedingten Testϕ = ϕ(D(X), (Xi:n)1≤i≤n).

Bemerkung 2.3

Wählt mang = id und (cj)1≤j≤n so, dass
∣
∣T
∣
∣ = T1 gilt, so heißt der Test gemäß Resampling-

schema 2.2 Pitmanscher Permutationstestund wurde bereits von Pitman (1937) hergeleitet.

Das Permutationstest-Prinzip lässt sich auch auf die nichtparametrische Nullhypothese

H0 : X1, . . . , Xn sind iid. [∗ ∗ ∗]
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verallgemeinern. Dazu müssen dieXj , 1 ≤ j ≤ n, noch nicht einmal reellwertig sein. In diesem

Fall muss das Resamplingschema indes leicht modifiziert werden.

Schema 2.4(Modifiziertes Resamplingschema)

(A) Gegeben seienn ZufallsgrößenXj : Ω → Ω′, 1 ≤ j ≤ n und eine reellwertige Teststatistik

T (X1, . . . , Xn).

(B) Betrachte gleichverteilte Permutationen undSn → R, π 7→ T (Xπ(1), . . . , Xπ(n)), wobei

dieπ ∈ Sn unabhängig vonX1, . . . , Xn gewählt werden.

(C) BezeichneQ0 die Gleichverteilung aufSn und bezeichnec = c(ω) das(1−α)-Quantil der

Verteilungx 7→ Q0({π ∈ Sn : T (Xπ(1), . . . , Xπ(n)) ≤ x}).

(D) Führe den bedingten Test

ϕ̃(ω) =







1, T (X1, . . . , Xn) > c(ω),

γ, T (X1, . . . , Xn) = c(ω),

0, T (X1, . . . , Xn) < c(ω)

durch.

Satz 2.5

Sowohl der bedingte Testϕ(D(X), (Xi:n)1≤i≤n) aus Resamplingschema 2.2 als auch der beding-

te Testϕ̃(ω) aus Resamplingschema 2.4 haben unterH aus [∗∗] bzw.H0 aus [∗ ∗ ∗] die Typ-

I-Fehlerwahrscheinlichkeit exakt gleichα für jedes festen ∈ N (unter den jeweils angegebenen

Voraussetzungen).

Beweis: Bedingt auf die Orderstatistiken (Schema 2.2) bzw. auf die Daten selbst (Schema 2.4)

wird der jeweilige kritische Wert so eingestellt, dass

EL(D̃)

[
ϕ(D(X))

]
= EQ0

[
ϕ̃
]
= α

gilt. Zudem sind Antiränge unterH aus [∗∗] stochastisch unabhängig von den Orderstatistiken

bzw. werden die Permutationenπ unabhängig von(X1, . . . , Xn) gewählt. Das Resultat liefern

folgende Rechenregeln für bedingte Erwartungen:

X ⊥ Y ⇒ E
[
h(X,Y ) | X = x

]
= E [h(x, Y )] =

∫

h(x, y)PY (dy) und

E [Y ] = E
[
E
[
Y | X

]]
=

∫

E
[
Y | X = x

]
PX(dx)

�
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An sich ist damit unter Nullhypothesen eine befriedigende Theorie von Permutationstests entwi-

ckelt. Für kleinen ist ein explizites Ausrechnen der kritischen Werte durch Traversieren aller n!

möglichen Permutationen möglich. Für moderat großen ist ein Traversieren vonB ≤ n! zufällig

ausgewählten Permutationen eine Approximationsmethode (Monte Carlo-kritische Werte).

Für sehr großen kommt indes eher eine Normalapproximation der kritischen Werte in Frage, so-

fern die Teststatistik Summengestalt hat.

Hierzu benötigen wir bedingte und unbedingte zentrale Grenzwertsätze.

Modellvoraussetzungen 2.6

Seien(Xi)i≥1 iid. Zufallsgrößen mitX1 : (Ω,A,P) → Ω′ und seih : Ω′ → R eine Statistik mit

[1]
∫
h2(X1)dP <∞.

Seien Regressionskoeffizientencni gegeben mit

[2]
∑n

i=1 cni = 0 ∀n ∈ N

[3] limn→∞
∑n

i=1 c
2
ni = c2 mit c > 0

[4] ∀ε > 0∃M = M(ε) > 0 mit
∑n

i=1 c
2
ni 1[M,∞)(

∣
∣
√
ncni

∣
∣) ≤ ε ∀n ∈ N (gleichgradige

Integrierbarkeit).

Sei ferner

[5] σ2 := c2
∫
{h(X1)− E [h(X1)]}2dP > 0

Satz 2.7

Setze unter den Voraussetzungen aus 2.6Tn =
∑n

i=1 cnih(Xi). Dann gilt

(a) L(Tn) w−→ N (0, σ2) für n→ ∞.

Wähle unabhängig von(Ω,A,P) eine gleichverteilte Zufallsgrößeτn = (τni)1≤i≤n : (Ω̃, Ã, P̃) → Sn

von Permutationen. Für festesω ∈ Ω bezeichneFn,ω(·) die Verteilungsfunktion voñω 7→ Tn((Xτni(ω̃)(ω))1≤i≤n).

Dann gilt

(b) sup
t∈R

∣
∣Fn,·(t)− Φ(

t

σ
)
∣
∣→ 0 P-stochastisch.

Beweis: (a) Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller.

(b) Wir wenden Satz 1.40 mit Bemerkung 1.41 an. Dazu stellen wir die Resamplingstatistik für

τn = π dar als

Tn((Xπ(j))1≤j≤n) =

n∑

i=1

cnih(Xπ(i)) =
√
n

n∑

i=1

cn,π−1(i)
h(Xi)√

n

=
√
n

n∑

i=1

Wn,i(Yn,i − Y n)
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mit Yn,i := ch(Xi)√
n

undWn,i :=
c
n,π−1(i)

c , wobei wir o.B.d.A. dieh(Xi), 1 ≤ i ≤ n als

zentriert an ihrem arithmetischen Mittel annehmen können, beachte [2] undBemerkung

1.34.

Die Regularitätsannamhemax1≤i≤n

∣
∣Yn,i

∣
∣ P−→ 0 ist offenbar erfüllt.

Die Annahme [R3] mitV 2 ≡ σ2 > 0 folgt aus Voraussetzung[5].

Die Annahme [GV1] folgt daraus, dassτn = π zufällig gleichverteilt aufSn ist.

Voraussetzung [GV3] mitC = 1 folgt aus den Annahmen [2] und [3].

Es bleibt, [GV2] zu prüfen, alsomax1≤i≤n cni
P̃−→ 0.

Da diecn,π−1(i) austauschbar sind undlimn→∞
∑n

i=1 c
2
ni =konst. [3] gilt, musscn,π−1(i) =

O
P̃

(
1√
n

)

für großen für alle Indizesi gelten.

�

Selbstverständlich gilt die asymptotische Normalität von
∑n

i=1 cnih(Xτni
) erst recht, wenn auf

~X = ~x bedingt wird. Wir berechnen die Permutationsvarianz wie folgt (o.B.d.A.:E [h(X1)] = 0):

Var

(
n∑

i=1

cnih(Xτni
)| ~X = ~x

)

= Var

(
n∑

i=1

cn,τ−1
ni
h(xi)

)

(Unabhängigkeit)

=
1

n− 1

n∑

i=1

(cni − c)2 ·
n∑

i=1

(h(xi)− n−1
n∑

j=1

h(xj))
2

Die letzte Gleichung erhält man wie im Beweis zu Lemma 1.29.

2.2 Einstichprobenprobleme, Bootstraptests

Wir verallgemeinern (leicht) die Situation des ersten motivierenden Eingangsbeispiels aus Ab-

schnitt 1.2 und beschäftigen uns hier mit dem Testen linearer Funktionale (Erwartungswerte) im

iid.-Fall.

Modell 2.8

SeienX1, . . . , Xn stochastisch unabhängige, identisch verteilte Zufallsgrößen,X1 : (Ω
−1,F ,P) →

(Ω,A), g : Ω → R eine Abbildung mit der Eigenschaft0 < σ2 := VarP (g(X1)) <∞ und

T (PX1) =

∫

g(X1)dP = E [g(X1)]

das uns interessierende statistische Funktional. SeiP̂n = n−1
∑n

i=1 εXi
das empirische Maß und

σ̂2n = n−1
n∑

j=1

(

g(Xj)− n−1
n∑

i=1

g(Xi)

)2

die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz vong. Abkürzend schreiben wirZi := g(Xi), 1 ≤ i ≤ n,

Zn := n−1
∑n

j=1 Zj = T (P̂n) undσ̂n :=
√

σ̂2n.
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Lemma 2.9

(a) L
(√

nT (P̂n)−T (PX1 )
σ

)
w−−−→

n→∞
N (0, 1)

(b) L
(√

nT (P̂n)−T (PX1 )
σ̂n

)
w−−−→

n→∞
N (0, 1)

Beweis:

(a) Zentraler Grenzwertsatz für die standardisierte Summe derZj , j = 1, . . . , n.

(b) Teil (a) plus Lemma von Slutzky und Gesetz der großen Zahlen. �

Damit sind Gaußtests für Hypothesen, die sich aufT (PX1) beziehen, unter Verwendung vonZn

als Teststatistik asymptotisch valide.

Drei Bootstraptests für die Hypothese

H0 : T (P
X1) = µ0 versus H1 : T (P

X1) 6= µ0

sind gegeben durch die Resamplingschemata (2.10), (2.11) und (2.12). Wir beschränken uns dabei

auf den praxisrelevanten Fall, dassσ2 unbekannt ist.

Schema 2.10(Resamplingschema (Bootstraptest))

(A) SeiX = (X1, . . . , Xn) gemäß Modell(2.8)gegeben.

(B) SeiX∗ = (X∗
1 , . . . , X

∗
n) ein Vektor von iid. Zufallsgrößen mitX∗

i : (Ω∗,A∗,P∗) → (Ω,A)

für alle 1 ≤ i ≤ n und mit (gemeinsamer) bedingter VerteilungL(X∗|X) = (P̂n)
n.

(C) BezeichnêP∗
n = n−1

∑n
i=1 εX∗

i
, Z

∗
n = T (P̂∗

n) = n−1
∑n

i=1 g(X
∗
i ) und qβ das (untere)

β-Quantil der bedingten Verteilungsfunktionx 7→ P
∗(Z

∗
n − Zn ≤ x|X).

(D) LehneH0 genau dann ab, wennZn /∈ [µ0 + qα/2, µ0 + q1−α/2].

Schema 2.11(Resamplingschema (Monte Carlo bootstrap, Efron (1977),Efron (1979))

(A) SeiZ = (Z1, . . . , Zn) gemäß Modell(2.8)gegeben.

(B) Sei eine ZahlB ∈ N fest vorgegeben. Generiere am ComputerB bootstrap-Stichproben
(

(Z∗
b,1, . . . , Z

∗
b,n)
)

b=1,...,B
. Dabei werden alleZ∗

b,j für b = 1, . . . , B und j = 1, . . . , n

unabhängig gleichverteilt (mit Zurücklegen) aus den ursprünglichen(Z1, . . . , Zn) gezogen.

(C) Berechne die bootstrap-TeststatistikenT ∗
n,b =

√
n
∣
∣
Z

∗

n,b−Zn

σ̂n

∣
∣, b = 1, . . . , B.

(D) LehneH0 genau dann ab, wenn
√
n
∣
∣Zn−µ0

σ̂n

∣
∣ größer als die{(1− α) ·B}-te Orderstatistik

des Vektors(T ∗
n,b)b=1,...,B ist.

Schema 2.12(Verbessertes Resamplingschema (siehe z.B. Hall and Wilson (1991)))

Identisch mit(2.11), jedoch wird in Schritt (C) die Studentisierung mit in das Bootstrapverfahren

einbezogen, alsôσn durchσ̂∗n,b ersetzt, wobeîσ∗n,b =
√

n−1
∑n

j=1(Z
∗
b,j − Z

∗
n,b)

2 gelte.
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Wir zeigen die asymptotische Effektivität des durch (2.10) gegebenen Bootstraptests in Bezug

auf den Gaußtest wieder mit Hilfe des bedingten zentralen Grenzwertsatzes 1.40 für allgemeine

lineare Resamplingstatistiken.

Seien dazu∀1 ≤ i ≤ n :

Yi =
Zi − Zn√

nσ̂n
und Y ∗

i =
g(X∗

i )− Zn√
nσ̂n

.

Wir erhalten

T ∗
n :=

√
n
Z

∗
n − Zn

σ̂n
=

n∑

j=1

(
Y ∗
j − Y n

)
=

n∑

j=1

Y ∗
j − nY n (2.1)

und offenbar besteht eine eineindeutige Zuordnung derY ∗
i zu denX∗

i , so dass wir uns den

Resamplingmechanismus auch vermittels derY ∗
i vorstellen können.

Betrachten wir nun
∑n

j=1 Y
∗
j . Für jedesω = (ω1, . . . , ωn) werden aus den Wertenxi = Xi(ω)

jeweils genaumn,i Replikate (1 ≤ i ≤ n) zur Bildung dieser Summe herangezogen, wobei die

mn,i als Realisierungen eines multinomialverteilten ZufallsvektorsMn = (Mn,1, . . . ,Mn,n) zum

Stichprobenumfangn =
∑n

i=1Mn,i und mit den Auswahlwahrscheinlichkeitenpn,i ≡ n−1 ∀i =
1, . . . , n aufgefasst werden können. Damit ist

∑n
j=1 Y

∗
j =

∑n
j=1Mn,jYj . Setzen wir dies in (2.1)

ein, so können wir schließlich schreiben

T ∗
n =

n∑

j=1

Mn,jYj −
n∑

i=1

Yi =
n∑

j=1

(Mn,j − 1)Yj =
√
n

n∑

j=1

Wn,j(Yj − Y n)

mit Wn,j =
Mn,j−1√

n
für alle j = 1, . . . , n.

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit von Satz 1.40 haben wirT ∗
n also so geschickt umgeformt, dass

T ∗
n sich als lineare Resamplingstatistik erweist sowie [R1] und [R2] und [R3] mitV 2 ≡ 1 erfüllt

sind, vgl. Bemerkung 1.41(c).

Bleibt noch, alle Voraussetzungen an die Gewichte zu prüfen. Dazu beachten wir das folgende

Lemma.

Lemma 2.13(Lemma 20.2 in Janssen (1998))

SeiM = (M1, . . . ,Mn) multinomialverteilt mit Stichprobenumfangn und Auswahlwahrschein-

lichkeitpi = 1
n ∀1 ≤ i ≤ n. Dann gilt

(a) ∀1 ≤ i ≤ n: Mi
D
=
∑n

k=1 1{i}(Zk), wobeiZ1, . . . , Zn auf {1, . . . , n} gleichverteilte

Zufallsvariablen sind.

(b) ∀1 ≤ i ≤ n: E [Mi] = 1, Var(Mi) =
n−1
n

(c)
∑n

j=1Mj ≡ n⇒Mn ≡ 1

(d) P
(√
nmax1≤i≤n

∣
∣Mi

n − 1
n

∣
∣ ≥ ε

)
→ 0 ∀ε > 0 für n→ ∞
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(e) Var

(
∑n

j=1

[
Mj−1√

n

]2
)

= (n−1)2

n3 → 0 für n→ ∞.

Korollar 2.14

SeienWn,j =
Mn,j−1√

n
, 1 ≤ j ≤ n die Bootstrapgewichte für multinomialverteiltesMn =

(Mn,1, . . . ,Mn,n) wie in Lemma 2.13.

1. DieWn,j erfüllen [GV1] wegen 2.13 (a).

2. DieWn,j erfüllen [GV2] wegen 2.13 (d).

3. DieWn,j erfüllen [GV3] mitC = 1, d.h.S :=
∑n

j=1(Wn,j −Wn)
2 −→ 1 stochastisch

für n→ ∞, denn:

Nach 2.13 (b) und (c) istE [S] = Var(Mn,1) =
n−1
n −→ 1 für n→ ∞ und

Var(S) = Var
(
∑n

i=1
(Mn,j−1)2

n

)

−→ 0 für n→ ∞ nach 2.13 (e).

4. Schließlich gilt
√
n(Wn,1 −Wn) =Mn,1 − 1 und Var(Mn,1) → 1 für n→ ∞.

Korollar 2.14 liefert zusammen mit Satz 1.40, dass

L
(

√
n
Z

∗
n − Zn

σ̂n
|X
)

w−−−→
n→∞

N (0, 1).

Da unterH0 unbedingtL
(√

nZn−µ0

σ̂n

)

für n → ∞ schwach gegenN (0, 1) konvergent ist, folgt

nach Satz 1.37 die asymptotische Effektivität des Bootstraptests aus (2.10).

Zum Abschluss geben wir noch die Begründung, warum das Schema (2.12) dem Schema (2.11)

vorzuziehen ist.

Satz 2.15

Es liege die Situation aus Modell 2.8 vor;σ2 > 0 sei unbekannt. Wir schreiben abkürzend

µ := T (PX1).

1. FallsE
[
Z4
1

]
<∞, so ist

sup
x∈R

∣
∣P
(√
n(Zn−µ) ≤ x

)
−P

∗
(√

n(Z
∗
n − Zn) ≤ x

) ∣
∣ = O

(√

ln(ln(n))

n

)

fast sicher.

2. FallsE
[
Z6
1

]
<∞, so ist

sup
x∈R

∣
∣P
(√
n
Zn − µ

σ̂n
≤ x

)
− P

∗
(

√
n
Z

∗
n − Zn

σ∗n
≤ x

)

∣
∣ = o(n−1/2) fast sicher.

Beweis:

1. Singh (1981), Theorem 1.B

2. Hall (1988) �

35



2.3 Bootstrapverfahren für lineare Modelle

In diesem Abschnitt benutzen wir multivariate(bedingte) zentrale Grenzwertsätze, um die Kon-

sistenz von Bootstrapapproximationen der Verteilung von Schätzern für Regressionskoeffizienten

in linearen Modellen zu zeigen.

Wir beginnen mit der Betrachtung fixer Designs.

Modell 2.16

Wir betrachten den Stichprobenraum(Rn,B(Rn)) und modellieren die Beobachtungen(y1, . . . , yn)

als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen (Y1, . . . , Yn)

mit

∀1 ≤ i ≤ n : Yi =

p
∑

k=1

βkxi,k + εi (2.2)

Der Vektorβ = (β1, . . . , βp)
t ist der Parameter von Interesse. Die(xi,k)1≤i≤n,1≤k≤p seien fest

vorgegebene, uns bekannte reelle Zahlen („Messstellen“). Über die Verteilung der iid. „Messfeh-

ler“, sagen wirPε1 induziert durchF , sei lediglich bekannt, dassE [ε1] = 0 und

0 < σ2 := Var(ε1) < ∞ gilt, also insbesondere Homoskedastizität. Die unbekannte Verteilungs-

funktionF sei ein Störparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.

Wir kürzen ab:

Y (n) ≡ Y := (Y1, . . . , Yn)
t ∈ R

n : Response-Vektor

x(n) ≡ x :=







x1,1 . . . x1,p
...

...

xn,1 . . . xn,p







∈ R
n×p : Design-Matrix

ε(n) ≡ ε := (ε1, . . . , εn)
t ∈ R

n : Residuenvektor

β ≡ (β1, . . . , βp)
t ∈ R

p : Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise von(2.2)

Y (n) = x(n)β + ε(n) bzw. Y = xβ + ε (2.3)

Die Designmatrix habe maximalen Rang, so dassxtx ∈ R
p×p positiv definit und invertierbar ist.

Als Verlustfunktion für eine Punktschätzung vonβ unter Modell 2.16 wählen wir den quadrati-

schen (L2-) Verlust. Damit istβ̂(n) ≡ β̂ dieL2-Projektion vonY auf den Vektorraum
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{z ∈ R
n : z = xγ, γ ∈ R

p} und kann somit charakterisiert werden durch

∀γ ∈ R
p 〈Y − xβ̂, xγ〉Rn = 0

⇔ ∀γ ∈ R
p Y txγ = β̂txtxγ (Bilinearität von〈·, ·〉Rn)

⇔ Y tx = β̂txtx

Multiplikation von rechts mit(xtx)−1 liefert

Y tx(xtx)−1 = β̂t

und folglich

β̂ = (xtx)−1xtY,

da(xtx)−1 symmetrisch ist.

Setzen wir (2.3) in̂β ein, so ergibt sich außerdem

β̂ = (xtx)−1xt(xβ + ε)

= β + (xtx)−1xtε

bzw. β̂ − β = (xtx)−1xtε (2.4)

Gleichung (2.4) ist hilfreich bei der (asymptotischen) Analyse derL2-basierten statistischen Infe-

renz überβ.

Berechnen wir zunächst die ersten beiden Momente vonβ̂ im finiten Fall.

Satz 2.17

Unter Modell 2.16 seîβ(n) ≡ β̂ = (xtx)−1xtY . Dann gilt

(i) E[β̂] = β

(ii) Cov(β̂) = σ2(xtx)−1

Beweis: Wir benutzen die alternative Darstellung

β̂ = β + (xtx)−1xtε.

Linearität des Erwartungswertoperators liefert (i). Ferner ist damit

Cov(β̂) = E

[

(β̂ − β)(β̂ − β)t
]

= (xtx)−1xtE
[
εεt
]
x(xtx)−1

= σ2(xtx)−1, daE
[
εεt
]
= σ2Ip ist

�
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Widmen wir uns nun der asymptotischen Betrachtung. Unser Ziel ist ein unbedingter multivariater

zentraler Grenzwertsatz für̂β(n). Zunächst ein vorbereitendes Resultat.

Lemma 2.18

Es seiat = (a1, . . . , ap) ein fest vorgegebener Vektor imRp. Unter Modell 2.16 nehmen wir an,

dass

(i) n−
1
2 max1≤i≤n,1≤k≤p

∣
∣xi,k

∣
∣ −→ 0 für n→ ∞.

(ii) n−1xtx −→ V für eine positiv-definite, symmetrische MatrixV ∈ R
p×p.

Dann gilt mitρ2 = σ2atV a, dass

L
(

n−
1
2atxtε

)
w−−−→

n→∞
N (0, ρ2)

Beweis: SeiSn := atxtε. Wir beachten, dass

Sn =

p
∑

k=1

(

ak

n∑

i=1

xi,kεi

)

=

n∑

i=1

εi

(
p
∑

k=1

akxi,k

)

=:

n∑

i=1

biεi1/2

eine Summe stochastisch unabhängiger, zentrierter Zufallsvariablen ist. Ferner gilt

Var(Sn) = σ2
n∑

i=1

b2i = σ2
n∑

i=1

p
∑

j,k=1

ajakxi,jxi,k

= σ2
p
∑

j,k=1

ajak(x
tx)j,k

= σ2at(xtx)a.

Damit folgt

Var
(

n−
1
2Sn

)

= n−1σ2atxtxa −→ ρ2 = σ2atV a für n→ ∞

Bleibt, die Lindeberg-Bedingung zu überprüfen, also zu zeigen, dass∀δ > 0 gilt:

n−1
n∑

i=1

[

b2i

∫

{|εi|≥δ
√
n/|bi|}

ε2i dP

]

−→ 0 für n→ ∞.

Annahme (i) liefert, dass∀1 ≤ i ≤ n:
√
n

|bi|
≥

√
n

max1≤i≤n |bi|
=: cn −→ ∞ für n→ ∞.

Damit lässt sich für alle1 ≤ i ≤ n abschätzen:
∫

{|εi|≥δ
√
n/|bi|}

ε2i dP ≤
∫

{|εi|≥δcn}
ε21dP −→ 0 für n→ ∞,

daε1 ein endliches zweites Moment besitzt.

Da fernern−1
∑n

i=1 b
2
i gegen den WertatV a konvergent ist (siehe oben), ist damit alles gezeigt.

�
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Satz 2.19(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Unter Modell 2.16 seien die Voraussetzungen (i) und (ii) aus Lemma 2.18 erfüllt. Dann gilt für

β̂(n) wie in Satz 2.17, dass

L
(√

n [β̂(n)− β]
)

w−−−→
n→∞

Np

(
0, σ2V −1

)
.

Beweis: Wir beachten, dass

√
n[β̂(n)− β] =

1√
n
(n−1xtx)−1xtε.

Nach Cramér-Wold device (siehe z.B. Shorack and Wellner (1986), Seite862) gilt

L
(

1√
n
xtε

)

w−−−→
n→∞

Np

(
0, σ2V

)
.

Da nach Annahme (ii) ferner(n−1xtx)−1 gegenV −1 konvergent ist, gilt insgesamt

L
(

1√
n
(n−1xtx)−1xtε

)

w−−−→
n→∞

Np

(
0, σ2V −1

)
.

�

Anders als imR
1 ist ein Glivenko-Cantelli-artiges Verhalten empirischer Größen imR

p keines-

wegs garantiert (vgl. Vapnik-Chervonenkis Theorie, z.B. Kapitel 12 inDasGupta (2008)). In Mo-

dell 2.16 lassen sich indes die folgenden Aussagen zeigen.

Satz 2.20

Unter Modell 2.16 seien Annahmen (i) und (ii) aus Lemma 2.18 erfüllt. Dann gilt

(a) n−1(x(n))tε(n) −→ 0 für n→ ∞ fast sicher,

(b) β̂(n) −→ β für n→ ∞ fast sicher.

Bezeichne

ε̂ = (ε̂1, . . . , ε̂n)
t = Y − xβ̂ = x(β − β̂) + ε (2.5)

den Vektor der geschätzten Residuen unter Verwendung des LSEβ̂ = β̂(n) für die Regressionsko-

effizienten und seîFn die empirische Verteilungsfunktion vonε̂1, . . . , ε̂n. Dann gilt

(c) µ̂n =
∫
zF̂n(dz) = n−1

∑n
i=1 ε̂i −−−→n→∞

0 fast sicher,

(d) σ̂2n =
∫
z2F̂n(dz) =

(ε̂)tε̂
n −−−→

n→∞
σ2 fast sicher.

Beweis: a) und b): Freedman (1981), Lemma 2.3.

c): Starkes Gesetz der großen Zahlen.

d): Beweis von Formel (2.10) in Freedman (1981) �
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Anmerkung:Nach Satz 2.20 c) bleibt die Konvergenz in Teil d) von Satz 2.20 richtig, fallsdie

Residuen an̂µn zentriert werden.

Ein Bootstrapverfahren zur Schätzung der Verteilung vonβ̂(n) kombiniert nun zufällig die ge-

schätzten Residuen mit Zeilen der Designmatrix.

Schema 2.21(Resamplingschema: Bootstrap für Modell 2.16)

(A) Berechne den LSÊβ(n) = (xtx)−1xtY basierend auf dem original Response-Vektor

Y = (Y1, . . . , Yn)
t.

(B) Bestimme die geschätzten Residuen (vgl.(2.5)) ε̂1, . . . , ε̂n sowieµ̂n = n−1
∑n

i=1 ε̂i.

BezeichneF̃n die empirische Verteilungsfunktion der zentrierten Residuenε̃1, . . . , ε̃n mit

∀1 ≤ j ≤ n : ε̃j = ε̂j − µ̂n.

(C) Seiε∗1, . . . , ε
∗
n eine iid. bootstrap-Stichprobe, deren bedingte Verteilung gegebenY durch

ε∗1|Y ∼ F̃n charakterisiert ist.

SetzeY ∗
j = xtj β̂(n) + ε∗j , 1 ≤ j ≤ n, wobeixj die j-te Zeile vonx bezeichnet, und

Y ∗ = (Y ∗
1 , . . . , Y

∗
n ).

(D) Berechnêβ∗(n) = (xtx)−1xtY ∗ und benutze die (bedingte) Verteilung von
√
n
(

β̂∗(n)− β̂(n)
)

als bootstrap-Approximation der Verteilung von
√
n
(

β̂(n)− β
)

.

Ein bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz zeigt die Konsistenz von Resamplingschema

2.21. Dazu vorbereitend zwei Lemmata.

Lemma 2.22

Unter Modell 2.16 mit Annahmen (i) und (ii) aus Lemma 2.18 gilt mit den Bezeichnungen aus

Resamplingschema 2.21

(a) n−1 ‖ε̂− ε‖2 = n−1
∑n

i=1(ε̂i − εi)
2 −−−→

n→∞
0 fast sicher.

(b) n−1 ‖ε̃− ε‖2 = n−1
∑n

i=1(ε̃i − εi)
2 −−−→

n→∞
0 fast sicher.

Beweis: Aus (2.5) folgtε̂− ε = x(β − β̂). Damit ist

‖ε̂− ε‖2 = (β − β̂)txtx(β − β̂)

und Satz 2.20 b) liefert unter Annahme (ii) die Aussage unter (a).

Teil (b) folgt unter zusätzlicher Beachtung von Satz 2.20 c). �

Lemma 2.23

Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.22 gilt

F̃n
w−−−→

n→∞
F mit Wahrscheinlichkeit1.

40



Beweis: SeiΨ eine beschränkte, Lipschitz-stetige Funktion mit LipschitzkonstanteK. Dann ist

n−1
n∑

i=1

∣
∣Ψ(ε̃i)−Ψ(εi)

∣
∣ ≤ K

n

n∑

i=1

∣
∣ε̃i − εi

∣
∣

≤ K

(

n−1
n∑

i=1

(ε̃i − εi)
2

) 1
2

(Cauchy-Schwarz)

−−−→
n→∞

0 fast sicher

wegen Lemma 2.22 (b). Also gilt
∫

Ψ(x)F̃n(dx)−
∫

Ψ(x)Fn(dx) −−−→
n→∞

0 fast sicher,

wobeiFn die empirische Verteilungsfunktion der wahren Residuen bezeichnen möge. Eine leichte

Abwandlung des Satzes von Vitali (vgl. Lemma 8.4 in Bickel and Freedman (1981)) liefert das

Resultat. �

Satz 2.24(Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Es gelte Modell 2.16 mit Annahmen (i) und (ii) aus Lemma 2.18. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit

1, dass

L
(√

n [β̂∗(n)− β̂(n)] |Y
)

w−−−→
n→∞

Np

(
0, σ2V −1

)
.

Beweis: Wir beachten, dass

xtx
[

β̂∗(n)− β̂(n)
]

= xtε∗

ist, daY ∗ − Y = ε∗ gilt.

Wir verfahren nun wie in Lemma 2.18 und Satz 2.19 und beachten zur Überprüfung der Lindeberg-

Bedingung die Lemmata 2.22 und 2.23. �

Wenden wir uns nun zufälligen Designs zu.

Modell 2.25 (Lineares Modell mit zufälligem Design)

Wir betrachten den Stichprobenraum(Rn(p+1),B(Rn(p+1))). Die Beobachtungen werden model-

liert als Realisierungen von iid. Tupeln(Xi, Yi)1≤i≤n, wobeiX1 ≡ x1 ∈ R
p undY1 = y1 ∈ R

gelte. Wir nehmen den folgenden linearen Zusammenhang an:

∀1 ≤ i ≤ n : Yi =

p
∑

k=1

βkXi,k + εi = Xt
iβ + εi (∗)

Die Matrix

X(n) ≡ X =







X1,1 . . . X1,p

...
...

Xn,1 . . . Xn,p
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von Zufallsvariablen heißt zufällige Design-Matrixund die Matrixschreibweise von(∗) lautet

Y = Xβ + ε, (∗∗)

wobei der Indexn überall zur notationellen Vereinfachung weggelassen wurde. Wir machen die

folgenden (Regularitäts-) Annahmen.

(i) Die Matrix Σ = E
[
X1X

t
1

]
∈ R

p×p ist endlich (alle Einträge sind endlich) und positiv

definit.

(ii) Bezeichnetµ die (p + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung von(X1, Y1), so ist

die Verteilung vonε1 durchµ bereits voll spezifiziert, dennε1 = Y1 − Xt
1β. Insbesondere

sind die(εj)j=1,...,n iid.

(iii) Der Parametervektorβ ist definiertüber die Eigenschaft, dass erE
[∥
∥Y1 −Xt

1β
∥
∥2
]

mi-

nimiert. Daraus folgt, dassY1 − Xt
1β = ε1 senkrecht aufX1 steht, also∀1 ≤ j ≤ p :

E [X1,jε1] = 0 ⇒ β = Σ−1
E [X1Y1].

(iv) Die Matrix M = (Mj,k)1≤j,k≤p mit Mj,k = E
[
X1,jX1,kε

2
1

]
existiert inRp×p. Diese An-

nahme ist erfüllt, wennE
[

‖(X1, Y1)‖42
]

<∞ ist.

Lemma 2.26

Annahmen wie unter Modell 2.25. Die Matrixn−1XtX = n−1 (
∑n

i=1Xi,jXi,k)j,k=1,...,p mit

Werten inRp×p konvergiertµn-fast sicher gegenΣ ∈ R
p×p für n→ ∞.

Beweis: Starkes Gesetz der großen Zahlen. �

Der LSE fürβ ∈ R
p ist analog zum Fall mit fixem Design gegeben durchβ̂(n) ≡ β̂ = (XtX)−1XtY .

Wir rechnen

(XtX)(β̂ − β) = (XtX)[(XtX)−1XtY − β] = XtY − (XtX)β = Xtε.

Lemma 2.27

Unter den Voraussetzungen unter Modell 2.25 gilt

n−
1
2 (XtX)(β̂ − β) = n−

1
2Xtε

D−−−→
n→∞

Np (0,M) .

Beweis: Wir beachtenXtε = (
∑n

i=1Xi,jεi)
t
j=1,...,p und Annahmen (iii) bis (iv) und folgern

die Aussage mittels multivariatem zentralen Grenzwertsatz analog zur Herleitung im Falle fixer

Designs. �

Nehmen wir Lemmata 2.26 und 2.27 zusammen, so ergibt sich ein (unbedingter) multivariater

zentraler Grenzwertsatz.
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Satz 2.28(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Unter den Voraussetzungen von Modell 2.25 gilt

√
n
(

β̂(n)− β
) D−−−→

n→∞
Np

(
0,Σ−1MΣ−1

)
.

Außerdem gilt fast sichere Konvergenz vonβ̂(n) gegenβ für n→ ∞.

Beweis:

β̂(n) = (XtX)−1XtY = β + (XtX)−1Xtε = β + (n−1XtX)−1(n−1Xtε)

und nach Lemma 2.26 istn−1(XtX) fast sicher gegenΣ konvergent. Damit liefert die Annahme

(iii) mit dem starken Gesetz der großen Zahlen, dassβ̂(n) → β fast sicher fürn→ ∞. �

Da über die genaue Gestalt des Daten-generierenden Wahrscheinlichkeitsmaßesµn keine genauen

(parametrischen) Annahmen gemacht wurden, bietet sich auch hier für festesn eine bootstrap-

Approximation vonL
(√

n [β̂(n)− β)]
)

an.

Schema 2.29(Resamplingschema: Bootstrap für Modell 2.25)

(A) Seien iid. Daten((Xi = xi, Yi = yi))1≤i≤n gemäß Modell 2.25 gegeben. Wir bezeichnen

mit β̂ ≡ β̂(n) den LSE basierend auf dieser Stichprobe, alsoβ̂ = (XtX)−1XtY mit

zufälliger Design-MatrixX und Response-VektorY .

Ferner bezeichnen wir die(p+ 1)-variate empirische Verteilung der Daten mitP̂n.

(B) Bezeichne((X∗
i = x∗i , Y

∗
i = y∗i ))1≤i≤n eine iid. bootstrap-Stichprobe. Dabei ist (klassisch)

(X∗
1 , Y

∗
1 ) : (Ω∗,A∗,P∗) → (Rp+1,B(Rp+1)) mit der EigenschaftP∗(X∗

1 ,Y
∗

1 )|Daten = P̂n

(zufälliges gleichverteiltes Ziehen aus den original beobachteten Datentupeln mit Zurück-

legen).

(C) Berechne den LSE der bootstrap-Stichprobe, alsoβ̂∗(n) ≡ β̂∗ = (X∗tX∗)−1X∗tY ∗ und

setzeε∗ := Y ∗ −X∗β̂ mit Werten inRn.

(D) ApproximiereL
(√

n [β̂(n)− β]
)

durchL
(√

n [β̂∗(n)− β̂(n)] |Daten
)

.

Die Konsistenz dieser Bootstrapapproximation wurde von Stute (1990) durch Nachahmung der

Beweisschritte gezeigt, die zum unbedingten multivariaten zentralen Grenzwertsatz geführt haben.

Lemma 2.30

Unter Resamplingschema 2.29 gilt

∀1 ≤ i ≤ n : ∀1 ≤ j ≤ p : E
∗ [X∗

i,jε
∗
i |Daten

]
= 0
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Beweis: Da Erwartungswertbildung bezüglichP∗ gegeben die Daten einer diskreten Summe mit

uniformen Gewichten entspricht, erhalten wir unter Beachtung der Definitionvonε∗

E
∗ [X∗

i,jε
∗
i |Daten

]
= n−1

n∑

k=1

Xk,j(Yk −Xt
kβ̂) = n−1〈Xj , Y −Xβ̂〉Rn = 0

nach Konstruktion von̂β. �

Lemma 2.31

Unter Resamplingschema 2.29 giltµn-fast sicher für alleδ > 0

P
∗ (∥∥n−1X∗tX∗ − Σ

∥
∥ > δ

)
−−−→
n→∞

0

Beweis: Es istX∗tX∗ =
(
∑n

i=1X
∗
i,jX

∗
i,k

)

j,k=1,...,p
. Ferner ist

E
∗
[

n∑

i=1

X∗
i,jX

∗
i,k|Daten

]

=
n∑

i=1

E
∗ [X∗

i,jX
∗
i,k|Daten

]
= nE∗ [X∗

1,jX
∗
1,k|Daten

]

= nn−1
n∑

l=1

Xl,jXl,k =
n∑

l=1

Xl,jXl,k

und damit ist

E

[

n−1
n∑

i=1

X∗
i,jX

∗
i,k

]

= E

[

n−1
E
∗[

n∑

i=1

X∗
i,jX

∗
i,k|Daten]

]

= n−1
E

[
n∑

l=1

Xl,jXl,k

]

= E [X1,jX1,k] = Σj,k <∞

für alle1 ≤ j, k ≤ p.

Ferner erfüllt das Modell das „Degenerate Convergence Criterion“ (siehe Loève (1977), Seite

329), was den Beweis komplettiert. �

Lemma 2.32

Unter Resamplingschema 2.29 giltµn-fast sicher

n−
1
2atX∗tε∗

D−−−→
n→∞

N
(
0, atMa

)
für alle a ∈ R

p.

Beweis: Wir kürzen ab:

S∗
n := n−

1
2atX∗tε∗ = n−

1
2

n∑

k=1

p
∑

j=1

ajX
∗
k,jε

∗
k

und stellen fest, dassS∗
n eine normalisierte Summe von iid. Zufallsvariablen

(Z∗
k)1≤k≤n := (

p
∑

j=1

ajX
∗
k,jε

∗
k)1≤k≤n
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ist.

Z1 ist nach Lemma 2.30 zentriert, also auchS∗
n. Bleibt die Varianz vonS∗

n zu berechnen.

Var(S∗
n|Daten) = E

∗ [(Z∗
1 )

2|Daten
]
=

p
∑

l=1

p
∑

j=1

alajE
∗ [X∗

1,lε
∗
1X

∗
1,jε

∗
1|Daten

]

=

p
∑

l=1

p
∑

j=1

alaj

[

n−1
n∑

i=1

Xi,lXi,j(Yi −Xt
i β̂)

2

]

.

Nach Satz 2.28 konvergiert̂β = β̂(n) fast sicher gegenβ für n→ ∞. Damit ist

∀1 ≤ i ≤ n (Yi − Xt
i β̂)

2 fast sicher gegenε2i konvergent und nach dem starken Gesetz der

großen Zahlen strebt damitn−1
∑n

i=1Xi,lXi,j(Yi −Xt
i β̂)

2 fast sicher gegenMl,j , vgl. Annahme

(iv).

Zusammengefasst ergibt sich damit

Var∗ (S∗
n|Daten) −−−→

n→∞

p
∑

l=1

p
∑

j=1

alajMl,j = atMa µn -fast sicher.

�

Schließlich ergibt sich damit die Konsistenz der Bootstrapapproximation gemäßResamplingsche-

ma 2.29.

Satz 2.33(Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Unter Resamplingschema 2.29 giltµn-fast sicher

L
(√

n [β̂∗(n)− β̂(n)] |Daten
)

w−−−→
n→∞

Np

(
0,Σ−1MΣ−1

)

Beweis:

√
n
[

β̂∗(n)− β̂(n)
]

= n
1
2

[

(X∗tX∗)−1X∗t(X∗β̂ + ε∗)− β̂
]

= n
1
2 (X∗tX∗)−1X∗tε∗

= (n−1X∗tX∗)−1(n−
1
2X∗tε∗).

Nach Lemma 2.32 und Cramér-Wold device konvergiert die bedingte Verteilung vonn−
1
2X∗tε∗

für µn-fast alle Beobachtungen gegenNp(0,M). Ferner liegt nach Lemma 2.31 stochastische

Konvergenz vonn−1X∗tX∗ gegen die invertierbare MatrixΣ vor. Damit ist alles gezeigt. �
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Kapitel 3

Resamplingverfahren für multiple

Testprobleme

3.1 Subset pivotality, Westfall und Young

3.2 Dudoit, van der Laan, Pollard
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Kapitel 4

Resamplingverfahren für Zeitreihen

und abhängige Daten
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Kapitel 5

Statistisches Lernen,

Klassifikationstheorie

Die statistische Lerntheorie befasst sich mit Methoden, um anhand einer bivariaten mathema-

tischen Stichprobe(Xi, Yi)i=1,...,n einen funktionalen Zusammenhang, also eine Funktionf :

D → W , D ∋ x 7→ y ∈ W , nur anhand der „Trainigsbeispiele“(xi, yi)i=1,...,n, d. h., ohne

Formulierung eines statistischen Modells, zu „erlernen“. Dabei ist typischerweiseD ⊆ R
p für

p >> 1 (Matrizen und Tensoren werden häufig, wenn nötig, gecastet) undW ⊆ R. Genauer

wird in einer vorgegebenen FunktionenklasseM diejenige Funktionf ∈ M gesucht, die ein

vorgegebenes Fehlermaß (empirisch) minimiert. Je nach Kardinalität vonW unterscheidet man

unterschiedliche Teildisziplinen des statistischen Lernens. IstW überabzählbar, so spricht man

von einer Regressionsaufgabe, fürW ⊆ N von einer Klassifikationsaufgabe (englisch auch: pat-

tern recognition problem). Kann das „Label“Y speziell nur genau zwei diskrete Werte annehmen

(sagen wir+1 und−1), so,liegt ein binäres Klassifikationsproblem vor. Die binäre Klassifikation

hat besondere Bedeutung in der (angewandten) Informatik, da im Computer sämtliche Information

binär codiert wird. So können binäre Klassifikationsalgorithmen sogar dazu benutzt werden, Com-

puterprogramme durch externen Input (z. B. EEG-Signale) zu steuern(sieheReferenz einfügen:

BBCI-Kapitel im BCI-Buch von Graimann et al. (Hrsg.) ).
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