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Vorbemerkungen

Das Material aus Kapitél 1 dieses Skripts istim Wesentlichen aus den ¥ogsskripten Uber Sta-
tistik | und Il von Prof. Arnold Janssen, den Artikeln von Janssen audsH2003) und Janssen
(2005) sowie den Dissertationen von Thorsten Pauls und Markus Paeipdmmen. Teile von
Kapitel[2 stammen aus dem Skript von Prof. Gerhard Dikta tiber Bootstriabwen in der Statis-
tik. Arnold Janssen und Gerhard Dikta gilt mein herzlicher Dank fur die niglgen Lehrveran-
staltungen, die ich bei ihnen héren durfte. Sollten sich in den Kajpiteln Llehr finden, so
bin dafiir natirlich ich verantwortlich. Lob und positive Kritik gebUhrt indien Original-Autoren.
Abschnit{ 1.2 findet sich in leicht anderer Form in meiner Master-Arbeit.

Fir die Manuskripterstellung danke ich Mareile Grof3e Ruse.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anjexge zur Verfiigung.
Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehdorigen Stellen.



Verzeichnis der Abklrzungen und
Symbole

B(p,q) Betafunktion,B(p, q) = I'(p)I'(¢)/T'(p + q)
[x] Kleinste ganze Zahl gro3er oder gleich

X2 Chi-Quadrat Verteilung mit Freiheitsgraden
Ca Komplement der Menga/

Oa Dirac-Maf3 im Punkte:

Gleichheit in Verteilung

Fx Verteilungsfunktion einer reellwertigen Zufallsvariabte
FDR False Discovery Rate

FWER Family Wise Error Rate

|x] Grol3te ganze Zahl kleiner oder gleich

r(-) GammafunktionI'(z) = [;°t*~te~dt, >0
im(X) Bildbereich einer ZufallsgroR&

iid. independent and identically distributed

1y Indikatorfunktion einer Mengé/

L(X) Verteilungsgesetz einer Zufallsvariabte

LFC Least Favorable Configuration

N(u,0?) Normalverteilung mit Parameteynund o2

o Verteilungsfunktion de/ (0, 1)-Verteilung



() Verteilungsdichte dei (0, 1)-Verteilung
Supg F) Trager der Verteilungsfunktiof

UNI|a, b] Gleichverteilung auf dem Intervel, b]
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Kapitel 1

Einflhrung, Beispiele und allgemeine
Theorie

1.1 Grundlagen aus der Statistik

BezeichneX eine ZufallsgroRe, die den moglichen Ausgang eines Experimentes eimﬂhr

Sei() der zuX gehdrige Stichprobenraum, d. h., die Menge aller méglichen Realisiermogen
X und A C 2 einec-Algebra iber?. Die Elemente vom heiBen messbare Teilmengen \on
oder Ereignisse.

BezeichnéPX die Verteilung vonX. Es geltePX ¢ P = {Py : ¥ € O}.

Definition 1.1 (Statistisches Experiment / Modell)

Ein Tripel (22, A, P) mit Q # () eine nichtleere Menged C 29 eines-Algebra Uiber2 und P =
{Py : ¥ € ©} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafl3en dufieit statistisches Experiment
bzw. statistisches Modell.

Falls © C R* k € N, so heiRt(Q, A, P) parametrisches statistisches Modellc © Parameter
und © Parameterraum.

Statistische Inferenbeschéftigt sich damit, Aussagen uber die wahre VerteilBfigozw. den

wahren Parametet zu gewinnen. Speziell: Entscheidungsprobleimgbesondere Testprobleme.

TestproblemeGegeben zwei disjunkte Teilmengé®y, P; von P mit Py U P; = P ist eine
Entscheidung dariiber gesucht, b zu Py oderP; gehort. FallsP durch eineindeutig iden-
tifiziert ist, kann die Entscheidungsfindung auch vermittelsnd Teilmenger®, und ©, von ©
mit ©g N O = P undOy U ©; = O formalisiert werden.

Iwitting (1985): ,Wir denken uns das gesamte Datenmaterial zu einet@gdung“z zusammengefasst.”



Formale Beschreibung des Testproblems:

Hy:9€0©y versus H;:9¢€©; oder

Hy:PX ePy, versus H;:PXep,.

Die H;,7 = 1,2 nennt man Hypotheseiil; heil3t NullhypotheseH; Alternativhypothese / Al-
ternative. Oft interpretiert mafy und H; auch direkt selbst als Teilmengen des Parameterraums,
d. h.,,HyU H = © und Hy N H; = (. ZwischenH, und H; ist nun aufgrund vor: € ) eine
Entscheidung zu treffen. Dazu bendtigt man eine Entscheidungsibegse liefert ein statistischer
Test.

Definition 1.2 (Statistischer Test)
Ein (nicht-randomisierter) statistischer Test ist eine messbare Abbildung

1 (Q,A) = ({0,1},2001),
Konvention:

p(r) =1 <= Nullhypothese wird verworfen, Entscheidung filr,

¢(xr) =0 <= Nullhypothese wird nicht verworfen.

{z € Q : p(x) = 1} heilRt Ablehnbereich (oder auch kritischer Bereich) yorkurz: {¢ = 1}.
{x € Q: ¢(z) = 0} heiBt Annahmebereich van kurz: {¢ = 0} = C{p = 1}.

Problem: Testen beinhaltet mégliche Fehlentscheidungen.

Fehler 1. Art (-Fehler, type | error): Entscheidung fiif;, obwohl Hy wahr ist.

Fehler 2. Art 3-Fehler, type Il error): Nicht-Verwerfung voH,, obwohl H; wabhr ist.

In der Regel ist es nicht moglich, die Wahrscheinlichkeiten fir die Fehiend 2. Art gleichzeitig
zu minimieren. Daher: AsymmetrisciBetrachtungsweise von Testproblemen.

(i) Begrenzung der Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art durch eineegetpene obere Schranke
(Signifikanzniveau, englisch: level),

(ii) Unter der Maf3gabe (i) Minimierung der Wahrscheinlichkeit fur Fehlekr2 = ,optimaler*
Test.

Eine (zum Niveauwy) statistisch abgesicherte Entscheidung kann also immer nur zu Gunsten von
H, getroffen werdens- Merkregel: ,\Was nachzuweisen ist stets als Alternafiyeformulieren!*.



Bezeichnungen 1.3

(i) B,(9) =Eg[p] =Py(p(X) =1) = [, pdPy bezeichnet die Ablehnwahrscheinlichkeit ei-
nes vorgegebenen Tegtin Abhangigkeit vor € ©. Fird € ©, hei3ts, (J) Gutefunktion
vony an der Stelled. Fir 9 € O ergibt 3,(¢) die Typ I-Fehlerwahrscheinlichkeit van
unterd € Q.

Fur a € (0, 1) vorgegeben heif3t

(i) ein Testy mit 3, (¥) < o flr alle ¥ € Hy Test zum Niveau,

(i) ein Testy zum Niveaur unverfélschtfalls 5,() > « fir alle ¥ € H;.

(iv) ein Testp; zum Niveaur besserals ein zweiter Niveaur Testys, falls 8., (9) > B, (V)
furalle v € Hy und39* € Hy mit B, (V%) > By, (V).

Eine wichtige Teilklasse von Tests sind die Tests vom Neyman-Pearson Typ.

Definition 1.4

Sei(Q2, A, (Py)gco) ein statistisches Modell und seiein Test fur das Hypothesenpdag:t H C
O versusK = © \ H, der auf einer PrifgroRé : Q2 — R basiert. Genauer seb charakterisiert
durch die Angabe von Ablehnbereichigp C R fur jedes Signifikanzniveau € (0, 1), so dass
p(x) = 1 < T(x) € Ty, fur z € Q gilt. Sei nun die Teststatistik'(X) derart, dass die
Monotoniebedingung

Vige H Vi € K:VeeR: Py, (T(X) >c) <Py, (T(X) > c) (1.1)

gilt. Dann heil3ty ein Test vom (verallgemeinerten) Neyman-Pearson Typ, falls funad€0, 1)
eine Konstante,, existiert, so dass

Bemerkung 1.5

(a) Die Monotoniebedingund (1.1) wird haufig so umschrieben, dass Tdststatistik unter
Alternativen zu groReren Werten neigt".

(b) Die zu einem Test vom Neyman-Pearson (N-P) Typ gehdrigehnkaesiche sind gegeben

alsT',, = (cq, 00).



(c) Die Konstanter, werden in der Praxis bestimmt bef = inf{c e R : P*(T'(X) > ¢) <
o}, wobei das Wahrscheinlichkeitsm&R so gewahlt ist, dass

B*(T(X) € o) = sup By(T(X) € L)

gilt, falls H eine zusammengesetzte Nullhypothese ist (,am Rande der Nullhypptheise
H einelementig undy stetig, so giltc, = F;l(l — «a), wobeiFp die Verteilungsfunktion
vonT'(X) unter H bezeichnet.

(d) Fundamentallemma der Testtheorie von Neyman und Pearson: (et verscharftem)
(@.J) ist ein Test vom N-P Typ gleichmaRig (Uiber @lje= K) bester Test flf versusk.

Es gibt Dualitaten zwischen Testproblemen / Tests und (Bereichs-)pobliliezmen / Konfidenz-

intervallen.

Definition 1.6

Gegeben sei ein statistisches Mod€l| A, P = {Py : ¥ € ©}). DannheiBC = (C(x) : = € Q)
mit C(x) C ©Vz € 2 eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniveaux fur
Ve <=VIecO:Py({zx: C(z)39})>1— .

Satz 1.7(Korrespondenzsatz, siehe z.B. Lehmann and Romano|(2005) odern\Withiah)

(a) Liegtfurjedes) € © ein Testpy zum Niveauy vor und wirdy = (py, ¥ € O) gesetzt, so ist
C(yp), definiert UberC(z) = {¥ € O : py(z) = 0}, eine Familie von Konfidenzbereichen
zum Konfidenzniveau— a.

(b) IstC eine Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenzniteaur und definiert man
o = (g, ¥ € ©) Uberpy(z) =1 — 1g,)(9), So isty ein Test zum allgemeinen lokalen
Niveauq, d. h., zum Niveau fir jedesy € ©.

Beweis:
Sowohlin (a) als auch in (b) erhaltmén) € © Vaz € Q: py(x) =0 < ¥ € C(x). Also ist
@ ein Test zum allgemeinen lokalen Nivealgenau dann, wenn

VieB: Py({py=0}H)>1—a
& VeO: Py({z: Cx)s9})>1—-a

& Cist Familie von Konfidenzbereichen zum Konfidenznivéau a.

Bemerkung 1.8

(a) Die Dualitatpy(x) = 0 < ¥ € C(x) lasst sich schon grafisch veranschaulichen, fells
und© eindimensional sind.



Abbildung 1.1: Dualitétpy(z) = 0 < ¥ € C(x)

(b) Ein einzelner Tesp zum Niveauw fur eine Hypotheséd kann interpretiert werden als
(1 — «)-Konfidenzbereich. Setze dazu

oy - {@, falls p(z) = 0,
K =0\H, falls ¢(z) = 1.

Umgekehrt liefert jeder Konfidenzberei€tiz) einen Test zum Niveaufur eine Hypothese
H cCo.
Setze hierzyp(z) = 1x(C(z)), wobei

1, falls AC B,
15(A) =
0, sonst.

fur beliebige Mengeni und B.

Abschliel3end noch ein maldtheoretischer Satz, der sich einige Male fiirdetoh Beweise in den
nachfolgenden Abschnitten in Kapitél 1 als nutzlich erweisen wird.

Satz 1.9(Satz von Vitali, siehe Witting (1985), Satz 1.181)
Sei(Q, A, 1) eino-endlicher Messraum. Fit € Ny seienf,, :  — R messbare Abbildungen.
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Ist f,, — fo p-fast Gberall konvergent und ist

limsup/|fn\pdu§/]f0|pdu<oo fareinp > 1,

n—o0

sofolgt [ | f,, — folPdp — O flr n — oco. Ist 1 ein WahrscheinlichkeitsmaR, so geniigt die Voraus-
setzungu-stochastischer Konvergenz vgn gegenf, anstelle der Konvergenz-fast tiberall.

1.2 Motivation und Beispiele

Ein Hauptproblem der statistischen Testtheorie ist das Testen des Emgrintes von Zufalls-
groéRRen, die als Modell fur eine erhobenen Stichprobe im experimentaivgeld vom Umfang:
benutzt werden. Wir betrachten als@ufallsvariablenXy, . .., X,,, wobei dieX; im einfachsten
Fall als i.i.d. angenommen werden. Das statistische Testproblem lautet rfi;m hdu

Hy:E[X;] =0 versusH; : E[X;] > 0.

Dieses Testproblem ergibt sich zum Beispiel beim Testen der mittleren \Wikesaeines neuen
Medikamentes im Vergleich mit einem bereits etablierten Produkt zum Zwetckéuthssung des
neuen Praparates.

Als Teststatistik fiir dieses Problem findet bei bekannter Vard@nz Var (X;) das arithmetische
Mittel 7,, = %Z?:l X; =: X, Verwendung; diese Teststatistik ist suffizient und vollstandig
fir das zu Grunde liegende Testproblem. Ist (wie in den meisten Anwestiillen)o? indes
unbekannt, so bildet sich die geeignete Teststatistil@al& N Xn/Vn%, wobei hier fir die
unbekannte Varianz? der erwartungstreue Schatdér = - > | (X;— X,,)? eingesetzt wird.
Will man nun einen Niveaw-Test

Pn = T, cn(@)

0 <

konstruieren, stellt sich das Problem, den richtigen kritischen Weédt) zu ermitteln. Lasst sich

fur die zur Modellierung herangezogenen Zufallsgré3en die Normalwrgsannahme rechtfer-
tigen, so ist dieses Problem bereits geldst und das Ergebnis ist deasoge Gaul3test flr, bzw.

der Studentische t-Test ft,, bei welchem die kritischen Werte als die Quantile der Standard-
normalverteilung bzwt-Verteilung mit(n — 1) Freiheitsgraden gewahlt werden. Ist die Normal-
verteilungsannahme jedoch nicht gerechtfertigt und ist insbesondare kformation tGber die
Verteilung vonXy, ..., X, verfluigbar, so gibt es keine Theorie fur die exakte Bestimmung von
cn (). Dert-Test ist in Féllen, in denen di&; nicht normalverteilt sind nicht zu empfehlen, da er
das Niveauw schlecht einhdlt. Eine erste Moglichkeit, auch in diesem Fall einen Tesgahen,
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stammt aus derentralenGrenzwertsatz. Dieser besagt, dass,mit F[X;],

L ({?}\;ﬁ”) — N(0,1), n — co.

Zusammen mit dem Satz von Slutsky lasst sich hieraus ein asymptotischeu Nivesst flr das
obige Testproblem konstruieren, namlich

as 7-

On = T, 11— a)-

Allerdings ist bei diesem Vorgehen die Approximationsgute fur kleine Statlfgnumfange hau-
fig nicht hinreichend gut, siehe unten.

Eine Lésungsmadglichkeit der angedeuteten Problematik stellt der soder@utstrap, eine
Resamplingmethode, dar. Sei dazu im Einstichprobenproblem (X,...,X,,) . Das statis-
tische Modell sei gegeben dur¢h”, A", (P})yco). Hierbei ist alsaPy = L£(X;),2 C R der
Bildraum vonX; und X; ,lebt* auf (=1, F,P),i =1,...,n. Es sei

T:{Q :Q Verteilung auf2} — R
Q@ — T(Q)

ein interessierendes Funktional (haufig: Kennzahl einer Verteiluog) Bildraum der X; in
die reellen Zahlen. Ein Schatzer fiir das Wahrscheinlichkeitdppdfit dann das empirische Maf3

P, = %Z?Zlexi (Gleichverteilung auf den Daten). Daraus lasst sich ein (plug-in) Sehatz
T(P,,) fur das Funktional'(P) gewinnen, der im Allgemeinen nicht erwartungstreu ist. Gesucht
ist deshalb die Verteilung

P(T(P,) —T(Py) <t), teR (1.2)

des Fehlers, um beispielsweise Konfidenzintervalle zu konstruiergmestis durchzufihren.

Die bootstrap Idee besteht nun darin, den urspringlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q", A", PYy) durch eine empirische Versigt™, A", (I@’n)”) ZU ersetzen.

Dazu konstruiert man eine iidootstrap Stichprobe X7, ..., X} mit X* : (Q* A*,P*) —

(2, .A), fur die gilt:

A~

P Xn)

Auf Grund der Definition vor,, ist unmittelbar klar, dass das Ziehen der bootstrap Stichprobe
dem Ziehen mit Zurlicklegen vonGroR3en aus der Ausgangsstichprobe entspricht.
Man berechnet dann den Ausdrutk{1.2) in dem bootstrap Modell, bestiamt

P(T(P:) — T(P,) < t), t € R. (1.3)
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Der Ausdruck[(1.B) ist der bootstrap Schatzer [flrl(1.2) und ist (inzRxjrgenau berechenbar, da
er nur von den beobachteten Daten abhéngt. Zum Beispiel lassen sidttellvar die (theoreti-
schen!) bedingten Momente von Bootstrap-Zufallsvariablen ausrachne

Satz 1.10(Bedingte Momente von bootstrap Grof3en)
Es seiX = (Xi,...,X,) ein Vektor von i.i.d. Original-Variablen. Dann gilt bedingt unt&r.

* * 1 g v
E*[X;|X] = EZXZ» = X, (1.4)
=1
) 1
E— Y X/X] = =Y Xi=X, (1.5)
* * 1 .
EXX] = ) X (1.6)
=1
Var(X71X) = S3(Xi— X2 (1.7)
n
=1
Var 1WL§(7:L)X*\X = ! En:(X,-—Xn)? (1.8)
m(n) pot ! n-m(n) —
* *3 1 - 3
B XTIX] = =) Xi (1.9)
n-

Beweis:Zur Ubung. |l

Betrachten wir zur Komplettierung der Motivation von Bootstrapverfaliemdie Konvergenzra-
te im Zentralen Grenzwertsatz, um zu einer Aussage Uber die zu emd&Agproximationsge-
nauigkeit des asymptotischen Tegf$ zu gelangen.

Satz 1.11(Satz von Berry-Esséen)
Seien(X;);cn stochastisch unabhéngige, reellwertige ZufallsvariablenOmit Var (X;) < oo fur
alle i € N. Bezeichné&,, die Verteilungsfunktion der standardisierten Summe
Z?:l(Xi —E [XZ])
> iy Var(X;)

Dann gilt:
6 n
sup [Fy(2) — @(2)| < — - Y E[IX[°],
CEGR STZ i=1
wobei® die Verteilungsfunktion dek/ (0, 1)-Verteilung bezeichnetund = "7, Var (X;) gilt.

Liegen iid. VariablenX; vor, so ergibt sich damit die folgende Abschéatzung:

ol — b < O s —o (L),
xegm() B( )‘S\/H-Var(Xl)% E [|X1)?] o(\/ﬁ>
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Beweis:Klassisches Resultat, siehe, z.|B., Gaenssler and Stute (M77).

Bemerkung 1.12

Damit ein bootstrap Test dem asymptotischen $&sin Sachen Niveaueinhaltung tberlegen ist,
muss die Konvergenzgeschwindigkeit der bootstrap Verteilung in ggwWiksse schneller sein als
die ,worst case" Rate,/n im zentralen Grenzwertsatz. Dies ist auch tatsachlich der Fall, wie das
Buch von _Hall(1992) mit Hilfe von asymptotischen (Edgeworth-)Entwigjdn nachweist. Hall
argumentiert, dass durch den bootstrap eine automatische Bias-Korrekrgenommen wird.
Technisch bedeutet das, dass der Term, der durch die dritte Kumwant®&; bestimmt wird, in

der Edgeworth-Entwicklung der bootstrap Verteilungsfunktion versaketin

Fur Zweistichprobenprobleme kann man sich eine andere Uberlegungtze hachen, um zu
einer Resamplingmethode zu gelangen. Dazu betrachten wir wieder $iscihasabhangige Zu-
fallsvariablen( Xy, ..., X,). Wir nehmen an, dass (fur eine festgelegte Zak{ n; < n — 2)

die (X;)i=1,..n, identisch nach der Verteilung mit Verteilungsfunktiéh (Gruppe 1) und die
(X;)j=n1+1,....n identisch nach der Verteilung mit Verteilungsfunktighn (Gruppe 1) verteilt sind.
Das interessierende (nichtparametrische) Testproblem ist dann gegjslé, : F, = F> gegen
H, : Fy # F,. Unter der Nullhypothesé#|, sollten sich nun wichtige gruppenspezifische Charak-
teristika einer empirisch erhobenen Stichprobe, die sich als eine Realgsienter dem vorste-
henden Modell beschreiben lasst, nicht zu stark &ndern, wenn dmp&raugehdrigkeit zufallig
»=ausgewdurfelt* wird, also jedem beobachteten Wert @uis.. . ., x,,) ein zufélliger Gruppenindi-
kator angeheftet wird. Halten wir wie zuvor angedeutet die Platzd, . .., n; flr die Gruppe 1
fest, so entspricht dieses ,label shuffling” offensichtlich einem zu#&tligiehen ohne Zurickle-
gen aug(zy, ..., z,) und Verteilung der Werte auf die Platze vbiis n. Mathematisch ist dies
aquivalent zu einer Permutation der Weftg, ..., x,). Genau diese Idee liegt den sogenann-
ten Permutationstests zu Grunde. Betrachtet man zum Beispiel speziefidragetermodelle
(Gruppe 1 ist unter der Alternative bezlglich eines gewissen Kriteriurssebals Gruppe 2),
so kann ein Permutationstest z. B. die Differenz der arithmetischen Groyigpel der Original-
Stichprobe als Teststatistik benutzen und sie mit einem emprischen Quantifideefxen von
arithmetischen Resampling-Gruppenmittelwerten vergleichen, die durdhudéishren von einer
festgelegten AnzahB von Permuationes € S,, zu Stande kommen.

Das Ziel der folgenden Abschnitte dieses Kapitels ist es, die vorgemahateistischen Uberle-
gungen zu Bootstrap- und Permutationstests auf eine solide mathematisclidaGewzu stellen.
Kapitel 2 stellt dann die praktische Umsetzbarkeit der resultierenden Bimthia den Vorder-
grund. Die Kapitel 3 bis 5 gehen auf spezielle nicht-Standard Problemdieimit Resampling-
verfahren bearbeitet werden kénnen.



1.3 L;-Differenzierbarkeit und lokal beste Tests

Das Testen von zusammengesetzten Nullhypothesen bzw. Alternativém rigtlg-triviales Pro-
blem in der Inferenzstatistik. Nur in Spezialfallen (z.B. monotoner Dichteenip verallgemei-
nerte Neyman-Pearson-Theorie) ist eine zufriedenstellende gendethedik verfligbar, die zu
gleichmaRig (Ubet! € H,) besten Niveaur-Tests fihrt.

Istdie ,Geometrie” des Parameterraums indes komplizierter, so kann dig-Fghlerwahrscheinlichkeit
(unter MaRgabe der Einhaltung des Signifikanzniveaus) typischerwébt gleichmafig mi-
nimiert werden und es ist eine Auswahl an konkurrierenden Teshrerfanotwendig. Oftmals
kommt es entscheidend darauf an, gegen welche Art von Alternativesictabestméglich absi-
chern méchte, d.h., gegen welche ,Regionen” ¥hnman gréRtmdagliche Trennschérfe anstrebt.
Eine Klasse von Verfahren bilden die sogenannten lokal besten TestbeHwird Trennschar-
femaximierung in Regionen ,nahe bHp" angestrebt. Zu ihrer Anwendbarkeit benétigt man das
Konzept derl; -Differenzierbarkeit von statistischen Modellen.

Definition 1.13(L,-Differenzierbarkeit)

Sei(2, A, (Py)yco) ein statistisches Modell méd C R. Die Familie (Py)yco sei dominiert, d.h.
Vi € © : Py < p fur ein MaRy auf (€2,.4). Dann heiR($2, A, (Py)yeco) Li-differenzierbar in
9o €0, fallsIg € Ly (u) mit

Ht—l ( dPﬁo-H . d]P)ﬁo

0 furt—0.
0 e — —

Li(p)

)_

Die Funktiong heil3tL; (1)-Ableitung vony — Py in 9.
Zur Vereinfachung der Notation sei von nun an oft ohne explizite Emvég und 0.B.d.A%y = 0.

Satz 1.14(818 inlHewitt and Stromberg (1975), Satz 1.1883 in Witting (1985))

Unter den Voraussetzungen von Definifion 11.13%ei 0 und seienfy(z) := %(m) Versionen

der Dichten mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es gibt eine offene Umgebubgvon 0, so dass fir-fast allex die Abbildung{ > ¥ —
fo(z) absolut stetig ist, d.h., es existiert eine integrierbare Funktion f(z,7) aufi/ mit

D)

p f:(l’,T)dT:fﬁz(l')—fﬂl(ﬁ), U1 < Vg

und es seid; fy ()90 = f(z,0) p-fast iberall.

(b) Furd e U seix — f(a; ) p-integrierbar mit
/}f:cﬂ‘du ﬁﬁo/\fxo}du
Dann isty — Py in 0 L; (u)-differenzierbar miy = £(-,0).
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Grob gesagt erhalt man also im absolutstetigen Fall.diébleitung einfach durch analytisches
Differenzieren der Dichte nach dem Parameter. Eine andere wichtigedhwg von Satz 1.4
ist die Bearbeitung von Lageparametermodellen wie in Beigpiel 1.16.

Satz 1.15(Satz und Definition)
Unter den Voraussetzungen von Definifion 11.13 seien die Dieghtenfy im Nullpunkt ¢/ = 0)
L, (p)-differenzierbar mit einer Ableitung.

(a) Dannkonvergiertfid — 0 9~ !'log %(x) = 9~ (log fy(x)—log fo(z)) Po-stochastisch
gegen (sagen wirk(z).
L heiRt Ableitung des (logarithmischen) Dichtequotienten bzw. Scoretibankerner gilt

L(w) = 42

(b) [ LdPy = 0und{fy = 0} C {g = 0} Py-fast sicher.

Beweis:

(@) 19—1(;—2 -1) — % konvergiert inL;(Py) und daherPy-stochastisch. Die Kettenregel
liefert das Resultat.

(b) Nach dem Satz von Vitali (Satz_1.9 hier im Skript) folgt & 0 entlang einer geeignet
gewahlten Teilfolge), dasf(fy — fo)du = 0 gilt. Damit folgt [ LdPy = [ gdu = 0.

Beispiel 1.16 (a) Lageparametermodell
SeiX = 9+ Y,¢ > 0, und habeY die Dichte f, wobei f absolutstetig beziiglich des
Lebesguemalfies und ¥-frei sei. Dann sind die Dichted — f(z — ) von X unter 9
Ly (\)-differenzierbar ind mit Scorefunktiord. (z) = —]}/((f)) (Differentiation nach x).

(b) Skalenparametermodell
SeiX = exp(¥)Y, Y habe absolutstetigé-freie Dichtef und es gelte |z f/(z)|dz < oo.
Dann sind die Dichten) — exp(—9) f(x exp(—v)) von X unterd L, (\)-differenzierbar
in 0 mit Score-Funktior(z) = —(1 + I}Zg) ).
Beides folgt sofort aus den SatZen 1.14 und]1.15 zusammen mit delaficarssiquivarianz des
Lebesguemalies.
90

Beachte ! (f(z — ) — f(x)) = —f'(x) \-fast tberall.

Lemma 1.17
Seiend — Py eine L, (u)-differenzierbare Familie mit Score-Funktiadh in 99 = 0 und ¢;,
1 < i < nreelle Konstanten. Dann ist au¢ch— ;" ; P,y im NullpunktL; (x)-differenzierbar

mit Scorefunktioffxy, ..., z,) — > i ¢ L(x;).
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Beweis: Zur Ubung. [ |

Anmerkung:st das ModellL,-differenzierbar, so liegk in Ls(Py) und wird auch Tangentialvek-
tor oder Einflusskurve genannt (vgl. auch Abschnitt 3.5 Mathematisiistk, Markus Reif3).

Definition 1.18 (Score-Test)
Seid — Py L;-differenzierbar ind, mit Score-Funktior.. Dann heiRt jeder Test von der Form

1, falls L(z) > ¢
(z) =4y, fallsi(z)=¢
0, fallsL(z)<é

ein Score-Test. Dabei ist€ [0, 1] eine Randomisationskonstante.

Definition 1.19 (Lokal bester Test)
Sei(Py)yco MitO C R L;-differenzierbar indy Gé. Ein {¢y} a-&hnlicher Testy* heilit lokal
bester{dy} a-dhnlicher Test full = {1} gegenk = © N {1 > 9y}, falls gilt

d d

%Eﬂ [SO*] |19:190 > %Eﬁ [SD] ‘19:190

fir alle {0y} a-ahnlichen Tests, d.h. fir alle Testy mitEy, [¢] = a.

Abbildung 1.2: Lokal bestefd,} a-ahnlicher Testp*
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Anmerkung:Lokal beste Tests kdnnen fikWerte, die weit entfernt vomd, liegen, schlechte
Eigenschaften haben.

Satz 1.20(Satz 2.44 in Witting| (1985))
Unter den Voraussetzungen von Definifion 11.19 ist der Score-Test

1, falls L(z) > ¢(a)
Y(x) =< ~, falls L(z) = c(a),y € [0,1]
0, fallsL(z) < ¢(a)

mitEy, [1)] = a ein {¥o} a-dhnlicher, lokal bester Test fifd = {¥y} gegenk = { > ¥y }.

Zumindest lokal umy, sind die Score-Tests also ein vernunftiger ,Ersatz” fir Neyman-Bears
Tests, wenn kein monotoner Dichtequotient vorliegt. Fur Einstichprobbigme ist die Anwen-
dung sofort einsichtig.

Liege eine Stichprobéry, . .., x,) vor, die als Realisierung vaX, . . ., X,,) iid mit f als Dich-

te von X; aufgefasst werde, alsty(z) = %{;).

Das Produktexperiment mit Produktm&fzhat nach Lemmia1.17 die Score-Funktion, ..., z,) —

Z?ﬂ L(ﬂfz)

Sind wir am einseitigen Tesi = {Yo} gegenk = {J € © : ¥ > 9y} interessiert, so lehnen wir

H ab, fallsy ", L(z;) > c(a) gilt.

Fur Mehrstichprobenproblemé & 2 Gruppen) betrachten wir die nichtparametrische Hypothese

Hy : {PXr =PX2 = = PXn . PY1 stetig) (1.10)

Die Idee ist nun, zunachst einparametrige Kurven» I, y zu studieren, die nur fi# = 0 in
Hy liegen 0 € Hp). Flury # 0 besteht?,, y im Allgemeinen aus einem Produktmaf mit nicht
identischen Faktoren.

Beispiel 1.21 (a) Regressionmodell fir einen Lageparameter
SeienX; = ¢ +Y;,1 < i < n,¥ > 0. DieY; seien iid mit einer Lebesgue-Dichfe
(9-freil). Fir das Zweistichprobenproblem z.B. setzen wir aup= ¢y = --- = ¢,, =1

unde; = 0Vn1 + 1 < i < n. Damit unterscheidet sich die erste Gruppe (Pléize ., n1)
von der zweiten Gruppe unter Alternativeh* 0) durch einen positiven Shift.

(b) Regressionsmodell fur einen Skalenparameter

Seienc; reelle Regressionskoeffizientéfy, = exp(c;9)Y;, 1 < i < n,¥ € R. DieY; seien
iid mit der-freien Lebesguedichtgé Dann ist

dPy, »
axn

(z) = H exp(—c;V) f (z; exp(—c;9)).
=1
Unter v, = 0 liegt obiges ProduktmaR offenbar ifiy, unter Alternativen nicht.
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(c) Allgemeines Modell
Sei — Py eine einparametrige Kurve von Verteilungen mit reellem Param@t&etze

]P> 719 = ®:L:l ]P)Ci'lg'

1.4 Einige Rangtests

Satz 1.22

Seiv — Py Li(p)-differenzierbar im Nullpunktdy = 0) mit Score-FunktionL. Ferner sei
S : Q —  eine Statistik. Dann ist — P35 (BildmaR unterS) L;(u”)-differenzierbar mit
Score-Funktiory — Ep, [L | S = y].

Beweis: O.B.d.A. seiu ein Wahrscheinlichkeitsmalf3 und es gelte
9N fo— fo) — g inLy(p) fury — 0. (1.11)

Allgemein gilt (Stochastik I1):

1Q7 d
Q<P = S )=Ep[G2 | T=1]

fir Wahrscheinlichkeitsmal3 und @ und eine Statistik". Also haben wir

dP3
d/Tg(y) :Eu[fﬁ | S = y]'

Damit gilt

S S
J17GE -5 - Blo 15 = u]ldn’ )

dp®  dp
/\E Y(fo— fo) — g S]|dp (Linearitat vonE,, |- | S])
< / W[[97H (o = fo) — g] | S]du (Dreiecksungleichung)
200 ((.11), satz von Vitali)

Also besitztPs die Score-Funktion — ]E[£P|5y]] nach der Kettenrege}fg In(f(z)) = o) ).

d,u,|_

Nach Satz 1.74 (a) gilt zudep= L‘% Es bleibt zu zeigen:

E [ ;o \S] Ep, [L | S]E, [dPO | S]  p-fastsicher
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Dazu seiA C ) eine beliebige messbare Menge. Wir rechnen nach (von rechts nach links

/ 14(S)Ep, [L | S]E, [dPO | S]dp = / A(S)Ep, [L | S] dPo d (tower equation)

S)Ep, [L | S]dPy

La(S)LG L

/ 14(S)LdP, (tower equation)

Wir werden Satz 1.22 benutzen, um von den parametrischen Kiiygmvie in Beispie[1.2ll auf
Rangtests zu kommen. Es wird sich zeigen, dass die Vergroberungfdienétion (nur Range,
nicht die Werte detX; flieRen in die Datenanalyse ein) zu einer einfachen Struktur der Score-
Teststatistiken fihrt (einfache lineare Rangstatistik). Ferner habegeR#en Vorteil, robuster
gegenuber Modell-Fehlspezifikationen zu sein. Oftmals sind auch nugeRéeobachtbar oder
vertrauenswurdig.

Es bleibt natirlich der Kritikpunkt, dass man bei tatsachlichem Vorliegers giaeametrischen
Modells einen Verlust an Trennschéarfe in Kauf nehmen muss, also én&tiehprobenumfange
fur gleiche Gute bendtigt. Effizienzrechnungen kénnen die zu ervgetestichprobenumfangs-
erhéhungen quantifizieren.

Zur Vorbereitung sammeln wir Basiswissen zu Rang- und Orderstatistikenverzichten auf
Beweise und verweisen auf 81 und 82 in Janssen (1998) oder aridschlagige Literatur.

Definition 1.23
Seixz = (z1,...,x,) €in Punkt imR", die z; seien paarweise verschieden. Seign, < za., <
. < xn.n die geordneten Werte det.

(@) Furl <i <mnheiBtr; = r;(z) == #{j € {1,...,n} : ; < z;} der Rang vorx; (in ).
Der Vektorr(z) := (r1(z),...,m(x)) € Sy heildt Rangvektor von.
(S : symmetrische Gruppe)

(b) Dieinverse Permutatiod(z) := [r(x)]~! heiBt der Antirangvektor van, d(x) =: (d1(z), ..., d,(z)),
die Zahld;(x) hei3t der Antirang von (Index, der zur i-ten kleinsten Beobachtung gehort)

Seien nunXy, ..., X, mit X; : ; — R stochastisch unabhéngige, stetig verteilte Zufallsvaria-
blen. Bezeichn® die gemeinsame Verteilung voX 1, ..., X,,).

(¢) DaP(U;.;{X: = X;}) = 0 gilt, kénnen wirP-fast sicher eindeutig die folgenden Gro3en
definieren:
X, heiBti-te Orderstatistik vonX = (X1,..., X,,),
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Ri(X) :=nkE,(X;) = r:(X1,..., X,) heilt Rang vorX;,
D;(X) :=d;(Xq,...,X,) heilt Antirang von beziglichX und
D(X) := d(X) hei3t Antirangvektor zLX .

Lemma 1.24
Voraussetzungen wir unter Definitibn 11.23.

(a) 1= Td, = dn> Tj = Tyr;n, Lin = T4,

(b) SindXj,..., X, austauschbar (gilt nattrlich speziell bei iid.), so ist
RX): XQ=0Q-=38,
=1
gleichverteilt aufS,,, alsoP(R(X) = (r1,...,m,)) = S furalleo = (r1,...,m,) € Sy.
(c) SindUy,...,U, iid. mit U; ~ UNI[0,1], und istX; = F~1(U;) V1 < i < n, dann gilt
Xi:n = F_1<Ui:n)-
Ist die Verteilungsfunktiof’ von X stetig, so giltR(X) = R(U).

(d) Sind(Xy,...,X,) id. mit Verteilungsfunktior" von X, so gilt:

() P(Xin < 2) = 35, () F(2)I (1 = F(x))"~
(i) St (o) = n(i2)) F @)= (1= F(a)".
BesitztPX! Lebesgue-Dichte, so besitzPX:» Lebesguedichtg;.,,, gegeben durch

n—1

fonla) = (1) P01 F@) £ 2)
(iii) Seiy := PX1. Dann besitz{ X;.,, )<, die gemeinsamg™-Dichte

(.%'1, e ,:En) — n! 1{$1<1’2<---<1‘n}‘

Besitzty;, die Lebesguedichtg, so besitz{ X;.,,)1<i<y die A"-Dichte

(:Elv s 7$n) > nl H f(xl) 1{x1<x2<...<xn}'
=1
Bemerkung 1.25
Lemmd_1.2Z4(c) (Quantilstransformation) zeigt die besondere Bededemyerteilung der Or-

derstatistiken von iid. UNI[0,1]-verteilten Zufallsvariablén, . . ., U,.

Ui., besitzt nach Lemmla_124(d) eine Beéta — i + 1)-Verteilung mitE [U;.,] = nil und
) _i(n—i+1)

Var (U;.,) = (SR

Fur die Berechnung der gemeinsamen Verteilungsfunktion&on, . . . , Uy.,,) existieren effizien-

te rekursive Algorithmen, inbesondere die Bolshev-Rekursion untedie-Rekursion (Shorack and Wellner
(1986), S.362 ff.).
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Satz 1.26
SeienXy, ..., X, reelle iid. Zufallsvariablen mit stetigepn = PX1. SeiX = (X1,..., X,,).

(@) R(X)und(X;.y)i<i<n sind stochastisch unabhangig.

(b) SeiT : R™ — R eine Statistik. Die Statistik'(X) sei integrierbar. Firo = (ry,...,r,) €
S, gilt
E[T(X) | R(X) = o] = E[T((Xr;n)1<i<n)]

Beweis: zu (a) Seienc = (r1,...,m,) € Spund 4; € B(R) fur 1 < ¢ < n beliebig gewahlt.
(di,...,dp) =0 %
Wir beachten

Xg, =Xim€eAi<= X;€4,, und R(X)=0<+= X4 <Xy, <...Xq,.

EsseiB :={z € R": 21 < x2 < ... < z,}. Dann ergibt sich fiir die gemeinsame Verteilung
von Rangen und Orderstatistiken:

P(R(X) =0,Xim € V1 <i<n)=P(V1<i<n: Xy €A, (Xq)1<i<n € B),

:/ 1(zqy,...,zq,)dp" (1, ..., Tp)
X?:lAW'/L'

:/ 1p(x1, ..., zp)du" (z1,. .., xy),
Xy Ar,

da wegen Austauschbarkeit invariant unter der Transformatidny, . .., z,) — (4,, ..., Z4,)
ist. Summiert man Uber alle € S,,, so folgt

P(Xm € AVl <i< n) = / nllp(zy,...,xn)du"(z1, ..., xy).
X?:l A"“i
Wegen Lemma1.24(b) ist demnach

P(R(X)=0,Xim € AiV1<i<n)=P(R(X)=0)P(V1<i<n: Xjn € A;).

2u (b)
I T(X)
BIPCOTROO =01 = | iy BRI = )™
= E[T((Xr;n)1<i<n) | R(X) = 0] (+)
=E [T((X,«i;nhgign)] ((@)
(%) gilt, da auf der Meng¢ R(X) = o} offenbar die Beziehung = (X,,.,)!" ; gilt. [ |

Nach diesem langeren Exkurs kehren wir zuriick zu den Score-Tests
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Korollar 1.27 (zu SatZ 1.22 mit Lemnfa 1.117)

Sei(Py)yco mit© C R eine Familie von im Nullpunkk, (x)-differenzierbaren Verteilungemn:(
dominierendes MaR va(Py)yco) mit Score-Funktiorl, in ¥y = 0. SeiX = (X,...,X,) nach
P9 = Qi Pe,g verteilt. Dann besitzPﬁﬂ die Score-Funktion

o=(r1,...,mn) — Ep,, [Z ¢ L(X;) | R(X) = o]
- ZCZEPno i) | R(X) = ]

- zn: ¢iEp, o [L(Xrin)] (Satz 1.26(b))

=: Zcz-a(ri)
i=1

mita(i) = Ep, , [L(Xin)].

Bemerkung 1.28 (a) Die Gewichteu(i) heil3en ,Scores* (entsprechen Punktzahlen in sportli-
chen Wettbewerben).

(b) Die nichtparametrische Hypothe&g aus(1.10)fiihrt unterR(X) zu einer einelementigen
Nullhypothese auf,,, namlich der Gleichverteilung auf,, (sieche Lemma_1.24(b)). Damit
kdnnen die kritischen Wertg«) fur den resultierenden Rangtest= ¢ (R(X)), gegeben
durch

1, falls 3>, cia(Ri(z)) > c(a),
Y(x) = {1, falls S°F, ca(Ri(z)) = c(a), (1.12)
0, falls Y1 | cia(Ri(z)) < c(w),
durch diskrete Erwartungswertbildung ermittelt werden. Fir grofsésnnc(«) approxi-
miert werden, indem eine Zal? < n! festgesetzt wird und nuB zuféllig ausgewahlte
Permutationenr ¢ S,, traversiert werden.

(c) Die Teststatisti’ = T'(R(X)) = > | c;a(Ri(X)) heil’t einfache lineare Rangstatistik.

(d) Furdie Scores gily""_, a(i) = 0 (zur Ubung, einfach).
Ist L isoton, so gilia(1) < a(2) < ... < a(n).

(e) WegenX,., 2 F~1(U,.,) werden die Scores haufig in der Fomti) = E [L o F~1(Uy.,)]
angegeben und man nenhto F~! Score-erzeugende Funktion. Fiir groekann man

approximativ mitb(‘) i= Lo F7'(+i5) (vol. E[Uin| = 717 aus Bemerkung_L25) oder

=n f L o F~'(u)du gearbeitet werden.
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Lemma 1.29

SeiT eine einfache lineare Rangstatistik von der Form wie in Bemerkung 1.2&) mit allge-
meinen deterministischen Scogs). Seic := n~! >  ¢;unda = n=1 Y"1 | a(i). Unter Hy
aus(1.10)gilt dann

Y\ 1 L 2\2 _=\2
Var (T) - — ;(Cl &) izl(a(z) a)
Beweis: R;(X) ist gleichverteilt auf1,...,n}, also
E[a(R(X))] =) a(ijn' =a und
=1

Aus " | a(i) =const. folgt (MitR; := R;(X) V1 <i < n)

0 = Var <Zn: a(z’)) = Var (zn: a(Ri)> = zn:Var(a(Ri)) +2 Z Cov(a(R;),a(R;)).
i=1

i=1 i=1 1<i<j<n

Wegen Austauschbarkeit B 1% = PR fiir § £ j. k # 1. Damit ist

0 = nVar(a(R;)) + n(n — 1)Cov(a(Ry),a(Ry))

& Cov(a(Ry),a(Ry)) = — 11Var(a(R1)).

Ferner ergibt sich

_ g oS e —a)?
Var (a(Ry)) = E [(a(R1) —a)*] = ; -
und mit weiteren Routinerechnungen die Varianz %owie angegeben. |

AnwendungNormalapproximation zur Ermittlung kritischer Werte fiir

Lemma 1.30

Seiy wie in (112) lokal bester Rangtest im Modél,, y = ;- P., s fur {¢ = 0} gegen
{¥ > 0}, vgl. Sat2 1.20 zusammen mit Lenimall.175IsR — R eine streng isotone Funktion,
so sty lokal optimal fur®;._, P2 ;.

Beweis: V1 < i < ngilt R;((S(X1),...,5(Xy))) = Ri(X). [
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Lemma 1.31(Stochastisch groRer-Alternativen, Lemma 4.4 in Janssen|(1998))
Seia(l) < a(2) < ... < a(n) (vgl. Bemerkun@ 1.28) und séi ein Rangtest zum Niveau
unter Hy aus(L.I0) d.h.Ep, [¢)] = a. Es seienXy, ..., X, iid. mit Verteilungsfunktior; und
Xny+1, - - -, Xp lid. mit Verteilungsfunktiorf,, X = (X1,...,X,).

(a) Gilt F} > F3, so folgtEy, [¢(R(X))] < a.

(b) Gilt Fy < F», so folgtEy, [¢(R(X))] > .

Anmerkung:Fur Lageparametermodelle (siehe Beispiel11.16(a)) ist die Score-Fanjtioau
dann isoton, wenn die Dichtévon Y unimodal ist. Dazu abschlieend einige Beipsiele.

Beispiel 1.32
[Zweistichproben-Rangtests in Lageparametermodellen fur stochagtiéBler-Alternativen]

(a) Fisher-Yates-Test
Seif die Dichte von\' (0, 1). Dann gilt L(z) = = und es ergibt sich

ni

i=1

Dabei istX;.,, diei-te Orderstatistik vonX, . . ., X, iid. mit X; ~ A(0,1).

(b) Van der Waerden-Test
Sei f wieder die Dichte vonV/ (0, 1). Die Score-erzeugende Funktion ist gegeben durch

u — ®~!(u). Damit sind nach Bemerkuig T128(¢)) = ®~'(%7) approximative Scores

und es ergibt sich
ni R
T=) o '(——
ZZ; (n + 1>

(c) Wilcoxon rank sum Test

Sei f(z) = exp(—z)(1 + exp(—x))~? die Dichte der logistischen Verteilung mit Vertei-
lungsfunktionF(z) = (1 +exp(—z)) . Die Score-erzeugende Funktion berechnet sich zu
u — 2u — 1. Damit ist

Cn+1

a(i) =E[L o F ' (Usn)]

Die Scores lassen sich affin linear auf die Identitat transformieren uretgibt sich (vgl.
Lemmad 1.30)

ni
T =Y Ri(X),
i=1
die Rangsumme aus Gruppe 1.
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(d) Median-Test
Die doppelte Exponentialverteilung (auch: Laplace-Verteilung) hat dié®it(x) = § exp(—|x|)
und die Score-erzeugende Funktior> sgn(In(2u)) = sgn2u —1). Approximative Scores
ergeben sich damit zu

1, fallsi > ndl
i
) =10, fallsi = ntl

b(Z):LOFﬁl( +1
n

—1, fallsi< 2L

Zum Schluss noch der beliebte Savage-Test (auch: log-rank TeB@iafsiel fir einen Skalentest
(vgl. Beispie[1.16(b)).

Sei im Skalenparametermodgll exponentialverteilt miff (z) = exp(—x) 19 (). Dann gilt
fur x > 0, dass

/(=)
f(z)

UbungsaufgabeZeige, dass filXy, . . ., X,, ii. standard-exponentialverteilt gilff | X;.,, ] = >

Liz)=—-(1+=z

)=z —1.

i 1
J=1 nt1—j"

Damit ergeben sich exakte Scores zu

- 1
a(i) = ]Ez:l pra L.
DaY fast-sicher positivist, kanX = exp ()Y auf ein Lageparametermodédig(X ) = ¢ + log(Y")
zurlickgefuhrt werden. Gilt™ ~ Exp(1), so genugtog(Y’) einer gespiegelten Gumbelverteilung
mit
P(log(Y) < z) =1 — exp(—exp(z)), x> 0.

Die Rangtests haben starke Analogie zu Permutationstests, da kritischeri@niten Fall durch

Traversieren alles € S,, und nachfolgender Bestimmung déds— «)-Quantils ermittelt werden.
Wir verallgemeinern die Theorie nun noch auf (nahezu) beliebige Ablilelug( X ) anstelle von
R(X) und zufallige Scores. Wir erhalten lineare Resamplingstatistiken.

1.5 Allgemeine Theorie von Resamplingtests

Wir orientieren uns am Artikel von Janssen and Pauls (2003) bzw. d&toBarbeiten von Pauls
(2003) und Pauly (2009).

Definition 1.33

Sei (Yn,i)1<i<k(n) €in Dreiecksschema von Zufallsvariablen auf einem beliebigen Walmsche
lichkeitsraum(£2, A, P). Dabei sein € N undk(n) € N. In vielen relevanten Beispielen wird
k(n) = n sein.
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Ferner sei(Wy,i)i1<i<k(n) €iN Dreiecksschema zufalliger Gewichtsfunktionen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraungQ, A, P). Die ZufallsvariablenY,, ;)1<;<k(n) Und (Wi, ;)1 <i<k(n) Seien be-
ziiglich des ProduktmaR&s® P stochastisch unabhéngig. Die Gewichte mégen die folgenden
Generalvoraussetzungen erflllen:

[GV]] Furallen € N seien(W, 1, ..., W, x)) austauschbar.
[GVZ max |W,,; — W,| — 0 P-stochastisch fun — oo.
1<i<k(n)

[GV3 ) (Wn;—W,)? — C €R P-stochastisch fiin — oo

Dann heif3t
k(n)

T = \/k(n) Z Woi(Yni —Y)

=1
lineare Resamplingstatistikit GewichtsfunktioneW,, ; )1 <i<k(n)-

Bemerkung 1.34
——— _ k(n ~ .
Git W, = k(n)~! Ziil) Wi =0 P-fast sicher, so folgt

k(n)

T = /k(n) Z W,.iYni P-fastsicher

=1
Beispiel 1.35 (a) Einfache lineare Rangstatistiken (vgl. AbscHnitt 1.4)
Sein beliebig, aber fest vorgegeben uRg (X) = (R,,i(X))1<i<n fur X = (X1,..., X,,)
ein Vektor von Rangstatistiken wie in AbscHnift 1.4 betrachtet. Sgieh= Ep, , [L'(Xi;n)]
(oder auchh(i) bzw.b(i) aus Bemerkunig 1.28). Scores Uofl,;)1<i<, Regressionskoeffizi-
enten. Setzk(n) = n.

Dann hat die einfache lineare Rangstatistik

n

Tn (R (X)) = Z(Cn,i — Cn)an(Rn,i(X))

=1
die Struktur einer linearen Resamplingstatistik (beachte auch Bemetk@8¢d})). Wahle
dazu

und rechne [GV1] bis [GV3] nach.
Beachte fir den Nachweis der Gultigkeit von [GV1] die stochastische hiradigkeit von
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Rangen und Ordnungsstatistiken (Saiz11.26(a)).

Ein Resamplingverfahren kommt nun wie zuvor diskutiert zustande, idaefimearen
Resamplingstatistike®,’ := T, (o) fur zuféllige Permutationelr € S,, betrachtet wer-
den. UnterH, aus (1.10)ist jedeso € S, gleichwahrscheinlich furR,,(X) und durch
diese Uberlegung wird der kritische Wert fir den Score-Test (der atgfest durchgefiihrt
wird) aus den Quantilen der Verteilung déF,, (0)),cs, bezuglich Gleichverteilung au,
gewonnen.

(b) Einfache lineare Permutationsstatistiken

In Anlehnung an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus AbsERhieien nun-
mehr die Werte defX;)i<;<, im Mehrstichprobenproblem selbst vertrauenswiirdig, aber
kein konkretes parametrisches Modell. Dann sind sinnvolle lineare Ratiomsstatistiken

gegeben durch
Ty = VE(n) Y ooy (Yni — Yn)
i=1
mit
Xni .
i = ’ VneN/1<i<k(n), (1.13)
k(n)

(nicht notwendigerweise fest vorgegebenen) Regressionskoeieie, ;) << (») und re-
sultierenden GewichteW,, ; := ¢, ,(;. Dabeiisto € Sy (,,) wieder eine zufallige (gleich-
verteilte) Permutation der Zahlen ... ., k(n).

Offenbar erfullen diese Gewichte [GV1] bis [GV3] genau dann, wenni@fdgressions-
koeffizienten tun.

Greifen wir das zweite motivierende Eingangsbeispiel (Zweistichprobblgm) aus Ab-
schnit{1.2 konkret wieder auf, so sind sinnvolle Regressionskoetiaiirk(n) = ni +ns
gegeben durch

o [mn2 - 1<y
"V k(n) o 1 < i < k(n)

UbungsaufgabeRechne nach, dass fiir= id die OriginalstatistikT,, = ,/-2"2 (X, —

ni+ng

Xpn,) entsteht.

(c) Bootstrap-Statistiken

FUr Einstichprobenprobleme (z.B. erstes motivierendes Eingangsiieisig Abschnift 112)

sind Permutationsverfahren inadequat, da unter der Nullhypothese dien®nstatistik per-

mutationsinvariant ist.

Es bietet sich hier vielmehr ein auf ,Ziehen mit Zurticklegen* basiereriResamplingsche-
ma an.
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Seien dazu zum Beispiel (Klassischer Bootstrap von 7? (8f))s, . . . , M, j(»)) multino-

mial verteilte Zufallsvariablen zum Stichprobenumfdiig) = Zfﬁ) M, ; und Auswahl-

wahrscheinlichkeitep,, ; = ﬁ Vn. Dann sind Bootstrap-Gewichte gegeben durch

Wi := k(n)"2(M,; — 1).

Mit Y;, ; wie in (1.13)hat eine lineare Bootstrap-Resamplingstatistik also die Form (nach-
rechnen zur Ubung!)

T,

I
3
—~
S
N—
—~
>

Die folgenden zwei SatZe 1.37 uind 1.40 zeigen, dass der FormalismusnitiDefl.33 so allge-
mein ist, dass fiir eine sehr grolRe Klasse von Resamplingverfahrentasigaipe Aquivalenz des
bedingten (auf die Daten) Resamplingtests und eines unbedingten NivEests basierend auf
der Original-Teststatistil{;, gezeigt werden kann. Als Vorbereitung préagen wir die vorgenannten
Begriffe mathematisch exakt.

Definition 1.36

(a) Bedingter Resampling-Test
Unter den Voraussetzungen von Definifion 11.33 habe fliralieN die bedingte Verteilung
L(T3|Yn1,- -, Yo rm)) die (bedingte) Verteilungsfunktidr;.
Bezeichne

(@) = (alYor, .. Yorm) = (Fy) (1 —a)

das(1 — «)-Quantil vonF). SeiT,, eine reelle Statistik. Dann ist ein nicht-randomisierter
bedingterT’,-(Resampling-)Test definiert durgt}, , := 1(cx (a),00)(Th)-

(b) Asymptotische Aquivalenz von Testfolgen
Seien(vn,q)nen UNd (¢}, , )nen ZWei Folgen von Tests fur das selbe TestproflemA, (Py)sce, Ho)-
Seiy € Ho. Dann heil3eripy, o )nen UNd(¢}, ,)nen asymptotisch aquivalent untég, falls

Eo[|@na — ¢hal] =30 Vae (0,1).

Satz 1.37

Es gelten [GV1] bis [GV3] und in [GV3] gelte 0.B.d.A. = 1. Sei(y, o )nen €ine Folge von Tests
far (2, A, (Py)yeo, Ho) und seidy ein beliebiges Element au,. Die Folge(¢y, « )nen habe die
folgenden Eigenschaften:

[E1] Firjedesn € N seiy, , charakterisiert durch eine reellwertige Statisfik : 2 — R und
einen unbedingten kritischen Wert(«), so dass gilt

n—oo

Pn,a = 1(cn(o¢),oo)(Tn)7 wobei Eg, [(Pn,a] o«

(Asymptotischer unbedingter Niveau¥est basierend auf;,).
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[E2] Die StatistikT;, aus[E'1] konvergiere in Verteilung gegen eine ZufallsvarigbleDie Vertei-
lungsfunktionf vonT sei stetig und streng monoton steigend auf inrem Trégep ).
(Unbedingte Konvergenz)

Sei(y;, o )nen €ine Folge von bedingten (Resampling-)Testy ®UrA, (Py)yeo, Ho). Dann sind
(¢n.a)nen Und(p;, ,)nen genau danrasymptotisch aquivalent untép, wenn

d(L(Ty), L(Ty|Yn 15+, Yom))) — 0 Py, -stochastisch fiin — oc. (1.14)

Dabei bezeichnei(-, -) eine Metrik, die die schwache Konvergenz auf dem Raum der Walrsche
lichkeitsmaRe aufR, B(R)) metrisiert, z.B. die Lévy-Metrik; (-, -), definiert durch

dr,(F,G) :=inf{e >0: F(z —¢) —e < G(z) < F(z +¢) + cVz € R}
far zwei VerteilungsfunktioneR undG auf (R, B(R)).

Beweis: Dass die Konvergeng (1.114) die asymptotische Aquivalenzygn,) und (¢5 o) impli-
Ziert, leuchtet intuitiv sofort ein. Ein technisch sauberer Beweis finidatia |Witting and Nolle
(1970), S. 58.

Der Beweis der Ruckrichtung nutzt Stetigkeitsannahman aus und argurhesigrisch mit dem
Teilfolgenkriterium. Selbststudium wird empfohlen (Pauls (2003), Bewaishemma 3.4). R

Definition 1.38
Gilt die Aussage von Sdiz 1137 fur allg € Hy, so heilty}, , asymptotisch effektiv in Bezug auf

Pn,a
Bemerkung 1.39

(a) Die ,hin“-Richtung von SatZ 1.37 ist enorm wichti§ie mahnt den/die Praktiker/in zur
Vorsicht und zeigt, dass ein allzu blindes ,Herumrihren® in den Daterzofhichts Gutem
(keinen validen Testprozeduren) fihren kann. Vielmehr muss dasnRisgschema sorg-
faltig so ausgewahlt werden, dass die Verteilungseigenschaften der @¥ifgatstatistik
T,, unter der Nullhypothese mdglichst exakt durch die Konstruktioriifoabgebildet wer-
den. Ein ,beliebter" Fehler ist es z.B., unter den Gegebenheiten von BeEE3(b) im
Falle vonn, # ns (unbalancierte Stichprobenumféange) ,blindlings" zu permutieren, al-
SO ¢y i X n~1/2. 1fi<pn,} zU wahlen. Man rechnet (unter asymptotischer Normalitat von

Ty = /75 (X0, — X»,)) leicht nach, dass dieses falsche Resamplingschema keine va-
lide Testprozedur im Sinne von Definition 1.36(b) ergibt.
Andere klassische Gegenbeispiele sind das ,blinde" Bootstrappen @dernvumsstatistik

oder von korrelierten Daten (vgl. Abschnitt 2.3.1 der Dissertation voriyR@009)).

(b) IstT;, eine normalisierte Summenstatistik unabhéngiger Ausgangsvariablef{ieihe
lineare Resamplingstatistik, so liefern nach $atz]1.37 bedingte zentralev@esatzedie
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asymptotische Effektivitat vary, , bezlglichp, .. Ein recht allgemeiner solcher bedingter
zentraler Grenzwertsatz soll dieses Kapitel beschlie3en.

Satz 1.40(Bedingter Zentraler Grenzwertsatz, Satz 3.3. in_Pauly (2009), vgloréne 2.1 in
Janssen (2005))

Es seiT) eine lineare Resampling-Statistik. Es gelten die GeneralvoraussetzuGy&tj pis
[GV3] an dieW,, ;, wobei 0.B.d.AC' = 1 in [GV3] gelte. Ferner gelte,/&(n)(W,,1 — W) N
Wy, Wy Zufallsvariable mit Vaf1;) = 1. Die Y,, ; sollen die folgenden Regularitatsvorausset-
zungen erftllen:

[R] Y, — 0 P-stochastisch

R2 max |Y,; —Y,| — 0 P -stochastisch
1<i<k(n)
k(n)
[R3 (Yo, — ?n)2 D, v2 V2 nicht-negative Zufallsvariable
i=1
Dann folgt

d(L(Tyy|(Ynyi)1<i<k(n)), £(Z)) — 0 P-stochastisch

wobeiZ eine Zufallsvariable auf2 x ' mit Z(w, -) ~ N(0, V?(w)) bezeichnet.

Anmerkung:Die Y;, ; aus Beispie[ 1.35(a) erflllen (unskaliert) [R1] bis [R3] in aller Regehtic
Da Rangtests jedoch invariant gegeniiber isotonen TransformationkfvginLemmd 1.30), las-
sen sie sich entsprechend reskalieren.

Ubﬂ: Betrachte den Wilcoxon Rangsummentest aus Beigpiel 1.32(c). Wie miissRegtes-
sionskoeffizienten sinnvollerweise gewahlt werden, um asymptotischmalitit der einfachen
linearen Rangstatistik zeigen zu kdnnen? Wie sind die Gewichte zu transfenie

Bemerkung 1.41(Bemerkung 3.4 in_ Pauly (2009))

(a) Die Bedingungen [R1] und [R2] sind nach Dreiecksungleichurspgmumengenommen aqui-
valent zurP-stochastischen Konvergenz vioax, <<y n) \Ym\ gegen 0.

(b) IstV? = o2 > 0 in [R3] konstant und positiv, so konvergiert die bedingte Verteilungsfunk
tion F* (vgl. Definition 1.36(a)) nach dem Satz von Polya (Witting and Miiller-FaaR%),
Satz 5.75) sogar gleichmaRig, also es gilt

sup | F (z) — @(E)\ — 0 P-stochastisch
zeR 9

(c) Gilt fur die AusgangsvariableR( ng{) (Xni — Xp)? > 0) — 1furn — oo, so kdnnen
studentisierte;, ; der Form
Xn T Yn
Yn7i = ’
VIR (X, - X2

Liskon (x, . ~X)250)
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benutzt werden. Diese erfilllen offensichtlich [R3] Mt = 1.
Damit werden t-Test Analoga behandelbar (Janssen (2005)).
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Kapitel 2

Spezielle Resamplingverfahren fur
unabhangige Daten

2.1 Mehrstichprobenprobleme, Permutationstests

Anknlpfend an das zweite motivierende Eingangsbeispiel aus Abdifhind in enger Analo-
gie zur Theorie der Rangverfahren in Abschhitl 1.4 geben wir zuereheAufriss der Theorie
von Zweistichproben-Permutationstests. Greifen wir das entspreciBaisigiel aus 1)2 wieder
auf, so erhalten wir formal die folgende Problemstellung.

Modell 2.1 (Zweistichprobenproblem)

Seien(X;)1<i<n reellwertige, stochastisch unabhéngige ZufallsvariablEp,. . ., X,,, seieniid.
mit X1 ~ Fyund X, 41, ..., X, seieniid. mitX,,, 11 ~ F». Seiny :=n —ny und

Xpy =0 M X, Xy, i=ny >, 11 X, wobei wir fordern, das8 < n; < n ist.

Das interessierende Testproblem sei gegeben durch
H = {Fl = FQ} versus K= {Fl 75 FQ} [**]

In dem Lehrbuch von Lehmann und Romano (2005, ca. 800 Seitenpwegehau fiinf parame-
trische Situationen genannt, in denen das Prolpledl (einigermal3en) befriedigend bearbeitet
werden kann:

(1) Fi = N(u1,02), Fy = N(uz2,0?), o > 0 bekannt. Hier wird der Zweistichproben-
GauBtest durchgefiihrt mit Teststatisfik = | X,,, — X,,| und kritischem Wert als Nor-
malverteilungsquantil.

(2) Fy undF, wie zuvor, aber? > 0 unbekannt. Man fiihrt den Zweistichproben-t-Test durch
mit Teststatistikl, = | /%% wobei S die gepoolte Stichprobenstreuung bezeichnet.

Quantile der t-Verteilung mit. — 2 Freiheitsgraden dienen als kritische Werte.
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(3) F1 = Bernoulli(py), F» = Bernoulli(pz): Exponentialfamilie, UMPU-Theorie
(4) Fy = Poissolf\,), F, = Poissori\y):  Exponentialfamilie, UMPU-Theorie

(5) F1 = Exp(\), F» = Exp(A2). Es existiert ein UMPU-Test fur das Proble}iﬂ < A versus
ﬁ—i > A. FUhrt man diesen mit vertauschten Rollen vgnund A\e aus und adjustiert fur

Multiplizitat, so kann map{x]Jdamit bearbeiten.

Wir untersuchen zunachst den Fall, dass sowghdls auchF;, stetige Verteilungsfunktionen sind
und betrachten Teststatistiken der Form

T= Zcig(Xi) = ZCDi(X)g(Xi:n)
i=1 i=1

fur eine Statistily : R — R. Die zweite Darstellung zeigt schon die Verbindung zu Rangtests auf.
Zum Beispiel geh{T'| in T; tber, fallsg = id unde; = ny' firi < ny unde; = —ny! fiir

j > np angesetzt wird. UnteH aus[fx]|sind die AntirangeD(X) = (D;(X)))1<i<n und die
Orderstatistiker{ X;.,, )1<i<» Stochastisch unabhéngig nach $aiz]1.26.

Der nichtparametrische Test basierend’Bwfird nun als Permutationstest bzw. Rangtest gemaf3
dem folgenden Resamplingschema durchgefihrt.

Schema 2.2Resamplingschema)
Das Resamplingschema wird hier fiir die stochastisch-grof3er Alternatiyegeben, der zweisei-
tige Fall verlauft analog.

(A) Halte (X;.,,)1<i<n fest und betrachte(i) := g(X;.,) als zufallige Scores.

(B) SeiD = (D;)1<i<n : Q — S, eine aufS,, gleichverteilte ZufallsgréRe. Bezeichne
¢ = c(a, (Xin)1<i<n) das(1—a)-Quantil der diskreten Zufallsvariablp — 7 cp,a(i).

(C) Fuhre den Rangtest

1, T > c,
(D(X)) =<~ T=c,
0 T <c

aus.

(D) Insgesamt erhéalt man einen bedingten Test (D (X), (Xin)i1<i<n)-

Bemerkung 2.3
Wahlt mang = id und (c;)i1<;<n SO, dasz\ = Ty gilt, so heil3t der Test gemalR Resampling-
schema Z]2 Pitmanscher Permutationstesi wurde bereits vdn Pitman (1937) hergeleitet.

Das Permutationstest-Prinzip lasst sich auch auf die nichtparametrischgpdaiibse

Hy: Xq,...,X, sindiid. [+ * %]
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verallgemeinern. Dazu miussen dig, 1 < j < n, noch nicht einmal reellwertig sein. In diesem
Fall muss das Resamplingschema indes leicht modifiziert werden.

Schema 2.4Modifiziertes Resamplingschema)

(A) Gegeben seiem ZufallsgroRenX; : @ — Q0,1 < j < n und eine reellwertige Teststatistik

T(X1,...,Xn).
(B) Betrachte gleichverteilte Permutationen ufig — R, 7 — T(X, ), ..., Xz()), Wobei
diew € S, unabhangig vorXy, ..., X,, gewahlt werden.

(C) Bezeichne), die Gleichverteilung auf,, und bezeichne = ¢(w) das(1 — «))-Quantil der
Verteilungz — Qo({m € Sy : T(Xr(1ys - -+ Xa(n)) < 7}).

(D) Fuhre den bedingten Test

durch.

Satz 2.5

Sowohl der bedingte Teg{ D (X), (Xi.n)1<i<n) aus Resamplingscheral2.2 als auch der beding-
te Testp(w) aus Resamplingscherhal2.4 haben urfeaus[Jxx[|bzw. Hy aus[[x * x]|die Typ-
I-Fehlerwahrscheinlichkeit exakt gleiehfur jedes festen € N (unter den jeweils angegebenen

Voraussetzungen).

Beweis: Bedingt auf die Orderstatistiken (Schemal 2.2) bzw. auf die Daten seltiserf&{ 2.14)
wird der jeweilige kritische Wert so eingestellt, dass

Ep)[#(D(X)] = Eq, [¢] = a

gilt. Zudem sind Antirange untel! aus[fx]] stochastisch unabhéangig von den Orderstatistiken
bzw. werden die Permutationenunabhangig vor{ Xy, ..., X,,) gewahlt. Das Resultat liefern
folgende Rechenregeln fir bedingte Erwartungen:

X LY > E[h(X,Y)| X =] = E[h(z,Y)] = /h(m,y)IP’y(dy) und

E[Y]=E[E[Y | X]] :/E[Y | X = z|Px(dz)
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An sich ist damit unter Nullhypothesen eine befriedigende Theorie vamiRationstests entwi-
ckelt. Fur kleinen ist ein explizites Ausrechnen der kritischen Werte durch Traversidiemnd
moglichen Permutationen maoglich. Fur moderat graftet ein Traversieren vo® < n! zuféllig
ausgewahlten Permutationen eine Approximationsmethode (Monte CarloHeiligerte).

Fir sehr groRe kommt indes eher eine Normalapproximation der kritischen Werte in Frage, so-
fern die Teststatistik Summengestalt hat.

Hierzu bendétigen wir bedingte und unbedingte zentrale Grenzwertsatze.

Modellvoraussetzungen 2.6

Seien(X;);>1 iid. ZufallsgroRen mitX; : (2, A, P) — Q' und seih : ' — R eine Statistik mit
[1] [ h?(X1)dP < oc.

Seien Regressionskoeffizientgngegeben mit
2] > ci=0¥neN
[3] limysoo iy 2 =2 mite >0

[4] Ve > 03M = M(e) > 0 mit 31", ¢, 1ips00)(|v/neni|) < eVn € N (gleichgradige
Integrierbarkeit).
Sei ferner

[5] o2 :=¢c* [{h(X1) — E[h(X1)]}?dP > 0

Satz 2.7
Setze unter den Voraussetzungen@aug2.6 > | ¢,;h(X;). Dann gilt

(@ L(T,) = N(0,02) furn — oco.

Waéhle unabhangig voff2, A, P) eine gleichverteilte Zufallsgroe = (7pi)1<i<n : (Q, A,P) = S,
von Permutationen. Fur festese () bezeichné’, ., (-) die Verteilungsfunktion vab — T, (X, . ) (w))1<i<n)-
Dann gilt

(b) sup|F,.(t) — @(3)} — 0 P-stochastisch
teR o

Beweis: (a) Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller.

(b) Wir wenden Satz 1.40 mit Bemerkuing 1.41 an. Dazu stellen wir die Resarstaliisgik fir
T, = w dar als
h(X;)
NLD

Tn(Xr(j))1<j<n) = Zcm'h(Xw(i)) = \/ﬁZcmrlw
i=1 i=1
= \/ﬁz Wn,i(Yn,i - ?TL)
i=1

31



mitY,,; = ch(—j%) und W, ; = C’”’% wobei wir 0.B.d.A. dieh(X;),1 < i < n als
zentriert an ihrem arithmetischen Mittel annehmen kénnen, beachte [2Bamrkung
1.34.

Die Regularitdtsannamheax; <i<p |Y7| L, 0ist offenbar erfilllt.

Die Annahme [R3] mif’? = o2 > 0 folgt aus Voraussetzung.

Die Annahme [GV1] folgt daraus, dass = = zuféllig gleichverteilt aufS,, ist.
Voraussetzung [GV3] mi€' = 1 folgt aus den Annahmen [2] und [3].

Es bleibt, [GV2] zu priifen, alsmaxi<;<p Cpi o

i=1"ni

Da diec,, .-1(;) austauschbar sind utighn,, o > ;" c2. =konst. [3] gilt, MUSS, ~—1(;) =
Op (ﬁ) fur groRen fur alle Indizesi gelten.

Selbstverstéandlich gilt die asymptotische Normalitat Yot ; ¢, h (X

Tni

) erst recht, wenn auf
X = i bedingt wird. Wir berechnen die Permutationsvarianz wie folgt (0.B.dA(X ;)] = 0):

Var <Z enih(X-, )X = f) = Var <Z Cnﬂ_—_lh(l'i)> (Unabhangigkeit)

i=1 =1

n n n
1

= oy (e = Y () — 7S )

i=1 i=1 j=1

Die letzte Gleichung erhélt man wie im Beweis zu Lemimall.29.

2.2 Einstichprobenprobleme, Bootstraptests

Wir verallgemeinern (leicht) die Situation des ersten motivierenden Eingaispébls aus Ab-
schnitf 1.2 und beschéftigen uns hier mit dem Testen linearer Funktionalartingswerte) im
iid.-Fall.

Modell 2.8
SeienXy, ..., X,, stochastisch unabhangige, identisch verteilte ZufallsgroRen,(Q~1, F,P) —
(2, A), g : Q — R eine Abbildung mit der Eigenschaft< o2 := Varp (¢(X1)) < oo und

TR = / 9(X1)dP = E [g(X)]

das uns interessierende statistische FunktionalPSer n—' 37, e x, das empirische MaR und

j=1
die (unkorrigierte) Stichprobenvarianz vgn Abkuirzend schreiben wi; := ¢(X;),1 <1i < mn,
Zp=n""t Y12 = T(P,) undé, := /62.

n
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Lemma 2.9

(a)ﬁ(\/ﬁT(]f’n)—T(le)) Y A0, 1)

o n—o00

(b) £ (YT EIE ) 2y N (0, 1)

n—c0
Beweis:

(a) Zentraler Grenzwertsatz fir die standardisierte Summggdegr=1,...,n.

(b) Teil (a) plus Lemma von Slutzky und Gesetz der groRen Zahlen. |

Damit sind GauRtests fiir Hypothesen, die sichB(#*1) beziehen, unter Verwendung véh,
als Teststatistik asymptotisch valide.
Drei Bootstraptests fir die Hypothese

Hy: T(PX1) =g versus Hy : T(PX1) £ pg

sind gegeben durch die Resamplingschenjatal(2[10)] (2.11) und (2it Bpsthranken uns dabei
auf den praxisrelevanten Fall, dassunbekannt ist.

Schema 2.1qResamplingschema (Bootstraptest))
(A) SeiX = (Xy,...,X,) gemal Model{Z.8) gegeben.

(B) SeiX* = (X7,...,X}) ein Vektor von iid. ZufallsgroBen mi : (Q*, A*, P*) — (Q, A)

fur alle 1 <14 < n und mit (gemeinsamer) bedingter VerteiluggX*| X) = (P,)".

(C) Bezeichn@, = n~'S" ex+, Z, = T(P;) = n=1 31 g(X}) und gg das (untere)

n
—=%

B-Quantil der bedingten Verteilungsfunktien— P*(Z, — Z,, < z|X).
(D) LehneH, genau dann ab, wenf,, ¢ [110 + qu/2; 0 + G1—a/2]-
Schema 2.1{Resamplingschema (Monte Carlo bootstrap, Efron (1977),Efron {1979
(A) SeiZ = (Z1,...,7Z,) gemal Model{2.8) gegeben.

(B) Sei eine ZahB < N fest vorgegeben. Generiere am CompuBebootstrap-Stichproben

(Zre %),
unabhangig gleichverteilt (mit Zurticklegen) aus den ursprungli¢iign. . ., Z,,) gezogen.

. Dabei werden aIIeZ;j furb =1,...,Bundj = 1,...,n

(C) Berechne die bootstrap-TeststatistikEn, = \/ﬁ\@

b=1,...,B.

(D) LehneH, genau dann ab, Weno’ﬁ\zgi;mﬂ groRer als die{(1 — «) - B}-te Orderstatistik
des Vektor$T;7b)b:1,,__7B ist.

Schema 2.12Verbessertes Resamplingschema (siehe z.B. Hall and Wilson (1991)))
Identisch mit2.13) jedoch wird in Schritt (C) die Studentisierung mit in das Bootstrapverfahre
einbezogen, alsé,, durchs;, , ersetzt, wobed; | = \/n—l >ia(Zy ;- Z,,)? gelte.
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Wir zeigen die asymptotische Effektivitat des durEh (2.10) gegebenetsBaptests in Bezug
auf den Gauldtest wieder mit Hilfe des bedingten zentralen Grenzwesida#efir allgemeine
lineare Resamplingstatistiken.

Seiendaziyl <i<n:

Y = Z\Z/%&in und v = Q(szl&nzn
Wir erhalten
T .= nM:i(Y*—?):iY*—nY (2.1)
N On = ' = ' .

und offenbar besteht eine eineindeutige Zuordnungjerzu den X/, so dass wir uns den
Resamplingmechanismus auch vermittelsjeworstellen kénnen.

Betrachten wir nurp_"_, Y/*. FUr jedesv = (w1, ..., w;,) werden aus den Werter) = X;(w)
jeweils genaun,, ; Replikate { < i < n) zur Bildung dieser Summe herangezogen, wobei die
my,; als Realisierungen eines multinomialverteilten Zufallsvekfdys= (M, 1, ..., M, ) zZum
Stichprobenumfang = "7, M, ; und mit den Auswahlwahrscheinlichkeitep; = n=! Vi =
1,...,n aufgefasst werden kénnen. Damit}st._, Y;* = >, M, ;Y;. Setzen wir dies i (211)
ein, so konnen wir schlief3lich schreiben

n n n n
To=2 MY =3 Yi= (My;=1)Y; =vny Wai(¥;=Yn)
j=1 i=1 j=1

j=1

: M, ;—1
mit Wnyj = \)Jﬁ

Im Hinblick auf die Anwendbarkeit von Sdfz 1]40 haben Wjralso so geschickt umgeformt, dass

furallej =1,...,n.

T sich als lineare Resamplingstatistik erweist sowie [R1] und [R2] und [R3}fhits 1 erfullt
sind, vgl. Bemerkung1.41(c).

Bleibt noch, alle Voraussetzungen an die Gewichte zu prifen. Dazhtegawir das folgende
Lemma.

Lemma 2.13(Lemma 20.2 in_ Janssen (1998))
SeiM = (M, ..., M,) multinomialverteilt mit Stichprobenumfangund Auswahlwahrschein-
lichkeitp; = 1 V1 < i < n. Dann gilt

@ Vvl <i<n M 2 > k=1 1{i1(Zy), wobei Zy, ..., Z, auf {1,...,n} gleichverteilte
Zufallsvariablen sind.

(b) V1 <i<n:E[M;] =1, Var(M;) = 21

(©) > M =n=M,=1

(d) ]P’(\/ﬁmamgz‘gn‘% — %‘ > g) S0 VYe>0 flirn— oo
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2
(e) Var<zj . [M&%l} ) ("nl) —0 fiirn — oco.

Korollar 2.14
M

SeienW,, ; = %‘1, 1 < j < n die Bootstrapgewichte fir multinomialverteiltédd, =

(Mp1,...,M,,)wiein Lemm&Z2.13.

1. DieW,, ; erfullen [GV1] wegen 213 (a).
2. DieW, ; erflllen [GV2] wegen 2.13 (d).

3. Die W, ; erfullen [GV3] mitC' = 1, d.h.S =370, (Wy,; — W,)? — 1 stochastisch
flr n — oo, denn:
Nach[Z.IB (b) und (c) isE [S] = Var (M,,1) = =1 — 1 fir n — oo und
Var (S) = Var (Z? (M"] D ) — 0 fur n — oo nachZ.I3B (e).

4. Schlielich gilt/n(W,,1 — W) = M, 1 — 1 und Var(M,, 1) — 1 fiir n — oo.

Korollar[2.12 liefert zusammen mit Saiz 1140, dass
7 7z, )
(f - |X> —“ 5 N(0,1).
On n—o00

Da unterH, unbedingtl <\/67’;7;“°) fir n — oo schwach gegenV/ (0, 1) konvergent ist, folgt
nach Satfz 1.37 die asymptotische Effektivitat des Bootstraptests aus (2.10)
Zum Abschluss geben wir noch die Begriindung, warum das Schien®) (&t Schemd (Z.11)

vorzuziehen ist.

Satz 2.15
Es liege die Situation aus Model[ 2.8 var? > 0 sei unbekannt. Wir schreiben abkiirzend

p = T(PX1),

1. FallsE [Z}] < oo, so ist

sup UP’ n(Zn—p) < x)—P* (ﬁ(?: —Zy) < x) |=0 ( hl(ln(n))) fast sicher.
Tz€R n

2. FallsE [Z}] < oo, soist

sup\]P’(\/ﬁZ”&_Mg ) — (f "_ <x>\—o (n~'/2)  fast sicher.

z€eR n n
Beweis:
1. ISinghl(1981), Theorem 1.B
2. [Hall (1988) |
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2.3 Bootstrapverfahren fur lineare Modelle

In diesem Abschnitt benutzen wir multivariafieedingte) zentrale Grenzwertsatze, um die Kon-
sistenz von Bootstrapapproximationen der Verteilung von SchatzerrefineBsionskoeffizienten
in linearen Modellen zu zeigen.

Wir beginnen mit der Betrachtung fixer Designs.

Modell 2.16
Wir betrachten den Stichprobenrayi®™, B(R")) und modellieren die Beobachtungen, . . ., y»)
als Realisierungen von reellwertigen stochastisch unabhangigen Zufédlslen (Y7, ...,Y},)
mit

p

Vi<i<n: Y;=) Bizipte (2.2)

k=1

Der Vektor3 = (fi,..., )" ist der Parameter von Interesse. Di&; ;. )1<i<n,1<k<p SeieN fest

vorgegebene, uns bekannte reelle Zahlen (,Messstellen*). UberetteMing der iid. ,Messfeh-
ler*, sagen wirP<! induziert durchF’, sei lediglich bekannt, da$s[s1] = 0 und
0 < 02 := Var(e1) < oo gilt, also insbesondere Homoskedastizifie unbekannte Verteilungs-

funktion £ sei ein Stérparameter, also nicht selbst Ziel der statistischen Inferenz.
Wir kiirzen ab:

Y(n)=Y :=(Y,....V,) e R": Response-Vektor
1,1 T1p
zn)=x:=| | eRVP Design-Matrix
Tpl - Tnp
e(n)=ce:=(e1,...,en) €R™: Residuenvektor
B=(Pr,---,B) ERP: Parametervektor

und erhalten als Matrixschreibweise v@{h2)

Y(n)=z(n)B+e(n) bzw. Y =zf+¢ (2.3)

Die Designmatrix habe maximalen Rang, so delssc RP*? positiv definit und invertierbar ist.

Als Verlustfunktion fir eine Punktschatzung venunter Model[2.16 wéahlen wir den quadrati-
schen (»-) Verlust. Damit istB(n) = S die Lo-Projektion vonY” auf den Vektorraum
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{z € R": z = xv,~ € RP} und kann somit charakterisiert werden durch
Vy eRP (Y —zf,27)pe =0
& Yy eRP Yiey = Btatay (Bilinearitat von(-, -)gn)
& Yiz = Btzvta:

Multiplikation von rechts mif(z‘x) ! liefert

und folglich
B = (ztz) 12y,

da(z'x)~! symmetrisch ist.
Setzen wirl[[ZB) i ein, so ergibt sich auRerdem

B = (atz)Lat(xB +¢)
= B+ (alx) ale
bzw.  f— 8 = (a'z) tale (2.4)

Gleichung[(Z.4) ist hilfreich bei der (asymptotischen) Analyseldebasierten statistischen Infe-
renz Ubers.
Berechnen wir zunéchst die ersten beiden Momente@vim finiten Fall.

Satz 2.17
Unter Modell[Z.16 seb(n) = 3 = (z'z)"'z'Y. Dann gilt

() E[B] =8
(i) Cov(B) = o?(xta)™!
Beweis: Wir benutzen die alternative Darstellung
B =6+ (atz) Lale.
Linearitat des Erwartungswertoperators liefert (i). Ferner ist damit
Cou() =E (8- 8)(8 - 8]
= (2'2)2'E B z(ztz)

= o?(2t2) 7, daE [ec'] = 0?1, ist
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Widmen wir uns nun der asymptotischen Betrachtung. Unser Ziel ist eirdundier multivariater
zentraler Grenzwertsatz fili{n). Zunachst ein vorbereitendes Resultat.

Lemma 2.18
Es seia’ = (a4,...,a,) ein fest vorgegebener Vektor iRf. Unter Model[2Z.16 nehmen wir an,
dass

0] n"3 maxi<;<np,1<k<p ’xl’k‘ — 0 flrn — oco.
(i) n~'ztxz — V fir eine positiv-definite, symmetrische Matlixe RP*?,
Dann gilt mitp? = 02a'Va, dass
L (n_%atwte) — 5 N(0,p%)
n—o0

Beweis: SeiS,, := a'z'e. Wir beachten, dass

P n n
Sy = Z <ak Zmzkez> Zez (Z aRT; k) =: Zbisil/Z
i=1 i=1

k=1 =1
eine Summe stochastisch unabhangiger, zentrierter Zufallsvariablenristr gdt

Var (S,) = = g2 Z b2 = g2 Z Z a;jQRT; jT; )

i=1 j,k=1

P
=o? Z ajar(r'T);k

Damit folgt

1 .
Var (nifSn) n"totalztza — p? = 0%a'Va firn — oo

Bleibt, die Lindeberg-Bedingung zu Uberprifen, also zu zeigen,\dass0 gilt:

n! [b? / e2dP
Z {les|>dv/n/|bil}

=1

— 0 flirn — occ.

Annahme (i) liefert, dasgl < i < n:

Vi

|bi| — maxi<i<n |bi

=:¢c, — oo flirn — oo.

Damit lasst sich fur allé < ¢ < n abschatzen:

/ e2dP < / e2dP — 0 furn — oo,
{leil>0v/n/|bi [} {les|>dcn}

dacs; ein endliches zweites Moment besitzt.
Da fernern=! 377 gegen den Werd'V a konvergent ist (siehe oben), ist damit alles gezeigt.

zlz

38



Satz 2.19(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Unter Modell[Z.16 seien die Voraussetzungen (i) und (i) aus Lemma 2fil&.eDann gilt fir

~

S(n) wie in Satz 2,17, dass

£ (ValBm) = 8) — N, (0,02V7).

n—0o0

Beweis: Wir beachten, dass
A 1
VilBn) - 8] = —=(n"tatz) Late.
Nach Cramér-Wold device (siehe z|B. Shorack and Wellner (1986), S&jegilt

1 w
L <\/ﬁ$t€> m Np (O,O'QV) .

Da nach Annahme (i) fernén—'2'x)~! gegenV —! konvergent ist, gilt insgesamt

I _ w _
L (\/ﬁ(n Lata) 1xt€> m/\/p (0,02V71).

Anders als imR! ist ein Glivenko-Cantelli-artiges Verhalten empirischer GroRerRitrkeines-
wegs garantiert (vgl. Vapnik-Chervonenkis Theorie, z.B. Kapitel 1RasGuptal (2008)). In Mo-
dell[Z.16 lassen sich indes die folgenden Aussagen zeigen.

Satz 2.20
Unter Modell2.16 seien Annahmen (i) und (ii) aus Lerhmal2.18 erfillt. Ddhn g

(@) n!(z(n))e(n) — 0 fiir n — oo fast sicher,
(b) B(n) — S fiir n — oo fast sicher.

Bezeichne

~

E=(é1,.... &) =Y —af=a(B—p)+¢ (2.5)

den Vektor der geschatzten Residuen unter Verwendung des L—S(fE(n) fur die Regressionsko-
effizienten und sei}, die empirische Verteilungsfunktion vén . . ., ,. Dann gilt

(©) fin = [ 2E.(d2) =n~ ' 00 & —— O fast sicher,
(d) 62 = [ 22Fn(dz) = &5 —— o? fast sicher.

Beweis: a) und b) Freedman (1981), Lemma 2.3.
c): Starkes Gesetz der grof3en Zahlen.
d): Beweis von Formel (2.10) In Freedman (1981) |
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Anmerkung:Nach SatZ 2.20 c) bleibt die Konvergenz in Teil d) von $atz]2.20 richtig, thdis
Residuen ami,, zentriert werden.

Ein Bootstrapverfahren zur Schatzung der Verteilung ;@(m) kombiniert nun zuféllig die ge-
schatzten Residuen mit Zeilen der Designmatrix.

Schema 2.2 Resamplingschema: Bootstrap fiir Modell 2.16)

(A) Berechne den LSE(n) = (2'z)~'2'Y basierend auf dem original Response-Vektor
Y = (Y,...,Y,).

(B) Bestimme die geschatzten Residuen @) 1, .. ., £, sowief, =n~1 Y " | &.
Bezeichner, die empirische Verteilungsfunktion der zentrierten Residijen. ., £, mit

Vi<j<n:é& =¢&;— [in.

(C) Seiey, ..., eine iid. bootstrap-Stichprobe, deren bedingte Verteilung gegébenrch
ei]Y ~ F, charakterisiert ist.
SetzeYj* = :zc;B(n) + s;*,l < j < n, wobeiz; die j-te Zeile vonz bezeichnet, und
Y* = (Yf,..., Y.

(D) Berechned*(n) = (z'z)~'z'Y* und benutze die (bedingte) Verteilung vgn (B*(n) — B(n))
als bootstrap-Approximation der Verteilung vom (B(n) — 5).

Ein bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz zeigt die KonsistamResamplingschema
[2.21. Dazu vorbereitend zwei Lemmata.

Lemma 2.22

Unter ModelllZ.16 mit Annahmen (i) und (ii) aus Lemima 2.18 gilt mit den iBezengen aus
Resamplingschema 2]21

@ nté—elP=nt0 (6 - e)? —— 0 fastsicher.
() n -] =nt 0 (& — &)? —— 0 fastsicher.
Beweis: Aus (Z5) folgtz — ¢ = (3 — /3). Damit ist
lé —e))* = (8 — B)'z'x(8 - B)
und Satz 2.20 b) liefert unter Annahme (ii) die Aussage unter (a).
Teil (b) folgt unter zusatzlicher Beachtung von Satz .20 c). |

Lemma 2.23
Unter den Voraussetzungen von Lenimal2.22 gilt

F, -2 F mit Wahrscheinlichkeit.

n—oo
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Beweis: Sei V¥ eine beschrankte, Lipschitz-stetige Funktion mit LipschitzkonstantBann ist

n

Y e - v < K fe <
=1

=1

n 2
<K (n‘l Z(éi — 51)2) (Cauchy-Schwarz)

i=1

—— 0 fastsicher

n—oo

wegen Lemma2Z.22 (b). Also gilt

/ W () B (d) — / W(x)F,(dz) —— 0 fast sicher,

n—oo

wobei F;, die empirische Verteilungsfunktion der wahren Residuen bezeichnen iidgdeichte
Abwandlung des Satzes von Vitali (vgl. Lemma 8.4 in Bickel and FreedmaBilj) %efert das
Resultat. |

Satz 2.24(Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Es gelte Mode[[2.16 mit Annahmen (i) und (ii) aus Lerimal2.18. Dann gilt atit8®heinlichkeit
1, dass

£ (VA m) = BmY) o Ny (0,077 ).

Beweis: Wir beachten, dass

ist, daY™* — Y = &* qilt.
Wir verfahren nun wie in Lemnia 2.118 und Saiz 2.19 und beachten zur UWibengrder Lindeberg-
Bedingung die Lemmafa22 uhd2.23. [ |

Wenden wir uns nun zufalligen Designs zu.

Modell 2.25 (Lineares Modell mit zufalligem Design)

Wir betrachten den Stichprobenrayi®™®+1) B(R™(+1))). Die Beobachtungen werden model-
liert als Realisierungen von iid. TupelX;, Y;)1<i<n, WobeiX; = z; € RPundY; =y € R
gelte. Wir nehmen den folgenden linearen Zusammenhang an:

p
Vi<i<n: Yi=)Y BeXik+e=XB+e (+)
k=1
Die Matrix
X171 ce Xl,p
X(n)=X= :
Xo1 oo Xop



von Zufallsvariablen heif3t zufallige Design-Mattird die Matrixschreibweise vdg) lautet

Y =XB+e¢, (%)

wobei der Index: Uberall zur notationellen Vereinfachung weggelassen wurde. Wir madiee
folgenden (Regularitats-) Annahmen.

(i) Die Matrix X = E [XlXﬂ € RP*P jst endlich (alle Eintrage sind endlich) und positiv
definit.

(i) Bezeichnet. die (p + 1)-dimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung \ofy, Y7), so ist
die Verteilung vore; durch i bereits voll spezifiziert, denrn = Y; — X!f3. Insbesondere
sind die(sj)j:17,,,7n iid.

(i) Der Parametervektors ist definiertiiber die Eigenschaft, dass E[HYl - X{,BHQ} mi-
nimiert. Daraus folgt, das¥; — X! = &, senkrecht auf{; steht, alsovl < j < p :
E[Xye1]=0= g =SE[X V1]

(iv) Die Matrix M = (Mjk)1<jr<p Mit M, = E [X; X, ze3] existiert inRP*?. Diese An-
nahme ist erfiillt, wenit [||(X1,Y1)||‘21} < coist.

Lemma 2.26

Annahmen wie unter Moddl[ 2125. Die Matrix ' X'X = n~' (3001 X, Xik), 4y, Mt
Werten inRP*P konvergiert,,"-fast sicher gege® € RP*P fur n — oo.

Beweis: Starkes Gesetz der grof3en Zahlen. |

Der LSE fiir3 e R” ist analog zum Fall mit fixem Design gegeben dus¢h) = 3 = (X' X) 1 XY
Wir rechnen

(X'X)(B - B) = (X'X)[(X'X)'X'Y - §] = XY — (X'X)8 = X'=.

Lemma 2.27
Unter den Voraussetzungen unter Modell 2.25 gilt

nTH(XX)(B - B) = 73 X'e 2 N, (0, M)

Beweis: Wir beachtenX’s = (3°" | X &)
die Aussage mittels multivariatem zentralen Grenzwertsatz analog zur Hegl@ituRalle fixer

;:1 _.p und Annahmen (i) bis (iv) und folgern

Designs. |

Nehmen wir Lemmat& 2.26 ud 2127 zusammen, so ergibt sich ein (unbedingtévariater
zentraler Grenzwertsatz.
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Satz 2.28(Multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Unter den Voraussetzungen von Modell 2.25 gilt

5 . D -1 -1
\/ﬁ(ﬁ(n) B) e (T
AulRerdem gilt fast sichere Konvergenz \ﬁm) gegeng fir n — oo.

Beweis:
B(n) = (X!'X)T' XY = 8+ (X' X)) Xte = B4+ (n ' XTX) T (n T X te)

und nach LemmBa 2.26 ist—! (X*X) fast sicher gegel konvergent. Damit liefert die Annahme
(iif) mit dem starken Gesetz der grof3en Zahlen, d%(ss — B fast sicher fiim — oo. |

Da uber die genaue Gestalt des Daten-generierenden Wahrscheitdiotd3eg™ keine genauen
(parametrischen) Annahmen gemacht wurden, bietet sich auch hiegsfissf eine bootstrap-

Approximation von_ <\/ﬁ [B(n) — ﬂ)]) an.

Schema 2.29Resamplingschema: Bootstrap fir Modell[2.25)
(A) Seien iid. Dater((X; = z;,Y; = yi));<;<,, 98malk Model 2.25 gegeben. Wir bezeichnen
mit 3 = S(n) den LSE basierend auf dieser Stichprobe, aise= (X!X)~1X'Y mit

zufalliger Design-MatrixX und Response-Vektoft.
Ferner bezeichnen wir dig + 1)-variate empirische Verteilung der Daten rii.

(B) Bezeichné¢(X; = z7,Y;" = y)),,, eineiid. bootstrap-Stichprobe. Dabei ist (klassisch)
(XE,Y7) : (QF, A%, P*) — (RPT!, B(RPT!)) mit der Eigenschaff*(X{-Y)Paten — p
(zufalliges gleichverteiltes Ziehen aus den original beobachteten DaténtopeZuriick-
legen).

(C) Berechne den LSE der bootstrap-Stichprobe, atsm) = £* = (X* X*)~1X*Y* und
setzes* := Y* — X*3 mit Werten inR".

(D) Approximierel (\/ﬁ [B(n) — B]) durch £ (\/ﬁ [6*(n) — B(n)] |Daten).

Die Konsistenz dieser Bootstrapapproximation wurde [von |Stute |(1990h dNaecchahmung der
Beweisschritte gezeigt, die zum unbedingten multivariaten zentralen Geesatez gefihrt haben.

Lemma 2.30
Unter Resamplingscherha 2129 gilt

Vi<i<n: V1<j<p: E*[X/;;|Dater] =0

43



Beweis: Da Erwartungswertbildung bezuglidh gegeben die Daten einer diskreten Summe mit
uniformen Gewichten entspricht, erhalten wir unter Beachtung der Definitioa*

n
E* [X;;ef|Date] =n~' > Xy (Vi — XiB) =n (X, Y — XB)pn =0
k=1

nach Konstruktion vors. [

Lemma 2.31
Unter Resamplingscherha 2129 gilt-fast sicher fur alley > 0

P* (|[n ' X*X* — 2| > 6) —— 0

n—00

Beweis: Es istX*' X* = (2?21 XX . Ferner ist

’ )jvkzla"'vp

E*

n n
ZXZsz'*,kIDateri - ZE* [ X7, X |Dater] = nE* [X]; X] ;| Dater]
i=1 =1

n n
=nn"' Y XX =) XX
=1 I=1
und damit ist

n
-1 * *
E[" > XX
=1

=E

n'E*[> X, X}, Dater
=1

=n"'E [Z Xl,le,k]

=1

=E [XLle,k] = Ej,k < 00

furallel < j,k < p.
Ferner erfiillt das Modell das ,Degenerate Convergence Criterisieh€é Loével (1977), Seite
329), was den Beweis komplettiert. |

Lemma 2.32
Unter Resamplingscherha 2129 gilt-fast sicher

n"za!X*e* —2 N (0,a'Ma) firallea € RP.

n—oo

Beweis: Wir kiirzen ab:

n
1 1
Sk i=n"2a'X*e* =n"2 Zan;"jez
k=1 j=1
und stellen fest, dass;, eine normalisierte Summe von iid. Zufallsvariablen

p
(Zihi<hen = O a; X} j€i)1<k<n
j=1
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ist.
Zy ist nach Lemma 2.30 zentriert, also augh Bleibt die Varianz vors}; zu berechnen.

p p
Var (S;|Dater) = E* [(Z7)*|Dater] = ) " aja;E* [X] 61 X7 e} |Dater]
=1 j=1
p n
=2 > way [nT Y XXy (Vi - XA
=1 j=1 i=1

Nach Satfz 2.28 konvergieft= (3(n) fast sicher gegen fiir n — co. Damit ist

Vi<i<n (V;-— XfB)Q fast sicher gegen? konvergent und nach dem starken Gesetz der
groRen Zahlen strebt damit ' 7| X;, X; ;(Y; — X!3)? fast sicher gege, ;, vgl. Annahme
(iv).

Zusammengefasst ergibt sich damit

p p
Var* (S, |Daten) —— > aa;M;=a'Ma " -fastsicher
=1 j=1

SchlieRlich ergibt sich damit die Konsistenz der Bootstrapapproximation gResdnplingsche-
mal[2.29.

Satz 2.33(Bedingter multivariater zentraler Grenzwertsatz)
Unter Resamplingscherha 2129 gilt-fast sicher

£ (Vi[5 (n) ~ (w)) |Daten) —— A, (0,5 M)
Beweis:
Vi [B () = B)] =0t [(XTX) XX+ %) = B = n (X)X
= (X)),

Nach Lemma 2.32 und Cramér-Wold device konvergiert die bedingte Vergeuunn‘%X*ta*
fur p"-fast alle Beobachtungen gegéy),(0, M ). Ferner liegt nach Lemmia 2J31 stochastische
Konvergenz vom ' X *! X* gegen die invertierbare MatriX vor. Damit ist alles gezeigt. W
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Kapitel 3

Resamplingverfahren fur multiple
Testprobleme

3.1 Subset pivotality, Westfall und Young

3.2 Dudoit, van der Laan, Pollard
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Kapitel 4

Resamplingverfahren fur Zeitreihen
und abhangige Daten
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Kapitel 5

Statistisches Lernen,
Klassifikationstheorie

Die statistische Lerntheorie befasst sich mit Methoden, um anhand eirsfabén mathema-
tischen Stichprob€.X;,Y;),—:1.... , einen funktionalen Zusammenhang, also eine Funkfion

D — W,D > z — y € W, nur anhand der ,Trainigsbeispiel¢t;, y;)i=1,... », d. h., ohne
Formulierung eines statistischen Modells, zu ,erlernen®. Dabei ist typisetiseD C RP fir

p >> 1 (Matrizen und Tensoren werden haufig, wenn noétig, gecastet)ind R. Genauer
wird in einer vorgegebenen Funktionenklasse diejenige Funktionf € M gesucht, die ein
vorgegebenes Fehlermal’ (empirisch) minimiert. Je nach Kardinalitdtlvamterscheidet man
unterschiedliche Teildisziplinen des statistischen Lernend¥1siberabzéhlbar, so spricht man
von einer Regressionsaufgabe, flir C N von einer Klassifikationsaufgabe (englisch auch: pat-
tern recognition problem). Kann das ,Labéf“speziell nur genau zwei diskrete Werte annehmen
(sagen wir+1 und —1), so,liegt ein binares Klassifikationsproblem vor. Die bindre Klassifikation
hat besondere Bedeutung in der (angewandten) Informatik, da im Gengémtliche Information
binar codiert wird. So kdnnen binare Klassifikationsalgorithmen sogar ldenutzt werden, Com-
puterprogramme durch externen Input (z. B. EEG-Signale) zu stésielreReferenz einfligen:
BBCI-Kapitel im BCI-Buch von Graimann et al. (Hrsg.) ).
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