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Vorbemerkungen

Das Material zu diesem Skript habe ich im Wesentlichen den Biichern von |Gaenssler and Stute
(1977)), [Luschgy| (2013)) und Hall and Heyde (1980), dem Ubersichtsartikel von [Embrechts et al.
(2003) sowie Vorlesungsskripten von Gerhard Dikta und Michael Kolonko entnommen. Sollten
sich in den iibernommenen Teilen Fehler finden, so bin dafiir natiirlich ich verantwortlich. Lob

und positive Kritik gebiihrt indes den Original-Autoren.
Fiir die Manuskripterstellung danke ich Konstantin Schildknecht und Yuriy Kopanskyy.

Ubungsaufgaben und R-Programme zu diesem Kurs stelle ich auf Anfrage gerne zur Verfiigung.

Einige Referenzen dazu finden sich im Text an den zugehorigen Stellen.



Inhaltsverzeichnis

{1 Grundlagen|
|1.1 Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartungswerte| . . . . . . . . .. ... ..

2 Martingaltheorie|
[2.1 ~ Allgemeine Definitionen und Eigenschaften| . . . . . . ... .. ... ... ...
2.2 Stoppzeiten| . . . . . ...

2.3 Stoppsatze|. . . . . . .. e e e e e e e

2.4 Martingalkonvergenzsatze| . . . . . . . .. ... .. L oo

2.5 Anwendungen der Martingaltheorie| . . . . . . .. .. ... ... ... ... ..
[2.5.1 Kolmogoroft’sches O-1 Gesetz| . . . . . ... .. ... ... .......
[2.5.2  Starkes Gesetz der grolien Zahlen| . . . . . . ... ... ... .. ....
[2.5.3  Die Gleichungenvon Wald| . . . . .. ... ... ... ... ... ...

[2.6  Optimales Stoppen (be1 endlichem Zeithorizont)|. . . . . . ... ... ... ...

3 Copula-Theorie

[3.1 Das Prinzip der Quantilstransformation| . . . . ... ... ... ... ......

3.2 Allgemeine Eigenschaften von Copulael . . . . . .. .. ... .. ... .....

3.3 Abhidngigkeitsmabe| . . . . . ... ...

[3.3.1 Der (lineare) Korrelationskoetfizientf . . . . . . . ... ... ... ....

3.4  Tail-Abhdngigkeiq . . . . . . . . . ...
3.5 Elliptische Copulael . . . . . . ... ... .. ... ...

3.6 Archimedische Copulael. . . . . . . ... .. ... ... ... ..........

[3.6.1  Eigenschaften bivariater Archimedischer Copulael. . . . . . . .. .. ..
[3.6.2  Kendall’s 7 fiir Archimedische Copulae . . . . . ... .. ... ... ..

[3.6.3  Tailabhangigkeit bivariater Archimedischer Copulae| . . . . . . . .. ..
3.7 Marshall-Olkin Copulae| . . . .. ... ... ... ... ... ... ....

12

25
25
28
31
37
43
43
44
46
48



|Abbildungsverzeichnis| 100

[Citeraturverzeichnisl 101

1



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Bedingte Verteilungen und bedingte Erwartungswerte

Erinnerung 1.1
Seien X und Y reellwertige stetige Zufallsvariablen auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F,IP) mit gemeinsamer Dichtefunktion f(xy) : R? — R, beziiglich \* (Lebesguemaf3),

so ist
(a) fy(y) = ffooo fx,v) (%, y)dx eine Randdichte von'Y .

(b) fyx(ylz) = f()(f’;iw, x,y € R, eine bedingte Dichte von'Y beziiglich X (mit 0/0 = 0).

(c) Bezeichne B die o-Algebra der Borelmengen auf R. Fiir x € R mit fx(x) > 0 heift die
Mengenfunktion

B> B P(Y € BIX —a) = /ny|X(y]x))\(dy)
bedingte Verteilung von'Y beziiglich X = x.
(d) Rechenregeln:

(i) P(X € A,Y € B) = [, P(Y € BIX =) fx(2)\(dz).
(ii) P(Y € B) = [*_P(Y € B|X = 2)fx(x)da.
(iii) P(X,Y) € C) = [T P(Y € C(2)|X = z) fx(z)dx
fiir C € B? und mit C(z) = {y € R|(z,y) € C}, dem x-Schnitt von C.

(iv) Sind A, B € BmitP(X € A) > 0, dann ist die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit
von'Y bzgl. X definiert durchP(Y € B|X € A) =P(X € A,Y € B)/P(X € A).

Definition 1.2
Seien (1, A1) und (2, Az) zwei Messridume. Eine Abbildung q : 1 x Ay — [0, 1] heifst
Ubergangswahrscheinlichkeitsverteilung (Markov-Kern) von Q1 nach Qg (bzw. Az): <




(i) A"~ q(x, A") ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (a2, A2) fiir alle x € .
(ii) x> q(x, A") ist (Ay, B)-messbar fiir alle A’ € As.

Definition und Satz 1.3
Seien (4, A;),i = 1,2 zwei Messrdume. Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (1,.A1) und q

ein Markov-Kern von Q1 nach Q.

a) Durch die Festlegung
p®q(Ar x Ag) ::/ q(z, Ag)p(dz), A; € Aiyi = 1,2
Aq

wird auf (1 x Qa, A1 ® Az) das Wahrscheinlichkeitsmaf3 1 ® q definiert.

b) FiirC € A1 ® A gilt
1®q(C) = / o(z, C(@) ulde).

Q1

Beweis: Fir C' € A; ® Aj schreiben wir kurz Q(C) := le q(x,C(z))p(dx).
Normierungsbedingung und o-Additivitit von @ (zur Ubung) = @ ist ein Wahrscheinlichkeits-
maB auf (27 x Q2,41 ® Az). Sei jetzt A x B € Ay x A (Kartesisches Produkt!), so rechnen wir

nach:

Q=B - [ e, (4% B))u(dr) = /| La(wale, Bu(r) = | ateButie).
Aus dem MaBleindeutigkeitssatz folgt, da .A; x Az ein N-stabiles Erzeugendensystem von A; ® As
ist, dass ) =: u ® g eindeutig definiert ist. |
Beispiel 1.4

a) Sei q(x, B) = v(B), v Wahrscheinlichkeitsmafs auf (Q2, As). Dann ergibt sich

u®q(A1><A2):/

ol An)n(do) = [ v(Au(de) = x v x ),
A

Aq
also das “klassische” Produktmaf3 (hier zur Unterscheidung mit X notiert).

b) Seien X undY stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen mit Werten in 21 bzw. Qs, dann gilt
Px,y) = Px x Py und mit a) folgt

P(va) =Px x Py =Px ® Py, d.h. q(t,Ag) = P(Y S A2)

ist eine Version der bedingten Verteilung Py x —; fiir alle t € §).
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Satz 1.5 (Satz von Fubini fiir Markov-Kerne)
Unter den Bezeichnungen aus Satzsei f: Q1 x Qo — R eine messbare Abbildung. Dann gilt

| tiwsa= [ | [ sG] ua)
Ql XQQ Ql QZ
falls eine der folgenden Voraussetzungen gilt:
(i) f=0.
(ii) fist (u ® q)- quasiintegrierbar.
Beweis: Satz 14.29 in Klenke| (2008)). |

Anmerkung:
Ist v ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf Q9 und ¢(z, B) := v(B), so ergibt sich der klassische Satz

von Fubini iiber Produktmafe:

o, Ptx0= [, = [, o]

unter den Voraussetzungen von Satz [I.5]

Bemerkung 1.6
Fiir den Beweis von Satz|l.|ist es wichtig, dass die Funktion

h:Q =R, 2+ hx) = . f(x,y)q(x, dy)

messbar ist. Dies zeigt man mit algebraischer Induktion (zur Ubung).

Definition 1.7
Sei (Q2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y Zufallsvariablen auf (0, F,P) mit Wer-
ten in (1, A1) bzw. (Q2, Az). Dann heift ein Markov-Kern q von Q1 nach Q9 mit der Eigenschaft
IP(X €AY € AQ) = / q(x,AQ)PX(dm)
Aq

fiiralle A; € A;,i = 1,2, eine reguliire Version der bedingten Verteilung von'Y beziiglich X.

Kurzform: P x y) = Px ® q.
Ist (g, A2) = (R, BY) mit d € N, so existiert stets eine reguldire Version von Py x.

Definition 1.8
Unter den Voraussetzungen von Definition[I.7sei T : (Q2, A2) — (R, B) eine messbare Funktion
derart, dass T(Y) € L1(2, F,P) ist.
Dann heift
BIW)X =l = [ T()ata,dy) = gla)

eine Version des bedingten Erwartungswertes von T (Y') unter der Hypothese X = .




Bemerkung 1.9
Unter den Voraussetzungen von Definition[I.8| gilt:

(i) Es existiert stets eine Version von z — E [T(Y)| X = x].

(ii) Alle Versionen von x — E [T(Y')| X = x] sind messbare und Px -integrierbare Abbildungen
g: 21— R

Definition und Satz 1.10
Es seien die Voraussetzungen von Definition|l.8mit T = id. gegeben.

a) Die Zufallsvariable E[Y|X] := g(X) = g o X, die fiir X (w) = x den Wert g(x) mit g(x) =
E[Y|X = z| = [ yq(z,dy) annimmt, heifit (eine) bedingte Erwartung von'Y beziiglich X.

b) Bezeichne
o(X)=X"1A)={X"B)BeA}={A€F|IBc A : X '(B)= 4}
dievon X : (Q, F) — (Qu, A1) erzeugte Unter-o-Algebra von F.

Dann gilt fiir A € o(X) und mit B € A so, dass X Y(B) = A ist, dass

/Yd]P’ = /IB(X)YdIP’:/ 1p(2)ydP x yy(7,y)
A Q Q1 xR

_ /Q 150 [ /R yq(xvdy)] P (dz) = /Q Lp(a)gla)Px(da)
_ /Bg(:z)]P)X(dx):/Q 1B(X)g(X)dIP’:/AgonIF’
_ /A E [Y|X] dP.

c) Sei allgemein C eine Sub-o-Algebra von F. Dann ist eine bedingte Erwartung Z € E[Y|C]
(Schreibweise Z = E [Y'|C]) charakterisiert durch

(i) Z ist (C,B)-messbar.
(i) YC € C: [ ZdP = [, YdP.

Formal kann jedes solche C C F als o(X) fiir ein geeignetes X geschrieben werden.

Beispiel 1.11

a) Zeichen werden in einem Ubertragungskanal mit einer unbekannten Wahrscheinlichkeit ge-
stort. Die unbekannte Storwahrscheinlichkeit wird als Zufallsvariable X mit Werten in (0,1)

modelliert. Bei gegebenem X = p sollen die Storungen laut Modell iid auftreten.
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Es sei Y :=“Wartezeit bis zur ersten Storung”, gemessen in Anzahl gesendeter Zeichen. Ge-

sucht ist nun die mittlere “Zeit” bis zur ersten Storung, falls X = p bekannt ist.
Losung: Eine Version von Py | x_,, ist die geometrische Verteilung mit Parameter p, also

P(Y = k|X =p) =p(1 —p)* k> 0.

=E[Y|X =p|=> kp(l-p)F=-—==g()
k=0
Gelte nun fiir die Storwahrscheinlichkeit X, dass P(X = 1) =t aund P(X = 3) =1 —q, so

folgt
EY|X]=—=Z2

mitP(Z =1)=a=1-P(Z = 1),

[SSIE

b) Sei Y reellwertige, integrierbare Zufallsvariable und X diskret mit Werten in Ng. Dann kann
g(i) = E[Y|X =i],i € Ny, wie folgt bestimmt werden. Nach elementarer bedingter Wahr-
scheinlichkeitsformel gilt:

P(Y € B, X =)
P(X =)

P(Y € B|X =i) =

= [P(Xzi)]l/ Liveny Lix—iydP

E[Y1y_pn] |
:>g(l) = ]}[D(AX,{L)}},'LGNO.

Ausfiihrliche Verifikation vermittels charakterisierender Integralgleichung ist eine Ubungsauf-

gabe. Beispielsweise gilt z.B. fiir X := |Y |, dass

E[Y 1g<y<it1y]
PG<Y <it1)

E[Y|X =i = = g(i),i € Ny.

Bemerkung 1.12 (Anschauliche Interpretation von E [Y'| X])
Sei Z := E Y |X] (genauer sei Z € E[Y|X]). Dann hat Z die folgenden Eigenschaften:
(i) Z ist auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum wie Y definiert.

(ii) Der Mittelwert von Z stimmt mit dem von Y iiberein, wenn auf Mengen X ~'(B) einge-

schrdnkt wird.

(iii) Wegen Z = g(X) “variiert” Z aber nur so stark wie X. Nimmt X also z.B. nur endlich
viele Werte an, so auch Z = R [Y | X|. Die bedingte Erwartung ist also gewissermafSen eine

Glittung von'Y entlang X.



(iv) Bild zur Veranschaulichung:

; ; W)

-
o
e

Abbildung 1.1: Skizze zur Veranschaulichung der bedingten Erwartung

(v) Liegt Y in Lo(Q, F,P), so stellt E[Y|X] die beste La-Approximation von' Y unter allen
Funktionen der Gestalt h(X), h : 1 — R, dar, d.-h. der Ly-Abstand zwischen Y und
einer (deterministischen) La-Transformation von X ist am kleinsten fiir E [Y|X]. Anders

ausgedriickt ist E [Y'|X] die Projektion von'Y auf L2(Q2, 0(X),P).
Wir beschlieBen diesen Abschnitt [T.Tmit wichtigen Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen.

Satz 1.13 (Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen, alle Aussagen P-f.s.)

Unter den Voraussetzungen von Definition gelten die folgenden Rechenregeln.
a) Linearitdt der bedingten Erwartung:

E[aYi + AY2|X] = aE [¥1]X] + BE [Ya|X].
b) Satz von der iterierten Erwartungswertbildung:

E[Y]:E[E[Y!X}]:/ﬂ E[Y|X = 2] Px(dz).

c) Seih: Q1 xR — R, sodass h(X,Y) integrierbar ist, so folgt:

(i) E[MX,Y)|X = 2] =E[h(2,Y)|X = z] = [ h(z,y)Py|x=(dy).
(i) X LY = Eh(X,Y)|X =z] =E[h(z,Y)] = [ h(z,y)Py(dy).
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d) Sei h :Qy — R messbar, so dass Y - h(X) integrierbar ist, so folgt:
EY  -h(X)|X]=hX) E[Y|X].
e) Seig: (Q,A1) — (U, A), so folgt:
EE[Y]X]|g(X)] =E[Y]g(X)] =E[E[Y]|g(X)]|X].
f) Tower equation: Sind By C By Sub-o-Algebren von F und ist Y € L1(Q2, F,P), so gilt P-fs.
E[E[Y[B1]|B:] =E[Y[Bi1] = E[E[Y[Bs]|Bi] .
Beachte: o-Algebren konnen als Informationsstinde interpretiert werden!

Beweis: Alle Aussagen folgen direkt aus Eigenschaften des Lebesgue-Integrals (vgl. Mal- und
Integrationstheorie) oder konnen mit algebraischer Induktion nachgewiesen werden (man verifi-

ziere z.B. Teil c) fiir Indikatorfunktionen). |

1.2 Charakteristische Funktion

Geht es in der Wahrscheinlichkeitstheorie um die Berechnung von Momenten von Zufallsgréen
und / oder von Faltungen von Verteilungen, so sind charakteristische Funktionen zentrale Objekte,
mit deren Hilfe diese Berechnung sehr einfach erfolgen kann.

Bezeichne dazu in diesem Abschnitt ¢ = 4/ —1 die imaginére Einheit.

Definition 1.14

a) Sei ji ein endliches Maf} auf R fiir d € N. Die Abbildung Ou - R? — C, definiert durch

oult) = / exp(i(t, x))ps(dx)

heifit Fourier - Transformierte von L.

b) Sei X = (X1,...,Xq)" ein Zufallsvektor mit (gemeinsamer) Verteilung Px. Dann heif3t

©x = ppy die charakteristische Funktion von X.

¢) Fiir eine komplexwertige Zufallsvariable Z mit Real- und Imagindrteilen Re(Z) und Im(Z) sei
E[Z] := E[Re(Z)] + iE [Im(Z)], falls die Erwartungswerte von Re(Z) und Im(Z) (jeweils)
existieren. Damit ist
px (t) = E[exp(i(t, X))], t € R?.
Man beachte dabei die Euler’sche Formel exp(i) = cos(¢) + isin(¥).

Wegen | exp(i{t,x))| = 1 fiir alle t,x € R? existiert die charakteristische Funktion fiir alle
t € R%



Satz 1.15 (Eigenschaften der charakteristischen Funktion)

a) Yt € R : ox(t)] <1 = ¢x(0).

b) Affine Transformationen: Sei X eine Zufallsgrofe mit Werten in R und Y := AX + b mit
A€ R™ 4 yund b € R™, wobei d,m € N. Dann gilt oy (u) = exp(i(u,b))px (A ),
u € R™. Ist spezielld = m = 1lund A =a = —1, b =0, so ergibt sich z. B.

p-x(u) = px(—u) = ¢x(u)
aufgrund der Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus.
c¢) Px = P_x genau dann, wenn px (rein) reellwertig ist.

d) Die Zufallsvariablen X1, . . ., X sind genau dann stochastisch unabhiingig, wenn~¥u = (u1, ..., uq)' €
RY: ox(u) = [0, ox, (up) gilt, X = (X1,..., Xa) "

e) Faltungsformel: Sind X und Y stochastisch unabhdngige Zufallsvektoren mit Werten in R%, so

IS PX+Y = PX - QY-
Beweis:
zua): Px(R?) = 1.
zu b): Zur Ubung (Lineare Algebra).
zu ¢): Folgt aus den Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus.

zu d): Folgt aus der Charakterisierung der stochastischen Unabhéngikeit iiber

fiir alle komplexwertigen, messbaren Funktionen f und g, Details z.B. in Kapitel 8§ von

Breiman] (1992).
zu e):
oxv(t) = Elexp(i(t, X +Y))]
— Elexp(i(t, X) + i(t, Y))]
_ Elexp(i(t, X)) exp(i(t, Y))]

soeh UBNINgIel e X Elexpli(t, Y)))



Es existieren eine ganze Reihe von “Umkehrformeln”, die es erlauben, Verteilungsfunktionen,
Dichtefunktionen oder Wahrscheinlichkeitsfunktionen aus charakteristischen Funktionen zuriick-

zugewinnen.

Satz 1.16

a) Diskrete Fourier-Inversionsformel:

Sei yu endliches Maf auf 7¢ = Vx € 7.2 gilt:

(i)
u({x}) = (2m)~ / exp(—i{t, x)) o ()dt,

[_Wfﬂ)d
(ii)

S p({x})? = (2m) /

xezd [—m,m

)d|90u(t)|2dt (Plancherel).

b) Besitzt pu eine N\-Dichte f, so gilt

700 = (20 [ exp(it x)u(OON ), x € B

¢) In Dimension d = 1 gilt
FX ((L‘) =
fiir alle Stetigkeitspunkte x von Fx.

d) Chungs Inversionsformel (hier nur d = 1):

Fallsa < bund P(X = a) = P(X =b) = 0, so folgt

Fy(b) — Fx(a) = lim { ! /T M@X(t)dt}.

Tooo | 27 T it
Beweis:
zu a): |Klenke| (2008]), Seiten 300-301.
zu b): [Klenke (2008)), Seiten 300-301.
zu ¢): |Gil-Pelaez| (1951).

zu d): (Chung| (2000).



Korollar 1.17 (Eindeutigkeitssatz)
Ein endliches Maf3 jv auf R® ist durch Angabe der charakteristischen Funktion p, eindeutig fest-
gelegt.

Satz 1.18 (Momentenberechnung)
Sei X = (X1,...,Xy)" ein Zufallsvektor mit Werten in R%. Falls E [|X|™)] fiir m € N endlich ist,
dann ist px m-mal stetig partiell differenzierbar und es gilt fiir alle t € RY, dass
om
ot;, 0tj, ... 0t;,,

(px(t) = Zm E [Xj Xj2 . ij exp(i<t,X>)] .

Beweisskizze:
Nach Definition ist

ox(t) = /R exp(i(t, x) B ().

Es ist nun

exp(i(t, x)) = ix;, exp(i(t,x)) (1.1)
ot;,

sowie

/]Rd iz, exp(i(t, x))Px (dx) = iE [ X}, exp(i(t, X))] . (1.2)

Man zeigt nun (siehe, z. B.,|Jacod and Protter| (2000), Theorem 13.2), dass Differenzieren unter
dem Integral unter den gemachten Annahmen zulidssig ist, und wendet (I.1)) und (I1.2)) m-mal

hintereinander an. |

Beispiel 1.19 (Normalverteilungen)

a) Sei X ~ N(0,1) im R'. Dann

ox(t) = E [exp(itX)] = /R cos(tz) \/12?exp (f) dz

+'/'(t)1 <‘”2>d
7 SIN(Ttx ex —_— X .
R V2T P 2

=0 ,da Integrand ungerade Funktion

Folglich ergibt sich fiir die Ableitung, dass

S ode(t) = \/127 /R ~esin(t) exp (-f) da

! tcos(tx)e < s > dz
iy —_—— X —_——
V2T JR P 2
= —lyx (t)v
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wobei wir im mittleren Schritt partiell integriert haben mit u'(z) = —xexp (—%/2) und
v(x) = sin(tx). Also ergibt sich insgesamt
2

Xy ln(gox(t)):—t;+0 = sox(t>=exp<—2>exp(0>-

Wegen ox (0) = 1 ist C = 0, also folgt schlieBlich ¢ x (t) = exp (—t*/2).

b) Sei Y ~ N (pn,0%) im RY. Dann ist Y 2 ox + w mit X ~ N(0,1). Damit gilt nach
Satz[I.13]b), dass

o?t? o?t?

oy (t) = exp (itp) exp <—2) = exp (itu — 2) :

c) Sei X = (Xq,... ,Xd)T standardnormalverteilt im R®. Dann liefert Satz d), dass
d £2 1
extt) = [[oww (- ) o (307,

d) SeiY = (Y1,...,Yy,) " allgemein normalverteilt, Y ~ Ny, (1, 2).

Dann liisst sich ¥ = QQ " zerlegen und Y = QX + i schreiben, wobei X standardnormal-

verteit st Somit il
pxt) = expifw)exn (~31QTuP ) = esp ifu ) exp (~5(Qu.Q"w)
— exp it ) exp (5@ Q"w) = exp ifw ) exp —5u"QQ"u)
- eotitaons (7)o s - 27se)
R )

Beispiel 1.20 (Weitere Beispiele (in d = 1))

a) Binomialverteilung: Sei X ~ Bin(n, p), so gilt:

px(t) = > exp(ith)pF(1—p)"F <Z>
k=0

B zn:[eXp(it)p]k(l —p)" " <Z>

k=0

= [pexp(it) + (1 —p)|™.

bin. L;hrsatz

11



b)

c)

d)

Gammaverteilung: Sei Y ~ Gamma(1,r), so gilt:
00 y'r—l
py(t) = / exp(ity) s—e “dy
0 I'(r)

ooyrfl
= /0 0 exp(—y(1 —it))dy

— it /0 h “F‘(;)y exp(—y(1 — it))dy

= (1 —4t)"" wegen Normierungsbedingung von “Gamma(1l — it,r)”.

Sei nun X ~ Gamma(c,r), so gilt X 2 Y /o und damit

px(t) = w(é) = (1 - Z) - <a . zt)

Sei X ~ UNlI|a, b| (stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b]). Dann ist

b exp(itx
ox(t) = / (bpiz))dx—[(it(b—a))_lexp(it:v)]z

exp(ith) — exp(ita)

- it(b — a) (px(0) =1).
a=—-b=px(t) = exp(itb) ;ittzxp(—itb)
_ cos(tb) + isin(th) — cos(—tb) — isin(—tb)
N 2ith
sin(tb)

tb
Seien (X;)ien stochastisch unabhéingig und identisch verteilt. Sei N eine weitere Zufallsvaria-
ble, stochastisch unabhiingig von den X;, mit Werten in N. Sei S := Zf\i 1 X

N

= ¢g(t) = E |exp itZXj
j=1

= STP(V = n)gk, (1) = S B(N = n)exp (nlngpx, (1))

neN n

= Elexp (NIngx, (t))] = E[exp (iN (=) Inpx, (¢))]

= on (—ilnepx,(t)) bei entsprechendem Konvergenzradius in C.

1.3 Konvergenzarten und Folgen von Zufallsvariablen

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen (X,),>1 von (reellwertigen) Zufallsvariablen mit X, :
(Q,AP) - (R,B(R)), n > 1, und beschreiben, in welchen Weisen die Folge (X,,),>1 ge-
gen einen Grenzwert, also eine Grenz-Zufallsvariable X : (2, 4,P) — (R, B(R)) konvergieren
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kann (fir n — o0). Da X,,, n > 1, und X Funktionen sind, lassen sich (wie in der Funktional-
analysis) verschiedene Konvergenzarten unterscheiden, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie mit
besonderen Begriffen belegt werden. Es bestehen ferner Implikationsbeziehungen zwischen den

Konvergenzarten, d.h., die “Stédrke” der Konvergenz ldsst sich unterscheiden.

Definition 1.21 (Konvergenzarten)

Sei (X,,)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum,
d. h., fiir alle n € Nist X,, : (Q, A, P) — (R,B(R)) eine messbare Abbildung. Ferner sei
X : (Q,AP) — (R,B(R)) eine weitere (reellwertige) Zufallsvariable auf dem gleichen Wahr-

scheinlichkeitsraum wie (Xp,)n>1.

a) Die Folge (Xy,)n>1 konvergiert P-fast sicher (mit Wahrscheinlichkeit 1) gegen X fiir n — oo

o Pﬁweawg&xmwzan):1

@P@m&:@:L

n—o0

fs.

In Zeichen: X, P;' X

b) Die Folge (X,,)n>1 konvergiert P-stochastisch (in Wahrscheinlichkeit) gegen X fiir n — oo

= Ve >0: lim P(]X, — X|>¢) =0.
n—oo

In Zeichen: X, E) X

c¢) Die Folge (X,,)n>1 konvergiert in Verteilung (schwach) gegen X fiir n — oo

=V e C(Fx) : lim Fxn((L‘) = Fx<l‘)

n—oo

In Zeichen: X, 3 X bzw. L(X,) 5 L(X).

Beachte: Das Maf3 P wird fiir die Definition der Verteilungskonvergenz nicht benotigt. Daher
konnen die X,, und/oder X in dieser Definition sogar auf unterschiedlichen Wahrscheinlich-

keitsrdumen definiert sein. Eine exaktere Definition lauter daher:

Sei (€Y, d) ein metrischer Raum und A’ die von den offenen Kugeln in der Metrik d erzeugte
o-Algebra. Seien P und (Py,),,>1 Wahrscheinlichkeitsmafie auf dem Messraum (', A’). Dann

konvergiert die Folge (Py,)n>1 schwach gegen P fiir n — oo

& Ve C(Q): li_)m /deP’n = /deP’,
wobei Cp(€') die Menge aller stetigen und beschriinkten Abbildungen f : ' — R bezeichnet.

13



d) Seip > 1 und seien X, X1, Xo, ... reellwertige Zufallsvariablen mit in R existierendem p-ten

Moment. Dann konvergiert die Folge (X,,)n>1 im p-ten Mittel gegen X fiir n — oo

< lim E[|X, — X|P] =0.

n—oo

In Zeichen: X, L# X

Spezialfille:
p = 1: Konvergenz im Mittel

p = 2: Konvergenz im quadratischen Mittel

Aus der Diskussion in Definition c) iiber die Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz
der Verteilungsgesetze) hat sich bereits ergeben, dass es unterschiedliche, dquivalente Charakteri-

sierungen der vier in Definition [[.2T] beschriebenen Kovergenzarten gibt. Dazu nun mehr.

Satz 1.22 (Alternative Charakterisierungen)

a)

X, x o P <1im inf(X, — X) = limsup(X, — X) = o) -1

n—00 n—o00

& YweQ\N: nli_)ngo(Xn(w) — X(w)) =0,

wobei N eine P-Nullmenge bezeichnet, d. h., P(N) = 0.

Beachte: Y, = X,, — X =

. o0 oo o0 1
{im vi=o}= N UN{mi< )
m=1k=0n=k
und damit messbar!

b)

X, B X & Vf € C(R)  E[f(Xy)] = / faL(x,) [ facx) =E(f(x)).

Beweis:
zu a): Die Aussage ist unmittelbar klar.

zu b): Der Beweis macht von dem folgendem Hilfssatz Gebrauch, der Beziige zwischen der To-
pologie und der Integrationstheorie auf (R, B(R)) herstellt. Er ist Teil des sogenannten
“Portmanteau Theorem” und findet sich z.B. in|Ash| (1972), Theorem 5.4.1 d) + e).
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Hilfssatz 1.23 (ohne Beweis)

VfeGR) E[f(Xn)] — E[f(X)]

(n—00)

& hrr_l)inf Px, (A) > Px(A) fiir alle offenen Teilmengen A von R

& Px,(A) - Px(A) VA € B(R) mit Px(0A) =0 (“randlose Mengen”).

Da (—oo0, z] fiir z € C(Fy) eine randlose Menge ist, liefert die zweite Aquivalenz im Hilfsatz
unmittelbar die “<"-Richtung der Aussage unter b).

Zum Beweis der “=-"-Richtung zeigen wir:

lim Fx, (z) = Fx(x)Vz € C(Fx)= VA C R offen: lin;inf]P’Xn(A) > Px(A).

n—oo

Sei dazu A C R offen beliebig ausgewihlt. Wir schreiben A als disjunkte Vereinigung offener
Intervalle I3, I, . . .. Dies ist eine Charakterisierung der offenen Teilmengen von R, vgl. Satz 1.6

in Boto von Querenburg (2001). Damit ergibt sich nach dem Lemma von Fatou:

n—oo n—0o0

liminf P, (A) = liminf Y " Px, () > Zlirg inf Py, (I1,). (1.3)
k k

Da F'x nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzen kann, lédsst sich fiir jede Konstante € > 0
die folgende Konstruktion durchfiihren:

Fiir jedes k sei I}, ein rechtsseitig abgeschlossenes Teilintervall von Iy, so dass
(1) alle Endpunkte der I; in C'(Fx) enthalten sind und
(2) Vk:Px(I}) > Px (1) —e27%.
D .
Da X,, = X, gilt nun
. . > . . ! — / .
liminf Py, (1) > liminf Px, (1) = Px (1)

Folglich gilt fiir (1.3), dass

liminf Py, (A) > ) Px(I}) > Y Px(Ix) — e =Px(4) — ¢,
k

n—oo
k
oo
da Z 27F = 1ist. Dae beliebig klein gewihlt werden kann, ist hiermit alles gezeigt. |
k=1

Satz 1.24 (Lévy’scher Stetigkeitssatz)

Es sei (Xp)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen mit zugehiorigen charakteristischen Funktionen

(¢n)n>1-

a) Falls (X,,) gegen eine Zufallsvariable X in Verteilung konvergiert, dann konvergiert (¢,,) ge-

gen die charakteristische Funktion von X, und zwar gleichmdfig auf jedem endlichen Intervall.

15



b) Falls (p,,) punktweise gegen eine Funktion @ konvergiert, deren Realteil im Punkte (0, 1) stetig
ist, dann gilt:

(i)  ist eine charakteristische Funktion, und damit existiert (genau) eine Wahrscheinlich-

keitsverteilung p, deren charakteristische Funktion gerade  ist.

(i) L(Xn) = pfiirn — oo.
Beweis: Satz 15.23 in [Klenke|(2008)). [ |

Anmerkung: Analoge Stetigkeitssitze gelten auch fiir erzeugende Funktionen und Laplace-

Transformierte.

Satz 1.25 (Implikationsbeziehungen zwischen Konvergenzarten)
Es sei (X, )n>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und

X eine weitere Zufallsvariable auf (2, A, IP). Ferner sei p > 1 eine reelle Konstante.
@ X, % x = x,%x

—f.s. L
(b) X, F —f>8 X impliziert die Existenz des p-ten Moments von X sowie X,, — X genau dann,
wenn H = {| X,,|P : n > 1} gleichgradig integrierbar ist, d.h., falls

lim sup/ | f|dP = 0.
T feR J{|f|2e}

© X, 2x = x,4x vi<g<p
L P
€ X, 5X = X,3Xx

(f) Es ergibt sich damit die in Abbildung[I.2]dargestellte Grafik.

P — f.s. Konvergenz A L, — Konvergenz ,p > 1
gleichgradige Integrierbarkeit

XN 174
P — stochastische Konvergenz

4

Verteilungskonvergenz

Abbildung 1.2: Zusammenhang von Konvergenzarten

Beweis:
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zua): Sei e > 0 beliebig, aber fest. Definiere 4, (¢) := {w € Q : | X, (w) — X(w)| < e}. Wir
miissen zeigen, dass
lim P(A4,(¢)) = 1.

n—0o0
Sei dazu A := {w € Q : lim,,_,00 Xy (w) = X (w)}. Nach Voraussetzung diirfen wir an-
nehmen, dass P(A) = 1 ist. Nun ist aber fiir hinreichend groBes n die Menge A eine
Teilmenge von A, (¢), denn fiir alle w € A liegen alle bis auf endlich viele Folgenglieder
Xn(w) in jeder e-Umgebung von X (w). Dies impliziert die Aussage wegen der Monotonie

von P.

zu b): vgl. Abschnitt 6.2 in [Klenke| (2008); mehr zur gleichgradigen Integrierbarkeit in Abschnitt

zu ¢): Die Funktion g, definiert durch g(t) := tg, ist konvex auf R>q > ¢. Nach der Jensen’schen

Ungleichung gilt daher fiir alle n € N, dass
ya
q

E[|Xn - X] = E || X, — X|"4] > (E[|1 X, — X|7])

und damit
(E[1X, — X[P))7 > (E[| X, — X|))7.

zu d): Wir wenden die Markov-Ungleichung auf Y;, := | X,, — X| mit h(¢) := ¢ an und erhalten
fiir jedes € > 0, dass

P(|X, — X| >e) < e PE[| X, — X|].

zu e): Sei f eine gleichmiBig stetige, beschrinkte Funktion auf R und £ > 0 beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein 6 > 0 mit der Eigenschaft

[z -yl <= |f(z) - fy)l <& zyeR.

Wir rechnen:
] [ s | f(X)dP] < [ 1500 - 5(x)| e

— / |f(Xn)—f(X)]d]P’+/ |f(Xn) — fF(X)|dP
{|Xn—X|<6}

{|Xn—X|>6}

< eP(|Xn — X[ <9) +2sup|f(2)] - P(|X, — X[ > 9).
zeR

Also gilt wegen X, 5x , dass

limsup‘/f(Xn)dIP’—/f(X)dP‘ <e

n—oo
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und damit
[ rexaae — [ rexoae.
da ¢ beliebig gewdhlt wurde. Da aber nach Transformationssatz

/f(Xn)d]P — f(X)dIP’<:>/fd]P’Xn n;z/fdl["x

gilt, ist hiermit alles gezeigt.

Bemerkung 1.26
Die Implikationen aus Satz[I.25] sind im Allgemeinen strikt, d.h., die Umkehrungen gelten allge-
mein nicht. Ein Beispiel fiir X, 2 X, aber X, % Xist gegeben durch

Xp(w) = 1[0’%}(w),n > 1, und X(w) =11 1y(w)

auf ([0, 1], B([0, 1]), UNI[0, 1]).
In dem Spezialfall, dass X = xq P-fast sicher konstant ist, gilt jedoch:

XnﬂmO@XngX:mo
Beweis: sieche|Bauer (1991)), Beweis von Satz 5.1. |

Ein fiir die mathematische Statistik ungemein wichtiger Satz beschlie3t den technischen Teil die-

ses Kapitels.

Satz 1.27 (Satz von Cramér-Slutsky (Slutzky))
Seien (Xp)n>1 und (Yy,)n>1 zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A,P) mit Werten in (R, B(R)). Sei X : (2, A,P) — (R,B(R)) eine

weitere Zufallsvariable.
a) Xo 3 X und | X, — Y| 50=Y, 3 X.

~ D
e X, +Y, B X +e
b) Seice R ngXundYn_D>C:>{(Z) n+ ¥n c}

(i) XnY, 3 cX.

Beweis:

zua): Sei f € Cy(R) mit Lipschitz-Konstante K. Dann ist
|f(z) = f)l < K|z —y| A 2sup[f(u)], Yo,y € R.
ue
Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert, dass

limsupE Hf(Xn) - f(Yn)H =0.

n—oo
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Also ergibt sich

limsup [E [f(Yy)] = E[f(X)]|

n—oo

< limsup [E [f(X)] - E [f(X,)]| + limsup [E [f(X,) — f(Y)]|

n—oo n—o0

= 0.

zub): (i) Definiere Z,, := X,, + ¢ und Zn = X, + Y,. Dann gilt Z, 2) X + ¢ und
| Z, — Zn\ % 0. Also kann Teil a) angewendet werden.
(i1) Siehe Theorem 2.3.3 in|Lehmann| (1999); Beweis in Bickel and Doksum|(1977) bzw.
Crameér| (1946).

“Stillschweigend” haben wir den folgenden Satz benutzt.

Satz 1.28 (Continuous Mapping Theorem, siehe Abschnitt 1.7 in |Serfling| (1980))
Sei h : R — R messbar und stetig = [ X, Bx= h(X5) Lt h(X)].

Wir kommen nun zu Anwendungen der Konvergenztheorie fiir Folgen von Zufallsvariablen.

Satz 1.29 (Kolmogoroffsches 0 — 1 Gesetz)

Sei (X, )nen eine Folge stochastisch unabhdingiger Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) mit beliebigen Wertebereichen. Dann gilt fiir jedes terminale (bzw.

asymptotische) Ereignis, d.h., fiir jedes Ereignis A € T = (72—, 0({Xm} : m > n), entweder
P(A) = 0 oder P(A) = 1. Wir nennen T die terminale o-Algebra zu (X, )nen.

Beweis: Sei (€2}, .A}) der Wertebereich von X,k € N, und seien n € N sowie C, € A},
k =1,...,n, beliebig ausgewdhlt. Definiere C := {X; € C1,...,X,, € C,,}. Dann ist

1{(Xk)k2160} = H 1c, (X&)
k=1

stochastisch unabhéingig von 14.

Ferner erzeugt das System aller Mengen C' (mit allen moglichen Werten n > 1) die Produkt-o-
Algebra k>1 Aj und deswegen ist (X})r>1.114. Insbesondere ist A als Element von 7~ damit
stochastisch unabhiingig von A = {14 = 1}, d.h., P(AN A) = P(A)P(A) = P(A) = [P(A)]>.

Die Gleichung = = 22 hat aber nur die Losungen 0 und 1. |

Korollar 1.30

Es sei (Xp)n>1 eine Folge stochastisch unabhdingiger, reellwertiger Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P). Dann sind liminf,,_,., X, limsup,,_, ., Xy,
sowie die Cesaro-Limiten lim inf,, oo n™' Y"1 | X; und limsup,,_,.on™' Y | X; allesamt

P-fast sicher konstant.
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Beweis: Korollar 2.39 in Klenke| (2008)). [ |

Satz 1.31 (Lemma von Borel-Cantelli)
Sei (Ay)i>1 eine Folge von Ereignissen in einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)

und A :=limsup;,_, . Ar = {w € Q: w € Ay, fiir unendlich viele k}.

(a) Ist 3y~ P(Ax) < 00, so ist P(A) = 0.

(b) Ist 3y~ P(Ax) = oo und sind alle (Ag)>1 stochastisch unabhdngig, so ist P(A) = 1.
Beweis:

zu (a): Firallem € Nist A C {5, Ay unddaher P(4) <37, -, P(Ag). Fallsnun ), P(A) <
00, so folgt limm—c0 Y g5, P(Ax) = 0 und damit P(A) = 0.

zu (b): Wir beachten, dass A° = J,,>1 N>, Af ist. Es folgt

P(A°)

IN

P 4| = JE%OP<ﬁAi>
k=m

m>1 k>m m>1

n

= > lim J] 1 -PAy)

m>1 k=m

wegen der vorausgesetzten stochastischen Unabhingigkeit der (Ay);>1. Anwendung der

bekannten Abschitzung 1 — x < exp(—z) Va € [0, 1] ergibt, dass

P(A% < > lim exp (- Zn: P(Ak)>
mzln%oo k=m
= > 0=0
m>1

Eine zentrale Fragestellung in der (mathematischen) Statistik lautet: ,,Unter welchen Vorausset-
zungen konzentriert sich der arithmetische Mittelwert (das empirische Mittel) einer Folge (X, ),>1
von Zufallsvariablen ‘hinreichend gut’ um die theoretischen Mittelwerte E [X,] fiir n — oo 2
Die Beantwortung dieser Frage ist zentral zur Beurteilung der Qualitdt von Schétz- und Test-
verfahren. Das einfachste Beispiel ist vermutlich ein Bernoulli’sches Versuchsschema. Kann die
Trefferwahrscheinlichkeit p aus einer “langen‘ Messreihe “gut* inferiert werden?
Wahrscheinlichkeitstheoretisch wird dieser Problemkreis mit den Gesetzen der gro3en Zahlen be-

arbeitet.
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Satz 1.32 (Gesetze der grof3en Zahlen)
Es sei (Xy)n>1 eine Folge von integrierbaren, reellwertigen Zufallsvariablen auf einem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Sei

n

Sni= Y (Xi —E[X)]).

=1

Wir sagen, dass (X, )n>1 dem schwachen bzw. starken Gesetz der grofien Zahlen geniigt, falls
nilSn i> 0 bzw. nilSn P_—f}s' 0.

(a) (Xn)n>1 geniigt dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen, falls die (X,)nen paarweise

unkorreliert sind und

n—oo

n

lim n~2 Z Var (X;) =0
i=1

gilt.

(b) (Xn)n>1 geniigt dem starken Gesetz der grofien Zahlen, falls die (X,,)nen identisch verteilt

und paarweise stochastisch unabhdingig sind.
Beweis:

zu (a): Offenbar besitzt X,, eine endliche Varianz fiir alle n € N. Ferner ist E[S,] = 0 und
Var (S,) = >, Var (X;) (nach Bienaymé) fiir alle n € N.

Also ist Var (n715,) =n~23>7" | Var (X;) =: o2.

n

Nach der Chebyshev-Ungleichung folgt, dass

Ve > 0:P(ln"1S,| > ¢) < e 202

n

2 0 impliziert die P-stochastische Konvergenz von n=1S,,.
n—oo

Die Bedingung o
zu (b): [Etemadi (1981)) benutzt das Lemma von Borel Cantelli (Satz [1.31)), den Satz von der mo-
notonen Konvergenz und eine Abschneidetechnik, die dhnlich auch beim Zentralen Grenz-

wertsatz in der Version von Lindeberg/Feller (siche unten) gebraucht wird.

Satz 1.33 (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei (Xp)n>1 eine Folge (reellwertiger) stochastisch unabhdingiger Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (S, A,P) mit endlichen zweiten Momenten und nicht-
trivialer Varianz. O.B.d.A. sei E[X] = 0 fiir alle k € N. Wir bezeichnen ferner fiir k € N
mit o7 = Var (X;) = E [X}?] > 0 die Varianz von X,

Sei Sy, := Y5, X;. Beachte, dass Var (S,) = Y__, 07
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Wir sagen, dass fiir die Folge (X, )n>1 ein Zentraler Grenzwertsatz gilt, falls
Sn w
ol ——2 ) = Ao, 1),
Var (Sy) ) n—oo
Die folgenden drei Bedingungen sind jeweils hinreichend dafiir, dass ein Zentraler Grenzwertsatz
fiir (Xp)n>1 gilt:

(i) Alle Xy, k € N, haben die selbe Verteilung.
(ii) Ljapunov-Bedingung:

>0:a:=E [|X,3+6|} < oo Vk € N und En:ai =0 ((Var(Sn))T>
i=1

n—oo

& lim (Var(S,)" % Y E [\Xﬂzﬂ = 0.
j=1

(iii) Lindeberg-Bedingung:

Ve > 0 ¢ [Var (S,)] ! / S (dy) — 0,
; {plzevia@y . (o)

wobei F;(z) =P(X; <z),j € N.

Bemerkung 1.34

a) (i) = (i) = (i19).

b) Die Lindeberg-Bedingung stellt sicher, dass die individuellen Varianzen der X}, klein sind im
Vergleich zu ihrer Summe, denn (iit) impliziert, dass fiir gegebenes § > 0 ein N (0) existiert
mit der Eigenschaft

Ok

Vn>N(6):W

<oVk=1,...,n.

c) (i) = (iii) ist leicht einzusehen. Sind (X, )n>1 stochastisch unabhdingig und identisch verteilt,
so ist Var (Sy,) = no? (mit 0® = Var (X1)) und die linke Seite der Lindeberg-Bedingung wird
wmo? f{ly\zs\/ﬁo} Y2 F(dy) mit F(z) = P(X; < z).

Da X ein endliches zweites Moment besitzt und der Integrationsweg fiir n — oo verschwindet,

folgt die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung.

Beweis:

Beweis unter (i):

Sei ¢ die charakteristische Funktion von X /o, wobei o2 = Var (X1). Wir miissen zeigen, dass
n
w
L Z; X;j/(Vno) | 5 N(0,1).
‘]:
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Fiir fixes n ist die charakteristische Funktion von 37, X;/(/no) gegeben durch ¢ — " (
Es bleibt nach Lévy’schem Stetigkeitssatz (Satz[I.24) zu zeigen:

t t2
. nf U\ _ R -
nhm %) <\/ﬁ> = exp ( > ) punktweise fiir alle ¢ € R.

Da X, ein endliches zweites Moment besitzt, ist ¢ nach Satz zweimal stetig differenzierbar.

X1\° d?
— =1=——=p(t
(0> ] dt2<p()t:0
gilt somit fiir die Taylorentwicklung um 0, dass

cp<\/tﬁ>—1+0—;;+0( .

i

Wegen

E[Xi]=0= 5l

sowie E
dt

t=0

t t2\"
. . o L W =
Damit ist 7}1_{20@ <\/ﬁ> nh_}rgo (1 2n>
t? T\
= exp (—> ,daVx € R: lim (1 + —) = exp(z).
2 n—00 n

Der Beweis unter (i7i), der die Aussage unter (i7) impliziert, wird dhnlich gefiihrt und findet sich
in [Feller| (1971)), Theorem 1 in Abschnitt XV.6. [ |

Zur Gewinnung von prizisen Aussagen in der Statistik ist es liberdies niitzlich, dass unter der
Annahme der Existenz dritter Momente auch die (asymptotische) GroBenordnung der Differenz
der Verteilungsfunktion der standardisierten Summenstatistik und ® (der Verteilungsfunktion von

N (0, 1)) angegeben werden kann.

Satz 1.35 (Satz von Berry und Esséen)
Unter den Voraussetzungen von Satz sei F, die Verteilungsfunktion von S, /+/Var (Sy,),n €
N. Dann gilt

sup | (z) — ®()] < ZE [1X:[]

z€R (Var

Sind (X,,)n>1 stochastisch unabhdngig und identisch verteilt, so ergibt sich

6 1
sup |Fp(z) — ®(z)| < ———— E \Xl\?’ ~—.
zeR Jn(Var (X1))? [T vn
Beweis: Satz 4.2.10 in|Gaenssler and Stute|(1977). [ |

Zum Abschluss dieses Kapitels nun noch der sogannte "Hauptsatz der Statistik*.

Satz 1.36 (Glivenko-Cantelli)
Sei ((Xn1, -, Xnn))nen ein Dreiecksschema von zeilenweise stochastisch unabdngigen Zufalls-

variablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (S, A, P). Fiir jedes n € N seien also
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X1y Xpn stochastisch unabhdngig mit zugehorigen Verteilungsfunktionen Fy,1, . .., Fyy. Be-
zeichne Fp, =n= 13" | Fpin € N
Fiir jedes n € N sei G, : R — [0, 1], definiert durch G, (t) =n=1 Y, 1o (Xna) fiirt € R,
die sogenannte empirische Verteilungsfunktion von (an) j=1,...n-
Dann gilt:

sup |G (t) — Fr(t)] Pty 0 fiirn — oo.

teR
Ist insbesondere (X, )n>1 eine Folge von stochastisch unabhdngigen und identisch verteilten Zu-

fallsvariablen auf (2, A, P) mit Verteilungsfunktion F von X1, so gilt:

sup |G (t) — F(£)] =5 0 fiirn — o.
teR
Beweis: Theorem 3.2.1 in|Shorack and Wellner| (1986). |

Bemerkung 1.37

Fiir jedes fixe t € R folgt die (punktweise) P-fast sichere Konvergenz bereits aus dem starken Ge-
setz der grofien Zahlen, falls die (X p;)i=1,... n stochastisch unabhdngig und identisch verteilt sind.
Der allgemeine Fall wird bewiesen unter Anwendung des Prinzips der Quantilstransformation und

des Lemmas von Borel-Cantelli (Satz[I.31).
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Kapitel 2

Martingaltheorie

2.1 Allgemeine Definitionen und Eigenschaften

Definition 2.1

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Fy,)n>0 eine monoton wachsende Folge von Sub-
o-Algebren von F, d.h., Fy C F1 C ... C F; C ... C F. Dann heift (F,,)n>0 eine Filtration und
(@2, F, (Fn)n>0, P) ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum. Ferner setzen wir Foo 1= 0 ({U;>q Fi)-

Definition 2.2

Sei (0, F, (Fn)n>0,P) ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum und (Sy,)n>0 eine Folge von Zu-
fallsvariablen so, dass Sy, fiir alle n > 0 F,,-messbar ist. Dann nennt man (Sy,)n>0 adaptiert zu
(Fn)n>0 und schreibt abkiirzend (Sy,, Fr)n>0. WirdVn > 0: F, = o(So, ..., Sn) gesetzt, so heif3t
(Fn)n>0 die natiirliche Filtration zu (Sp)n>0.

Definition 2.3 (Martingal, Sub- und Supermartingal)
Sei (Sp, Fn)n>0 eine adaptierte Folge auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) mit E[|.S,|] <
oo fiir alle n > 0. Dann nennt man (Sy,, Fp,)n>0 €in
(i) Martingal: < E[S,,|F,] = S, Ym > n,
(ii) Submartingal: < E[Sy,|Fn] > Sp Ym > n,
(iii) Supermartingal: < E[S,,|F,] < S, Ym > n,

wobei die Relationen in (i) bis (iii) P-fast sicher gelten sollen.

Anmerkung:
(i) Martingale bleiben im bedingten Mittel gleich.
(i) Submartingale wachsen im bedingten Mittel.
(iii) Supermartingale fallen im bedingten Mittel.
(iv) Man kann sich die Folge (S,)n>0 etwa als Spielstand in einem Spiel mit vielen Runden

vorstellen.
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Beispiel 2.4

(a) Sei (Xp)n>1 eine iid-Folge von Zufallsvariablen mit X; € Li(Q2, F,P) und E[X1] = p. Sei
n

Fon=0(X1,.... Xpn)und So =0, S, = >, X;, n > 1.

i=1
Wir rechnen

E[Sm|Fal =E | > XilFu| +E| D Xi|F

1<i<n n+1<i<m

Nun ist S,, messbar bzgl. F, und damit ist E[ > X;|F,] = Sy. Andererseits ist X; L F, fiir
1<i<n
i>nunddamit E] Y,  X;|Fn] = (m —n)p, P - fast sicher.
n+1<i<m
Insgesamt erhalten wir also

E[Sm|Fn] = Sn + (m —n)p
und folglich ist

Martingal, falls 1w = 0,
(Sn, ]:n)nZO Submartingal, falls © > 0,
Supermartingal, falls p < 0.

(b) Sei X € Li(Q2, F,P) und (Fp)n>0 (irgend) eine Filtration auf (2, F). Definiere S, =
E[X|F,] Vn > 0. Dann liefert die Tower equation (siehe Satz 1.13.f)), dass

VYm > n : E[Sy|Fn] = E[E[X|F]|Fn] = E[X|F,] = Sh.
Somit ist (Sy,, Fn)n>0 ein Martingal.
Lemma 2.5

Eine adaptierte Folge (Sy, Fpn)n>0 C L1(Q, F,P) ist genau dann ein Martingal, wenn

E[Sps1|Fn] = Sn @.1)

P - fast sicher fiir alle n > 0 gilt. Analoge Bedingungen gelten fiir Sub- und Supermartingale.

Beweis: Es gelte (2.1) und es sei m > n. Wir rechnen

E[Sm‘]:n] = E[E[Sm‘fn”fmfl] = E[E[Sm|~7:m71“]:n]

Argumentation iterativ anwenden

—
(2R 1)

= E[Sp+1]|Fn] = Sn.
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Lemma 2.6
Sei (S, Fn)n>0 C L1(Q2, F,P) ein Submartingal und ¢ : R — R eine konvexe Funktion mit
po Sy € L1(Q,F,P) fiir alle n > 0. Dann gilt:

(i) Falls @ isoton ist, so ist (p(Sy), Fn)n>0 ebenfalls ein Submartingal.

(ii) Falls (Sn, Fn)n>0 ein Martingal ist, so ist (¢(Sy), Fn)n>0 Stets ein Submartingal.

Beweis: Setze T,, = ¢(.S,), n > 0. Dann gilt sowohl unter (i) als auch unter (ii), dass
Th = oSy <ElpoSuy1|Fn] = E[Thi1|Fn) (2.2)

ist. Die Behauptung folgt daraus mit Hilfe von Lemma 2.5. Die Giiltigkeit der Ungleichung in (2.2))
gilt unter Teil (i) wegen der Isotonie von ¢ und unter Teil (ii) wegen der Jensen’schen Ungleichung.
|

Korollar 2.7
Sei (Sn, Fn)n>0 eine adaptierte Folge.

(i) Falls (S, Fn)n>0 C Lp(Q, F,P) fiir 1 < p < oo ein Martingal ist, so ist (|Sp|P, Fpn)n>0
ein Submartingal.

(ii) Falls (Spn,Fn)n>0 ein Submartingal und ¢ € R eine vorgegebene Konstante ist, dann ist
(max(c, Sp), Fn)n>0 ebenfalls ein Submartingal. Wiihlen wir ¢ = 0, so ist insbesondere
(S;, Fu)n>0 ein Submartingal.

(iii) Falls (Sy, Fn)n>0 ein Supermartingal ist, so ist (S, , Fp)n>0 ein Submartingal, denn

(=Sn, Fn)n>0 ist ein Submartingal und S;; = max(—5S,,,0).

Beispiel 2.8

Gegeben sei eine Filtration (F,)n>0 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Wir betrach-
ten ein faires Spiel, d.h. ein Martingal (X, Fp)n>0, wobei X, — Xy, _1 den Nettogewinn pro einge-
setzter Geldeinheit in den n-ten Spielrunde angibt. Aus der Martingaleigenschaft von (X, Fp)n>0
sowie der Linearitit der bedingten Erwartung folgt E[X,, — X,,_1|Fn—1] = 0, n > 1, wobei
selbstverstandlich Xy := 0 gesetzt wird. Angenommen, es darf in der n-ten Spielrunde ein be-
liebiger (aber endlicher) Einsatz C, getitigt werden, nachdem man alle vorherigen Spielrunden
beobachtet hat (d.h., C,, ist F,,_1 - messbar).

Frage: Kann C,, so gewihlt werden (geschickte Spielstrategie!), dass man die Bank sprengt?

n
Losung: Bezeichne Y,, = > C;(X; — X;_1) den Gesamtgewinn bis nach Spielrunde n > 1.
i=1
Dann folgt unter den gemachten Annahmen, dass

E[Yn+1|fn] =Y, + E[Cn+1(Xn+1 - Xn)’]:n]
= Yn + Cn+1E[(Xn+1 - Xn)’]:n]

=Y, + Cn+1(Xn - Xn) =Y,
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fast sicher, egal, welche Einsatzstrategie verfolgt wird. Man kann also keine Strategie angeben,

um im jeweils ndachsten Spiel den Gewinn im bedingten Mittel zu steigern.

2.2 Stoppzeiten

Definition 2.9
Sei (2, F, (Fn)n>0, P) ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann nennt man eine Abbildung

7: 0 — NoU{oo}

mit der Eigenschaft
{r=n}eF, V/neNy (2.3)
eine Stoppzeit zur Filtration (Fy,)n>0.

Bemerkung 2.10
Die Eigenschaft (2.3)) ist dquivalent zu

Vn e N: {1 <n} € F,, (2.4)

siehe Ubungsaufgabe.

Lemma 2.11
Sei (T1,)>1 eine Folge von Stoppzeiten zur Filtration (Fy,)n>0, dann sind inf1 Tk, SUP Tk, lim>ilnf Tk
E>1

und lim sup 1, ebenfalls Stoppzeiten zu (Fp,)n>0.
k>1

Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

Beispiel 2.12

Sei (Fpn)n>0 eine Filtration beziiglich (2, F) und (Sy,)n>0 eine adaptierte Folge reellwertiger
Zufallsvariablen.

(a) Die konstante Zufallsvariable T = m, m € N, ist eine Stoppzeit zu (Fp)n>0.

(b) Fiir jede Borelmenge B € B(R) ist die Ersteintrittszeit der Folge (Sy)n>0 in B, d.h.

g = inf{n € Ny : S,, € B},
eine Stoppzeit zu (Fp,)n>0.

Beweis:
zu@):{tr=m}=Q,{r=m'} =0,Vm’' # m.
zu(b): {tp =n}={S ¢ B}N..N{S,—1 ¢ B} N{S, € B}. Definierende Eigenschaften von

Filtrationen liefern das Ergebnis. |
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Definition 2.13
Sei T eine Stoppzeit bzgl. der Filtration (Fy,)n>0 auf (2, F). Dann wird durch

Fr={Ae FlAn{r <n} € F, Vn e Ny}

die o-Algebra der T-Vergangenheit definiert.

Bemerkung 2.14

(a) Angenommen, F,, = o(Sy, ..., Sy) fiir eine Folge von Zufallsvariablen (Sy,)n>0 auf (Q, F).
Dann bedeutet A € F. heuristisch, dass man aus der Kenntnis von Sp(w), ..., Sy (w) bereits
erschliefien kann, ob w € A ist oder nicht.

(b) Es gilt stets F; C Foo und 7 ist F.-messbar.

Lemma 2.15

Seien T, T zwei Stoppzeiten zur Filtration (F,)n>0 auf (Q, F). Dann gilt:
(i) Die Mengen {T1 < 72}, {11 = 72} und {m1 < 12} sind in F;, und in F-,.
(ii) VA € Fri: AN{m < 1o} € F,.

(iii) 11 < 10 = Fr, C Fp.

Beweis:

zu (1): Sei n > 0 beliebig. Dann gilt:

n
{rn<nin{n<n} = U{ﬁ < To,Ti =1}
i=0

= Jli<nin{n =i}
=0
= Um<itn{n=i}eF.
=0
Ferner gilt

n
{7‘1 < 7'2} N {7’2 < n} = U{Tl < T9, Ty = Z}
=1

n

= Un<itn{n=1i}

=1
n i—1

= U U{Tl :j} ﬂ{TQZi}an.
i=1 \j=0

Hieraus folgt, dass {71 < m} € F,, i = 1,2. Fir die anderen beiden Mengen rechnet man

analog.
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zu (ii): Seien A € F;, und n € Ny beliebig vorgegeben. Dann gilt:

n

An{n <nin{n<n}=JAn{n <i})n{n =i} € F.

i=0
zu (iii): Folgt sofort aus (ii) mit {7 < 12} = Q. ]
Lemma 2.16
Seien T, (i) ;>1 Stoppzeiten zur Filtration (Fy)n>0 auf (2, F) mit 1y, | 7. Dann ist Fr = () F,.

k>1

Beweis: Aufgrund von Lemma [2.15|gilt fiir alle £ € N, dass 7 C F,, € F, | C ... C Fr,.

Alsoist Fr C () F,.
k>1

Sei jetzt A € () Fr, und ¢ € N. Wir beachten zunichst, dass {7 < ¢} = |J {7 < ¢}. Damit

folgt aber, das:i}ﬂ {r <} = U (An{m < {}) € Fy. Dies impliziert, d;szslA € Fr. [ |
kle

Lemma 2.17

Sei (Sy, Fn)n>0 eine adaptierte Folge und T eine endliche Stoppzeit, d.h. P(T < c0) = 1. Dann
ist Sy, also der Wert des zum Zeitpunkt T gestoppten Prozesses, P-fast sicher wohldefiniert und

Fr-messbar.

Beweis: Sei x € Rund n € Ny beliebig. Dann gilt:

{S- <az}n{r<n}=J{Sk<z}n{r =k}

Da Fi, C F,, Vk < n folgt damit die Behauptung aus der Definition von F.. |

Lemma 2.18
Sei X € L1(Q,F,P) und T eine Stoppzeit zu einer Filtration (F,)n>0 auf (Q, F). Dann gilt
P-fast sicher fiir alle n > 0, dass

1,(7)E[X|F;] = 1.(7)E[X|Fp). (2.5)

Beweis: Wir miissen die charakterisierende Integralgleichnung iiber F--Mengen verifizieren. Sei

also I' € F,. Wir rechnen:

F
— / 1,(7)XdP = / XdP. (2.6)
F



Wir beachten, dass F' N {7 = n} € F,,. Damit ist die rechte Seite von (2.6) gleich

/ IEJ[X]-'n]dIP’:/ln(T)E[XU-'n]dIP).
Fn{r=n} F

Satz 2.19

Sei X € L1(S2, F,P) und T eine endliche Stoppzeit zu einer Filtration (F)n>0 auf (2, F). Dann
wird durch S, := E[X|F,] ein Martingal definiert, vgl. Beispiel 2.4/(b). Nach Lemma gilt
fiir dieses Martingal P-fast sicher, dass S; = E[X |F;] ist.

Definition 2.20
Ein Martingal (Sy, Fpn)n>0 heifst reguliir, falls ein X € L1(Q2, F,P) existiert mit S,, = E[X|F,],
n € Ny.

2.3 Stoppsitze

Wir interpretieren Stoppzeiten (insbesondere: Ersteintrittszeiten) als Spiel- bzw. Handelsstrate-
gien. Ziel ist es nun, verschiedene Strategien hinsichtlich ihrer (zu erwartenden) ,,Qualitdt” zu
vergleichen und damit optimale Strategien zu finden. Stoppsitze liefern Ergebnisse zum Vergleich

von Stoppzeiten.

Satz 2.21
Sei (S, Fn)i<n<n, N € N, ein Supermartingal mit endlichem Zeithorizont und T, o zwei Stopp-

zeiten bzgl. der Filtration (Fy,)1<n<n auf (Q, F,P). Dann gilt P-fast sicher, dass
1{.,.20}50 > I{TEU}E[ST‘.FJ] ist. 2.7

Bemerkung 2.22
Setzen wir o = 1, so liefert[2.7} dass

Sl > E[Sq—u:l] = E[Sl] > E[E[ST|}—1H = E[ST]

Das bedeutet, dass jedes gestoppte Supermartingal (egal nach welcher Strategie 7!) mit endlichem

Zeithorizont im Mittel kleiner wird als das Mittel von S.

Beweis von Satz 2.21. Wir beachten zunéchst, dass

N N
EIS ) =3 / SuldP < 3 E[IS,]] < o0
n=1 n=1
{r=n}
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N
nach Definition 2.3. Also ist S integrierbar. Ferner ist 17,5, = > 1ir>n, g=n)- Damit gentigt
> =tz

es zu zeigen, dass
1{7—Zn7 o:n}Sn > 1{72n, U:TL}E[ST‘FU] = 1{7’2n, a:n}E[ST“’rn]

(siehe Lemma 2.18) fiir alle 1 < n < N zutrifft. Sei also n beliebig, aber fest und A € F,,. Wir

miissen verifizieren, dass

/]_{,,_>n7 g:n}Snd]P)Z /1{7—>n7 U:n}E[ST’fn]dP: /1{T>n, U:n}STdP ist.
A A A

Wir rechnen

(S — S,)dP = / (S — Sp)dP + / (S — S.)dP

An{r>n, o=n} An{r=n, o=n} An{r>n, o=n}

- / (S, — S,)dP

An{r>n+1, o=n}

Y

(E[Sns1]Fn] — Sr)dP 2.8)

An{r>n+1, o=n}

wegen der Supermartingaleigenschaft.
Beachte nun, dass {7 > n+ 1} = {7 <n}¢undsomit AN{r >n+1, o=n}eF,ist
Danmit ist die rechte Seite von (2.8)) gleich

(Sni1 — Sy)dP.

An{r>n+1, o=n}

Insgesamt ist also

(S — S.)dP > / (Sns1 — Sp)dP.

An{r>n, o=n} An{r>n+1, o=n}

Iterative Anwendung dieser Argumentation fiihrt zu
(S, — S.)dP > / (Sw — S.)dP = 0,

An{r>n, o=n} AN{T=N, o=n}

was den Beweis komplettiert.
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Korollar 2.23
Sei (Sp, Fn)i<n<n mit N € N ein Supermartingal mit endlichem Zeithorizont und 7,0 zwei

Stoppzeiten bzgl. der Filtration (Fy,)1<n<nN auf (2, F,P) mit der Eigenschaft T > o. Dann gilt
B[S1] > E[S,] > E[S,] > E[Sy].

Bemerkung 2.24
Handelt es sich bei (Sy,, Fr)1<n<n um ein Martingal bzw. Submartingal, so bleiben die Aussagen

richtig, wenn ,,>“ durch ,,= “ bzw. ,, <* ersetzt wird.

Anwendung 2.25 (Maximalungleichung)
Sei (Sn,Fn)i<n<n, N € N, ein Submartingal mit endlichem Zeithorizont auf (2, F,PP) und
€ > 0. Dann gelten:

> < < +
eP(max Sn>e) < /) SndP < E[Sy], 2.9)
{lénnang Sp>e}
eP( min S, < —¢) < -E[S]+ / Sy dP. (2.10)
1<n<N

in S >_
{1;111%\7 n>—c}

Beweis: Zum Nachweis von (2.9) definiere

min{n < N|S,, > ¢}, falls{n < N|S, >e} #0

N, sonst.

Dann ist 7 eine Stoppzeit und wir erhalten aus Korollar[2.23] dass

E[Sn] > E[S/]
_ / S, dP + / S.dP
{1gla§XN Sp>e} {1gla§xN Sn<e}

> 5P(11<r51<XN Sp>e)+ / SndP.

{1gla§XN Sn<e}
Also ist

eP( max S, >¢) <E[Sn] — / SndP = / SndP

1<n<N
{ max Sp<e} { max_Sp>e}
1<n<N 1<n<N
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wie gewiinscht.

Die zweite Ungleichung (2.10) folgt durch analoge Rechnung mit Hilfe von

min{n < N|S,, < —¢}, falls{n < N|S, < —} #0

N, sonst
unter Beachtung von E[S1] < E[S;]. [ |

Korollar 2.26 (Kolmogoroff’sche Ungleichung)

Sei (Sn, Fn)i<n<n, N € N, ein Martingal mit endlichem Zeithorizont auf (2, F,IP) und ¢ > 0.
Ferner sei (Sp)1<n<n C Lo(Q, F,P). Dann ist nach Korollar(i) die Folge (S2, Fn)i<n<N
ein Submartingal und es folgt aus Anwendung [2.25] dass

> ) < e 2E[S%].
P(lglnang\Sn\ >¢e) <e “E[S%]

Beispiel 2.27

Sei (X;)i>1 eine iid. Folge mit E[X1] = 0 und Var(X1) = 0% < oo, und sei¥1 < n < N :
Sn = i X;. Nach Beispielﬁ(a) ist (Sn)1<n<nN ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration.
Die Koll:nlwgoroﬁr ’sche Ungleichung liefert nun

No?2
P >e) < ——
(max |S.] > ) < =5,

wéhrend die Tschebyscheff’sche Ungleichung nur

No?

P(Sn] 2 €) <

liefert.

Satz 2.28 (Transformation durch Stoppzeiten)
Sei (Sn, Fn)n>1 C L1(Q, F,P) ein (Super-) Martingal und T eine Stoppzeit. Dann wird durch

Sn = Sran, n2>1
der bei T gestoppte Prozess definiert und es gilt:
(S'n, Fn)n>1 ist ein (Super-) Martingal.

Beweis: Wir beachten, dass fiir jedes n > 1 die Zufallsvariable 7 A n eine endliche Stoppzeit ist.
Nach Lemmaist S’n damit messbar bzgl. F;,,. Aus der Definition von JF; ,, folgt aber direkt,
dass Frnn C F,. Also ist (S’n)nzl adaptiert zu (Fy,)p>1.

Nehmen wir nun an, dass (S, F,,)n>1 ein Supermartingal ist, und sei m > n. Dannist 7 A n <

7 A m und wir erhalten aus Satz[2.21] dass

Sy = Srnn > B[S aml|Fran] = E[Sm|Fran). 2.11)
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Nach Lemma (iii) folgt aus 7 A n < 7 Am, dass Frap C Fram. Also besagt (2.11)), dass
(S'n,}}/\n)nzl wieder ein Supermartingal auf (€2, F,P) ist. Wir betrachten indes die Filtration
(Fn)n>1.

Dazu beachten wir folgende Fallunterscheidung.

1. Fall: 7 > n: In diesem Fall gilt 7 A n = n und Lemma@liefcrt
1y (7 A n)E[Sin| Frpn] = 1n(7 A n)E[Sp| Fr].
Zusammen mit (2.11)) ist in diesem Fall also
LionySn = 1o E[Sm] Fo).

2. Fall: 7 = k < n: In diesem Fall gilt 1;(7 A n)S, = 1,(7)S, und

14(7 An)E[Sim|Fn] = 15(7)E[Spn | Fn]
= 14(7)E[14(T) 5| Fu]
= 14(7)E[Sk|Fn]
= 1i(7) Sk

N

= 1x(7 An)S, P — fastsicher.
Fassen wir beide Fille zusammen, so gilt also fiir m > n, dass
Sp > B[Sy | Fn)-
Der Martingalfall wird analog bewiesen. |

Bemerkung 2.29
Falls (Sp, Fn)n>1 ein Submartingal ist, so ist (—Sy,, Fp)n>1 ein Supermartingal. Daher gilt Satz
auch fiir Submartingale.

Satz 2.30
Sei (Sp, Fn)n>1 C L1(Q, F,P) ein (Super-) Martingal und T eine Stoppzeit. Ferner sei eine der
folgenden drei Bedingungen erfiillt.

(i) Esgibtein N € NmitP(t < N) = 1.
(ii) P(1 < 00) = lund 3K > 0:|S,| < K fiir allen > 1.
(iii) E[r] < cound 3K >0 :|S,, — Sp—1| < K fiir alle n > 2.
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Dann gilt, dass

E[S:] = (<) E[S1]

ist, falls (Sy, Fn) ein Martingal (Supermartingal) ist.
Beweis: Sei (S, Fp,)n>1 ein Supermartingal. Dann ist
Vn € N:E[S;nn, —S1] <0 (2.12)

wegen Korollar (endlicher Zeithorizont).

Teil (i) folgt sofort aus (2.12)) unter Beachtung von 7 = 7 A N P-fast sicher.

Zum Nachweis von Teil (ii) beachten wir |S,,| < K ¥n € N = E[|S;a,|] < K. Ferner folgt aus
P(r < 00) = 1, dass S;pp, — Sr P-fast sicher fiir n — oo. Daraus folgt E[S;r,] — E[S;] fiir
n — oo. Zusammen mit (2.12) ergibt sich die Behauptung.

Teil (iii) ist eine Ubungsaufgabe. |

Beispiel 2.31 (Petersburger Paradoxon)

Wir betrachten das Roulette mit der sogenannten Verdopplungsstrategie. Angenommen, wir setzen
stets auf Rot. Bei Gewinn erhalten wir dann den doppelten Einsatz. Wir starten die Spielserie mit
1 Euro Einsatz. Falls wir verlieren, verdoppeln wir den Einsatz. Gewinnen wir jetzt (in Spielrunde
2), so erhalten wir 2 - 2 = 4 Euro. Unser Gewinn ist damit 4 — (1 + 2) = 1 Euro. Leicht
rechnet man induktiv nach, dass dies fiir jede beliebige Spielrunde n richtig bleibt, wenn wir
die Verdopplungsstrategie konsequent beibehalten. Gewinnen wir ndmlich in Spielrunde n, so ist

unser Gesamtgewinn gegeben durch

n—1 n_li n 12" n n
2.9 —22:2 —ﬁ:2 +1-2"=1.
1=0

Fragen:
1. Wie viele Spielrunden braucht man im Mittel bis zum Gewinn?
2. Wie viel Einsatzkapital ist im Mittel bis zum Gewinn erforderlich?

Nehmen wir dazu vereinfachend an, dass P(Rot) = 1/2 in jeder Spielrunde gelte. Betrachte die
iid. Folge (Xy,)n>1 mit Xy, = 14y, _ieq Spiel verloren}- S€1 Fn = 0 (X1, ..., Xp), n > 1, und definiere
den gesamten verlorenen Einsatz bis nach der n-ten Spielrunde vermittels

n

Sn =Y 27X,

i=1
sowie die Stoppzeit 7 = inf{n € N: X,, = 0}.
Fiir alle n € N gilt, dass wir im Falle 7 = n einen Euro gewinnen. Ferner ist (S,,, F,,),>1 ein

Submartingal, denn
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E[Sn+1|~7:n] = E[Sn + 2an+1’-7'-n]
=S, +2"E[Xp+1]

=S, +2"1>5,.

Antwort auf Frage 1):

Antwort auf Frage 2):

n>1 \4=0
2" —1
= 2_n =
> gy =t
n>1

2.4 Martingalkonvergenzsitze

Definition 2.32

Seien aq, ..., a, und a < b reelle Zahlen. Dann heif3t
Ula,b :=sup{m|31 <i; < ...<igm <m: VI<A<m: a4, , <a, a;,, >b}

die Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen des Intervalls [a,b] durch ay, ..., ay,.
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Abbildung 2.33

ai0

® a15

[
/aG a1
b 1

a2 aio
[

as as

] / . /

ajg 414
aq a9 )

Hier ist Ula, b] = m = 3. Wihle hierzu etwa iy = 4, is = 6, i3 = 9, iqy = 10, i5 = 14, ig =
15.

Lemma 2.34
Sei (Sp,Fn)i<n<n, N € N, ein Submartingal mit endlichem Zeithorizont auf (2, F,P). Be-
zeichne U |a, b] die zufiillige Anzahl der aufsteigenden Uberquerungen eines Intervalls |a, b] durch

S1,...,SN. Dann gilt die Ungleichungskette

(b—a)E[Ula,b]] <E[Sy — a] (2.13)
<E[(Sy —a)"]
< E[Sf] + |al.

Beweis: Fiir festes w € 2 ermittelt man (U]a, b])(w) nach dem folgenden Auszihlverfahren:
Suche den kleinsten Index 1 < ¢ < N mit S; < a, anschlieBend den néchst groferen Index j > ¢

mit S; > b, usw. Uber dieses Auszihlverfahren definieren wir eine Folge von Stoppzeiten:
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min{l<n<N: S, <a}, fals{l1<n<N:S,<a}#0
T =
N, sonst
min{r; <n<N: S,>b}, fals{ry <n<N: S, >b}#0
T2 =
N, sonst
min{7ry,-2 <n < N: S, <a}, falls{r,2<n<N:S,<a}#0
T2m—1 =
N, sonst
min{7g,—1 <n < N: S, >b}, falls{rom-1 <n<N:S,>b}#0
T2m =

N, sonst

usw.
Im Folgenden kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass S,, > afiiralle 1 < n < N ist, denn ansonsten
konnen wir zum Submartingal 7,, = max(.Sy, a) tibergehen, vgl. Korollar (ii).

Offensichtlich ist 0 = 79 < 71 < ... < N < oo eine wachsende Folge von Stoppzeiten zu
(Fn)i<n<n. Damit ist, gemif Bemerkung- Fn)o<n<n wieder ein Submartingal, wobei

wir Sy := a, S = S5, setzen. Ferner gilt

N-
Sy =S = Z Spi1 —
k=0

= Z (Sok — Sop—1) + Z (Sopt1 — Sox)
k:0<2k<N k:0<2k<N—1
=: Lin+ 1IN
Aus der Wahl der Stoppzeiten erhalten wir, dass

Il,N > (b - a)U[a, b]

ist. Aus der Submartingaleigenschaft von (S, Fy,)o<n<n folgt zudem E[S,, . — Sy) > 0 fiir

alle Summanden von /3 x und damit E[I2,n] > 0. Zusammengenommen ergibt sich
E[Sy —a] = E[I1 n] + E[I2 n] > (b — a)E[U]a, b]], also (2.13).
Der Rest der Ungleichungskette folgt aus der Definition des Positivteils einer Funktion. |
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Satz 2.35 (Martingalkonvergenzsatz von Doob)
Sei (Sy,, Fn)n>1 ein Submartingal auf (2, F,P) mit der Eigenschaft

sup E[SF] < K < oc. (2.14)

n>1

Dann existiert eine Zufallsvariable So, € L1(Q), F,P) mit S, — Soo P - fast sicher.
Beweis: Definiere

A:={w e Q: liminf S, (w) = limsup S, (w)} = {liminf S,, = limsup S, }.
n—oo n—oo

n—oo n—oo

Es geniigt zu zeigen: P(A) = 1.

Seien dazu a,b € R mit a < b beliebig ausgewihlt und sei

A(a,b) := {lin_1>inf Sp < a <b<limsupSy,}.

n—o0

Offenbar gilt fiir jedes w € A(a, b), dass Ula, b](w) = oo. Daraus folgt aber, dass

oo, falls P(A(a,b)) >0,
E[1{A(a,b)}Ula,b]] = (2.15)
0, fallsP(A(a,b))=0.

Nun liefert aber Lemma|[2.34] dass

E[S+ K
E[1{A(a, b)}U[a, b]] < E[U]a, )] < sup mion T1all K tlal
n>1 b—a b—a

Zusammen mit (2.15)) folgen wir, dass P(A(a,b)) = 0 fiir alle a < b. Also ist

P(A°) = P(liminfS, < limsupSy,)

n—o0 n—00

= P U A

a,beQ:a<b

> P(A(a,b) =0

a,beQ:a<b

IN

und damit P(A) = 1. Folglich existiert eine Zufallsvariable So, mit S,, — So, [P-fast sicher fiir
n — oo.

Zum Nachweis , dass So € L1(Q2, F,P) ist, rechnen wir

E[|Ssc|] = Elim inf [S, ] < lim inf E[|S,]]
n—oo n—o0
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nach dem Lemma von Fatou aus der Maf3theorie.
Beachte schlieBlich, dass |S,| = 25,7 — S, und damit E[|S,,|] = 2E[S,f] — E[S,] < 2K — E[S]
fiir alle n € N. [ |

Abschliefend charakterisieren wir im Martingal-Fall noch die Zufallsvariable S, néher.
Ziel dabei:
Vn >1: S, = E[Sx|Fn] P - fast sicher.

Dies fiihrt aber nach Definition auf die Untersuchung der Regularitit von (S, Fp)n>1-

Wir werden sehen, dass dazu die Eigenschaft der gleichgradigen Integrierbarkeit entscheidend ist.

Erinnerung 2.36
SeiH C L1(92, F,P) eine Menge integrierbarer Funktionen. Dann nennt man H gleichgradig integrierbar,
falls gilt:

Ve>0: dK=K() >0: sup / | X|dP < e.
XeH
{IX[>K}

Beispiel 2.37

a) Sei X € Li1(Q, F,P). Dann ist H = {X} gleichgradig integrierbar. Betrachte dazu die
Folge X,, := |X|1{|X\2n}’ n > 1. Offenbar konvergiert X,, — 0P - fast sicher fiir n — oo.
Ferner besitzt { X, fnen in | X| eine integrierbare Majorante. Daher folgt mit majorisierter

Konvergenz, dass

lim / [X|dP = lim XndIP:/ lim X,,dP = 0.

n—00 n—00
{IX[>K}

Demnach gilt nach Definition des Grenzwertes, dass
Ve >0 3In(e): / | X |dP < e,
{IX>n(e)}

also die gleichgradige Integrierbarkeit von H.

b) Sei (22, F,P) = ([0,1], B([0, 1]), A) mit dem Lebesguemay (stetige Gleichverteilung) \, und
H = {Xn n > 1} mit Xn = n1[071/n].

Dann ist H C L1(Q, F,P), denn
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Allerdings ist H nicht gleichgradig integrierbar. Sei ndmlich K > ( eine beliebige Kon-

stante. Wir rechnen:

| X |dP =n / lj1/ndA =n / Lio,1/ndA

{IXn|>K} {Lj0,1/n)>K/n} {n>K}
= / nd\ = / nd\ — / n d\
{n>K1}N[0,1/n] [0,1/n] {n<K}N[0,1/n]
>1- / Kir=1-5%
n
[0,1/n]
Also ist

sup / | X |dP =1
n>1
{IXn|>K}

fiir alle K > 0 und somit H nicht gleichgradig integrierbar.
Lemma 2.38
Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und H C L1 (2, F,P) eine Menge integrierbarer Zu-
fallsvariablen. Dann ist H gleichgradig integrierbar; falls eine der beiden folgenden Bedingungen
erfiillt ist.

(i) M ist beschrinkt in L,(Q2, F,P) fiir ein p > 1. Das heifst, 3A > 0 mit sup E[|X|P] < A.

XeH
(ii) Es gibt eine Zufallsvariable Y € L1 (2, F,P) mit sup | X (w)| <Y (w) Vw € Q.
XeH
Beweis:
zu (1):

Sei K > 0 beliebig. Dann ist

sup / |X|dP < sup / K'7P| X7 X |dP
XeH XeH
{IX[>K} {IX[>K}
= sup / K'"P|X|PdP
XeH
{IX|>K}
< K''P4A -0, K — .

zu (ii):
Folgt aus Beispiel a) unter Beachtung von

sup / | X |dP < / |Y'|dP.
XeH
{IX[>K} {IY|>K}
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Satz 2.39 (Satz 6.4.13 in|Gaenssler and Stute| (1977))
Sei (Sp, Fn)n>1 ein Martingal auf (Y, F,P). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) H ={S, : n > 1} ist gleichgradig integrierbar.
(ii) IS € L1(Q, F,P) mit S,, — So P - fast sicher und im Mittel, n — co.
(iii) H = {Sn : n > 1} ist regulir.

Korollar 2.40
Sei (Fp)n>1 eine Filtration auf (2, F,P) und X € Li(Q, F,P) eine Zufallsvariable. Dann ist
(S, Fn)n>1 mit

VYneN: S, :=E[X|F,]

ein reguldres Martingal mit Soo = E[X | F].

2.5 Anwendungen der Martingaltheorie

2.5.1 Kolmogoroff’sches 0-1 Gesetz

Erinnerung 2.41
Sei (X,)n>1 eine Folge von stochastisch unabhdngigen Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A,P). Dann heif3t

T:=()o({Xm}:m>n)
n=1

die terminale o - Algebra zu (X,,),>1 und jedes A € T ein terminales Ereignis.

Beispielweise ist
A:={w € Q:liminf X, (w) = limsup X, (w)}
n—oo

n—oo

ein terminales Ereignis.

Satz 2.42 (siche Satz[1.29)
Unter der Voraussetzungen von Erinnerung giltVA e T :P(A) € {0,1}.

Beweis: (mit Martingalargumenten)

Sei A € T beliebig vorgegeben. Damit liegt A in (X, 41, Xp42, ...). Diese o - Algebra ist aber
unabhingig von F,, = o(Xy,..., X;,) wegen der stochastischen Unabhingigkeit der (X,),>1.
Also ist P - fast sicher

P(A) = E[14] = E[14|F]. (2.16)
Nach Korollar 2.40] wissen wir, dass

Sp = E[14|F,], n>1,
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ein reguldres Martingal ist, das gegen
Soo = E[l A’]:oo]

konvergiert. Wegen (2.16)) ist aber S,, = P(A) und damit folgt P(A) = E[1 4|F~]. Nach Defini-
tion von F ist jedes X, messbar beziiglich F. Also gilt Vn > 1 : 0(X,41, Xn12,-..) € Foo
und damit 7 C F.

Demnach ist E[1 4| Fo] = 14 P-fast sicher nach Satz[1.13]d). Insgesamt erhalten wir P(A) = 14.

Indikatorvariablen konnen aber nur die Werte Null oder Eins annehmen. [ |

2.5.2 Starkes Gesetz der grolen Zahlen

Definition 2.43

Sei (Sy)n>1 eine Folge von integrierbaren Zufallsvariablen auf (2, F,P). Ferner sei (Fp)n>1
eine monoton fallende Folge von o-Algebren auf 2 mit F,, C F VYn > 1 derart, dass S,
Vn € N F,-messbar ist. Falls dann ¥n > 1: E[S,_1|F,] = Sy ist, so nennt man (S, F,)

ein reverses Martingal bzw. ein Riickwdrtsmartingal.

Bemerkung 2.44

Weihlt man als Indexmenge eines Martingals (Sy,, Fy,) nicht N sondern —N, und setzt man sodann
S, = S_,, und F,, := F_p, so ist (Sn, ﬁn)nzl ein reverses Martingal.

Deswegen gelten der Martingalkonvergenzsatz[2.35|sowie Satz[2.39 entsprechend fiir reverse Mar-
tingale. Analoges gilt fiir Sub- und Supermartingale.

Korollar 2.45 (zu Satz[2.39)
Jedes Riickwirtsmartingal (Sy, Fpn)n>1 auf (2, F,P) konvergiert P-fast sicher und im Mittel ge-
gen Soo = E[S1] () Fnl-

n>1
Satz 2.46 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen)
Sei (Xp)n>1 C L1(Q2, F,P) eine Folge stochastisch unabhdngiger und identisch verteilter Zu-
fallsvariablen. Dann gilt

n
X, =n""! ZXi — u:=E[X4] Pfs.,n — co.
=1

Beweis: (mit Hilfe des Martingalkonvergenzsatzes)
n

Sei Sy, := > X;und Fy, := 0(Sn, Xpt1, Xnyo, ...) fiirn € N. Offenbar ist S,, messbar bzgl. F,,,
i=1

und (]—'n)nzzl ist fallend, d.h. F,, 11 C F,. Letzteres sieht man dadurch, dass S,,11 = Sy, + Xn11
ist und die rechte Seite JF,,-messbar ist. Damit sind alle Zufallsvariablen, die F,, 1 erzeugen, J,-
messbar und somit F,, 11 C Fp. Da (X;)1<i<n L (Xk)ksn ist, gilt V1 < i < n : E[X;|F,] =
E[X;|Sn].
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Ferner ist aus Symmetriegriinden

V1 <i <n:E[X;|S,] = E[X1]S.]. (.17
Folglich ist
nE[X1|Fn] = nE[X1]S,] = Z (X)) ZX|S]
e -
und damit
VneN: V1<i<n: E[X;|F)= X, (2.18)

Betrachte nun die adaptierte Folge (X,,, F,,)n>1. Wie bereits gesehen ist (F,),>1 monoton fal-

lend. Ferner gilt fiir alle m < n:

m

i=1

S\H

m
Also ist (X'n, Fn)n>1 ein reverses Martingal. Damit gilt nach Korollar , dass

X, = Xo P-fs. firn — co.

Bleibt zu zeigen: X, =y [P-fast sicher.

Betrachten wir dazu die Verteilungsfunktion von X .. Es gilt

P(Xo < z) =P(limsup X,, <), =z €R.

n—oo

Nun ist aber nach Korollar [1.30| der Cesaro-Limes lim supn ! Z X; P - fast sicher konstant,
n—oo =1

sagen wir gleich zy € R. Da x( eine Konstante ist, muss xy = E[X ] sein.

SchlieBlich folgern wir

vo = E[Xoo] =E |E[Xy| (] Fl | = E[X1] = p

n>1
Anmerkung:
Korollar 2.43|liefert dariiber hinaus, dass

/|Xn—;z|dIP’—>0, n — 00.
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2.5.3 Die Gleichungen von Wald

Erinnerung 2.47
Seien (X;)1<i<n iid. Zufallsvariablen auf (Q, F,P) mit E[X1] = p und Var(X1) = 0? < oo.
n
Definiere Sy, := > X;. Dann gilt
i=1

E[S,] = nu und Var(S,) = no>.

Ziel: Analoge Ergebnisse fiir eine zufillige Anzahl an Summanden. Dies hat wichtige Anwendun-

gen in der Sequentialstatistik.

Satz 2.48 (1. Wald’sche Gleichung)

Sei (Xp)n>1 C L1(Q, F,P) eine Folge von iid. Zufallsvariablen mit X, > 0 und E[X;] = p.
n

Bezeichne ¥n € N : S, := > X;, F, := o0(X1,..., Xy), und sei T eine Stoppzeit beziiglich

=1
(-Fn)nZL
Dann gilt:

wobei beide Seiten gleich 400 sein konnen.

Beweis: Fiirn > 1 setze S,/l := S, —nu. Dann ist nach Beispiel(a) die Folge (S;L, Fn)n>1 ein
Martingal. Dariiber hinaus ist gemil Satz (Transformation durch Stoppzeiten) auch (S; An> Fn)n>1
ein Martingal. Es gilt daher:

E[S:nn] = E[S-a1] = E[S1] = 0.
Nun ist aber nach Definition

/

E[S;nn] = E[Sran] — pE[T An] = VYn > 1: E[S:an] = pE[T An].

Lasst man nun n — oo laufen ergibt sich das Ergebnis aus dem Satz von der monotonen Konver-

genz. |

Korollar 2.49

Sei (Xp)n>1 wie in Satz Jedoch nicht zwingend nicht-negativ. Sei ferner T eine Stoppzeit
beziiglich der natiirlichen Filtration von (X;,)n>1 mit E[7] < co. Dann ist E[|S;|] < oo und es
gilt

Beweis: Dass S; € L;(Q, F,P) ist verifiziert man durch

T

Z |Xi’] = E[7]E[|X1]] < o0

=1

E[|lS-] <E
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nach 1. Wald’scher Gleichung.
Der Rest ergibt sich durch die Zerlegung Vi > 1: X; = X ;r — X, und separate Anwendung von
Satz[2.48 [ |

Satz 2.50 (2. Wald’sche Gleichung)

Sei (Xp)n>1 eine iid. - Folge von Zufallsvariablen aus Lo(S), F,P) mit E[X1] = 0 (0.B.d.A.)
und E[X?] = o2 Seien ferner S, und F,, definiert wie in Satz und sei T eine Stoppzeit zur
Filtration (F,)n>1 mit E[T] < co. Dann ist

E[S?] = E[r]o?.

Beweis: Folgt aus Korollar durch Ubergang von X; zu X2, i > 1. Fiir Details siche Bauer;
(2002)), Satz 17.7. [ |

Anwendung 2.51 (Elementares Erneuerungstheorem)

Bezeichne X1 die (zufiillige) Wartezeit bis zum ersten Ausfall eines Bauteils, welches dann sofort
erneuert wird. Die Wartezeit nach den ersten Ausfall bis zum zweiten Ausfall werde durch die
Zufallsvariable X9 beschrieben, usw.

Annahme: (X,,)nen bildet eine iid. - Folge von Zufallsvariablen aus L1 (2, F,P) mit E[X1] = p.
Der Wert i stellt somit die mittlere Wartezeit zwischen zwei Ausfillen des Bauteils dar. Sei ferner
S =3 X

Uns ir:t:elressiert die (zufillige) Anzahl der notwendigen Erneuerungen des Bauteils bis zum Zeit-
punkt t.

Fassen wir diese Anzahl als Funktion von t auf, so ergibt sich ein zeitstetiger stochastischer Pro-

zess

N!QXR+ — N()

(w,t) = N(w,t)=|{n: Sp(w) <t}
Falls 0 < p < oo ist, so gilt

— = —, t—o0.
t Iz
Beweis: Wir definieren fiir gegebenes ¢ > 0 die Stoppzeit 7, := inf{n > 1: S,, > t} beziiglich
der natiirlichen Filtration. Offenbar ist N (-,t) = 7, — 1.

Geniigt zu zeigen:

E[Tt] 1
— = —, t — o0.
t 2

Aus der Definition von 7 und der 1. Wald’schen Gleichung folgt
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E 1
V> 0: ¢ <E[S,) = B[] > lminf 00 > L
t—o00 t u
Bleibt zu zeigen:
lim sup % < l (2.19)
t—o0 t u

Zum Nachweis von (2.19) betrachte zunichst beschrinkte Wartezeiten, d.h.,0 < X,, < ¢, ¢> 0.
Dann ist S;, <t + cund die 1. Wald’sche Gleichung liefert

t+c > E[S,] = pE[r].

Dies impliziert indes (2.19).

Im allgemeinen Fall gehen wir zunéchst zu den trunkierten Zufallsvariablen X := X;, A¢c, n >
1, iiber.

Wegen St := i X< Spistry <77 :=inf{n >1: S > t}.

Da fiir { X} i;:dles (2.19) schon nachgewiesen ist, erhalten wir

. E[r] . E[7f] 1
limsup —— < limsup < .
tooo 1 tooo  t @I E[X]]

Lassen wir nun ¢ — oo laufen, so ergibt sich schlieBlich die Aussage im allgemeinen Fall. |

2.6 Optimales Stoppen (bei endlichem Zeithorizont)

Problemstellung 2.52
Sei (Sn, Fn)n>1 eine adaptierte Folge in L1(Q2, F,P). Bezeichne

C := {71 : 7 endliche Stoppzeit bzgl. (Fp,)n>1, Sr ist integrierbar}.

Anmerkung: Falls T nur endlich viele Werte annehmen kann, sagen wir 7(w) € {1,..., N}, so ist

S, stets integrierbar, denn dann gilt

E[|S-]] £ max E[|S,|] < oc.
1<n<N

Betrachte nun

V :=sup E[S;].
Tel

Das Ziel des optimalen Stoppen ist es, ein 1o € C zu finden mit V- = E[S,,], d.h., die im Mittel

beste Strategie.
Typische Fragen dabei sind:

1) Wie liisst sich V' berechnen?
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2) Gibt es ein optimales 1y?

3) Welche Struktur besitzt 79?

Beispiel 2.53
Sei Sp(w) = 1 — 1 Vw € Qund n > 1. Dann ist offensichtlich V = 1, aber ¥7 € C :
E[S;] < V = 1. Also existiert keine optimale Stoppzeit in C fiir dieses Beispiel.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf endliche Zeithorizonte 1 < n < N.

Korollar 2.54 (zu Korollar und Bemerkung [2.24)
Sei (Sy, Fn)1<n<n eine adaptierte Folge in L1 (2, F,P) mit endlichem Zeithorizont. Dann gilt:

(a) Ist (S, Fn)i<n<n ein Supermartingal, so ist V = E[S}], also 1o = 1.

(b) Ist (S, Fn)i<n<n ein Martingal, so ist V. = E[S;] unabhdingig von T, und daher sind alle
Strategien gleichwertig hinsichtlich des Zielkriteriums V.

(c) Ist (Sp, Fn)i<n<n ein Submartingal, so ist V = E[Sn], also 1o = N.

Korollar [2.54] zeigt, dass das Problem des optimalen Stoppens bei endlichem Zeithorizont und
Sub- / Super- / Martingalstruktur von (.S,,, F,,)1<n<n bereit gelost ist.

Definition 2.55

Unter den Voraussetzungen von Problemstellung [2.52] sei

Cflv ={7: 7 Stoppzeitmitn <1 < N}.
Da wir nur durch N beschrinkte Stoppzeiten iiberhaupt betrachten, gilt unter dieser Mafigabe
cN=cC.
Definiere ferner

VN .= sup E[S;] = V=V,
TeCN

Satz 2.56 (Riickwirtsinduktion, Dynamisches Programm, Bellmann-Gleichung)
Fiir festes N € N und unter den Voraussetzungen von Problemstellung sei sukzessive die
Folge (v )1<n<n definiert durch

N = SN, AL i=max(Sy, BV | Fal), n=N—1,..,1. (2.20)

Definiere anschliefiend fiir1 <n < N :

N o=if{i>n: S;=~"}.

)

Dann gilt fiiralle1 <n < N :
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(i) Tl € O
(i) V7 € O+ E[S,~|Fu] = 4 > E[S;|F]
(iii) VN = E[S,~].
Damit lost diese Konstruktion das Problem des optimalen Stoppens bei beschrinktem Zeithorizont.

Beweis:

zu (i): Ubungsaufgabe.

zu (ii): Wir fiihren den Beweis per Riickwirtsinduktion. Der Induktionsanfang n = N ist trivial,
da C{ = {7} mit 7§ = N ist.

Nehmen wir jetzt an, dass (ii) korrekt ist fiir n,n + 1, ..., V.

Seien dann 7 € CY | und A € F,,_; beliebig ausgewihlt. Dann ist 7/ := max(7,n) € C und

es gilt aufgrund der Induktionsannahme, dass

[ seap
A

S, dP + / S, dP

An{r=n—1} An{rT>n}
= / Sp_1dP + / E[ST/’fn_l]d]P), 2.21)
An{r=n—1} An{r>n}

da AN{T >n} e F,_1.

Die Tower equation liefert nun, dass die rechte Seite von (2.21)) gleich

Sp_1dP + / E[E[S, | Fp]| Fr1]dP

An{r=n—1} An{r>n}
< / Sy 1dP + / E[yN|Fpn1]dP
(Induktionsvoraussetzung)
An{r=n—1} An{r>n}

(Definition von'yLVfl)A

Also ist fiir jede Menge A € F;,_1

/STdP < /%fy_ldp.
A

A
Daraus folgt aber, dass E[S,|F,_1] <2 ; ist, denn /¥ , ist F,,_j-messbar.
Bleibt zu zeigen: Es gilt in obiger Rechnung iiberall Gleichheit fiir 7 = T,]LV_ 1

Beachte dazu, dass

N/ Ny
1{7'7]1\7712n} <Tn71 ) - 1{7'711\7712n} (Tn ) 1st.
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Also kann das erste " < " fiir 7 = 7 | durch " = " ersetzt werden.

Ferner ist

N Sn—1 auf {7V, =n—1},
Tn—1 = N N
E[’Yn |‘Fn—1] auf {Tnfl > n}7
so dass fiir 7 = 7V | auch das zweite " < " durch " = " ersetzt werden kann.

Dies komplettiert den Beweis von (ii).

zu (iii): Folgt aus (i) und (ii) durch Integration (Tower equation). |

Bemerkung 2.57
Die Folge (vY Ji<n<n ist das kleinste Supermartingal, welches Sh, ..., Sy majorisiert. Ferner ist

TlN der erste Zeitpunkt, zu dem sich beide Prozesse treffen.

Beweis: Ubungsaufgabe [ |

Anwendung 2.58 (Sekretidrsproblem)

Gegeben seien N Objekte, die ihrer Qualitdt nach unterscheidbar sind. Wir konnen ihnen also
aufgrund ihrer Qualitiit einen Rang zuordnen, wobei der Rang 1 der hochsten Qualitdit entsprechen
soll. Die endgiiltige Zuordnung der Rdnge ist aber erst moglich, nachdem alle N Objekte gepriift
worden sind.

Um dieses Verfahren abzukiirzen, soll direkt nach Priifung des n-ten Objekts entschieden werden,

dieses auszuwdhlen oder nicht. Dabei ist die Priifungsreihenfolge der N Objekte rein zufillig.

Ziel: Optimale Strategie (d.h. Stoppzeit), die die Wahrscheinlichkeit dafiir maximiert, das beste

Objekt auszuwéhlen.

Mathematisches Modell (Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum):

Q = Sy (Menge aller Permutationen von {1, ..., N'})

F =29 (Potenzmenge)

P({w}) = 77 Yw € Q.

Fiir w = (a1, ..., an) heifit a; = 1, dass das beste Objekt an der i-ten Stelle erscheint, 1 < n < N.
Bezeichne fiir ein solches w die Zahl y,,(w) den relativen (bzw. sequentiellen) Rang von a,,, 1 <
n < N, also y,(w) := i Lia;<an}-

Setze ferner F,, = a(ylz,_.l., yn) V1 <n < N.

Gesucht wird eine Stoppzeit 70 zu (Fy,)1<n<y mit P(a,, = 1) = supP(a, = 1), mit C = O
wie in Definition e
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Beachte dazu, dass
N

Plar=1) = »_ / Hap = 1}dP
=l in)
= > / E[1{a, = 1}|F,]dP = E[S;]
nil{r:n}

mit
Vi<n<N: S,=P(a,=1|F,) =E[1{a, = 1}|F,].
Damit ist das Sekretéirsproblem auf die Voraussetzungen von Satz [2.56] zuriickgefiihrt und es ge-

niigt, zur adaptierten Folge (S, F,)1<n<n die Grofen (vN )i<n<n Zu bestimmen.

Lemma 2.59
Unter dem Modell aus Anwendung gilt:

(VI<n<N: Vi<j<n: Py, =j) =1

ﬁ.
(ii) Die sequentiellen Rdange y1, ..., yn sind stochastisch unabhdngig.
(iii) Sp =P(a, = 1|F,) = %1{%:1}.
Beweis: Ubungsaufgabe [ |

Satz 2.60 (Losung des Sekretarsproblem)

Wir betrachten zundichst (7Y Ji<n<N.Da N fest vorgegeben ist schreiben wir abkiirzend -y, statt
N, Nach @2.20) in Satzist N = Sy und yn—1 = max(Sy_1, E[Sn|Fn_1])-

Nun folgt aber aus Lemma dass E[Sy|Fn-1] = E[SN], also yy—1 = max(Sy—_1, E[yn])-
Analog ermittelt man weiter V1 < n < N — 1: v, = max(Sp, E[Vn+1]). Damit ist die optimale

Stoppzeit 1o = TlN gegeben durch

=nf{l<n<N: S,=vy}=nf{l<n<N: S, >E[y,41]}

mit E[yn+1] := 0.
Es gilt:

n—1(% 1
Eml =5 | 2 3 @2
k

=n—1
fiir alle n mit E[y,+1] < n/N. Bezeichne n* das kleinste n mit dieser Eigenschaft. Dann ist
folglich unter Beachtung von Lemma|2.59(iii)

Vn <n*: S, < % < E[vn+1]

und damit ist Stoppen vor dem Zeitpunkt n* nicht moglich.
Wegen der Antitonie der E[yn41] mit E[yn11] < n/N ldsst sich T also wie folgt beschreiben:

52



1) Priife n* — 1 Objekte, ohne Entscheidung fiir eines dieser Objekte.

2) Anschliefiend wiihle das Objekt, das zum ersten Mal besser als alle vorangegangenen Ob-

Jjekte ist.

Beweis: Offenbar bleibt nur (2.22)) zu zeigen. Dies geschieht mit Riickwirtsinduktion.

Induktionsanfang: n = N mit E[yy11] =0<1= %:

1 N-1 1
E =E[S = El, .| =P =1 = —_=
[FYN] [ N] Lemmd2.59} (i) [ {yN_l}] (yN )Lemm(i) N N N-1
Induktionsschritt:
E[vn] = E[max(Sn, E[vn+1])]
_ / S, dP + / E[yn1]dP
{yn=1} {yn#1}
n A= 1
(InduktionS\iraussetzung) NP(yn - 1) + N i k ‘ P(yn ?é 1)
=n
_ n 1 n n Nz_l 1 /n—-1
Lemm(i) N n N —n k n
B Lo -1 =1
- N N k
k=n
N-1 N-1
n—1 1 1 n—1 1

S oS S R O

k=n k=n—1
wie gewiinscht. |
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Kapitel 3

Copula-Theorie

3.1 Das Prinzip der Quantilstransformation

Definition 3.1 (verallgemeinerte Inverse, Quantilsfunktion)

Sei I eine Verteilungsfunktion auf R. Dann heif3t
F71:(0,1) >R
ts F7Y(t) :=inf{z ¢ R: F(z) >t}

die (linksseitig stetige) verallgemeinerte Inverse bzw. die Quantilsfunktion zu F.

Falls F strikt isoton und stetig ist, so stimmt F'~! mit der Umkehrfunktion von F iiberein.

Satz 3.2 (Quantilstransformation)
Sei U ~ UNI0, 1] und F eine beliebige Verteilungsfunktion auf R. Dann hat die Zufallsvariable
X := F~Y(U) die Verteilungsfunktion F, in Zeichen: X = F~*(U) ~ F.

Es gelten sogar die stirkeren Aussagen

X <o} ={U < Fa)}, G.1)

Beweis: Nach Definition von F~! gilt
U<F(r)=X=FYU)=inf{2|F(z) > U} < z.

Aus X = F~Y(U) < z folgt aber andererseits Ve > 0: F(z +¢) > U.
Wegen der Rechtsstetigkeit von F liefert der Grenziibergang ¢ — 0 damit F'(z) > U. Damit ist

(B.1)) gezeigt, was (3.2) sofort impliziert.
Die Verteilungsaussage iiber X folgt schlielich aus

P(X <) = B(U < F(x)) F(z).

U~UNI[0,1]
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Bemerkung 3.3
Aus (3.1)) folgt, dass die folgenden Aussagen fiir jede Verteilungsfunktion F auf R > x und jedes
t €]0, 1] gelten.

(a) Flx) >te Fi(t) <z
(b) F(x)<te FY(t) >z
(c) F(z1) <t < F(mg) & 21 < F7Y(t) < x9.

Satz 3.4
Fiir jede Verteilungsfunktion F' auf R gilt:

VO<t<1: (FoF H(t)>t

mit Gleicheit genau dann, wenn t im Bild von F auf R liegt. Ist F stetig, so gilt F o F~1 = idjp,1)-

Beweis: Wir betrachten in Bemerkung (a) den Spezialfall z = F~1(¢).
Dies fithrt zu F(F~1(t)) > t & F~1(t) < F~1(t), was stets wahr ist.
Sei nun ¢ im Bild von F'. Dann folgt

F~Y(t) = inf{z|F(2) > t} = inf{z|F(z) =t} = F(F () = t.
Liegt ¢ indes nicht im Bild von F, so ist

F7L(t) = inf{z|F(z) > t} = inf{z|F(z) >t} = F(F'(t)) > t.

Satz 3.5 (Quantilstransformation, Riickrichtung)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Dann gilt
P(F(X) <t) <t fiiralle 0 <t <1,

mit Gleichheit genau dann, wenn t im Abschluss des Bildes von F' liegt. Falls also F stetig ist, so
istU := F(X) ~UNI[0,1].

Beweis: Sei ¢t im Abschluss des Bildes von F'. Dann liefert Satz dass
P(F(X)<t)=P(X < F7Y(t)) = F(F'(t) =t
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Sei nun ¢ nicht im Abschluss des Bildes von F' und sei € > 0 so gewéhlt, dass ¢ — € im Abschluss

des Bildes von F' liegt, nicht jedoch ¢ — ¢ + 4, fiir jedes § > 0. Dann gilt
P(F(X)<t)=P(F(X)<t—e¢)
=P(X <F ' (t—¢))

—F(F Yt—¢)=t—e<t.

|
Satz 3.6
Sei F eine beliebige Verteilungsfunktion auf R. Dann gilt:
Ve eR: (F'oF)(z)<uz,
wobei genau dann Gleichheit herrscht, wenn Ve > 0 : F(x —¢) # F(x).
Es folgt, dass P((F~' o F)(X) # X) = 0, falls X ~ F.
Beweis: Ubungsaufgabe. [ |

Korollar 3.7
(i) F ist genau dann stetig, wenn F~1 strikt isoton ist.

(ii) F ist genau dann strikt isoton, wenn F~" stetig ist.

Satz 3.8
Sei F eine stetige Verteilungsfunktion auf R und gelte U := F(X) ~ UNI[0,1]. Dann ist X ~ F.

Beweis: Es gilt stets {X < z} C {F(X) < F(z)}, da F isoton, aber nicht zwingenderweise

strikt isoton ist. Also ist
P(X <) < P(F(X) < F(2)) = P(U < F(x)) = F(z)

nach Voraussetzung.

Andererseits ist
F(z) =P(U < F(x))
=P(F (V) <z
— P((F~' o F)(X) < 2) = B(X < 2),

es sei denn, F'(z — ¢) = F(z) fiir ein ¢ > 0, nach Satz[3.6]

Da F stetig ist, folgt, dass x — P(X < x) mit F iibereinstimmen muss. [
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3.2 Allgemeine Eigenschaften von Copulae

Definition 3.9 (Axiome einer d-dimesionalen Verteilungsfunktion)
Sei F: R% — [0, 1] eine Abbildung. Dann heifit F' eine Verteilungsfunktion auf RY, falls die

folgenden drei Bedingungen erfiillt sind.
(i) Fiirallex = (x1,...,2q) € R¥mit31 <i < d:z; = —oo0 gilt F(x) = 0.

(ii) Fiir jedes d-dimensionale Intervall I = [a,b] = [a1, b1]X... X [aq, by ist das d-dimensionale

Volumen V(1) > 0. Dabei ist

Ve(l) = . sgn(o)F(c)

c: ¢ Eckpunkt von 1

mit
+1, falls#{1 <k <d: ¢, = ay} gerade
sgn(c) =
=1, falls#{1 <k <d: cx = ay} ungerade
(iii) F(o0,...,00) =
Abbildung 3.10
y A
by | 1 +1
V(1)
@27 +1 —1
a by z
Definition 3.11

Sei F eine d-dimensionale Verteilungsfunktion. Dann heifit F, : R — [0, 1] mit
Fy(z) = F(+4o0, ..., +00, x, 400, ..., +00)
die k-te (univariate) Randverteilungsfunktion von F, fiir 1 < k < d.
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Definition 3.12

Der Triiger supp(F) einer d-dimensionalen Verteilungsfunktion F ist das Komplement der Verei-
nigung aller offenen Teilmengen des R® mit F-Maf3 gleich Null. Dabei meint F-Maf das durch F
induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R?, B(R?)), so dass

P((—o00, z1] X (—00, 2] X ... X (—00,x4]) = F(x1,x2,...,24).

Bemerkung 3.13

Besitzt eine Verteilungsfunktion F den Triger supp(F'), so schreiben wir auch F' : supp(F) —
[0, 1].

Definition 3.14
Eine Copula C : [0,1]% — [0, 1] ist eine d-dimensionale Verteilungsfunktion, so dass alle zugeho-
rigen Randverteilungen gleich UNI|0, 1] sind, d.h. V1 < k < d:Vu € [0,1] : Cx(u) = u.

Satz 3.15 (Satz von Sklar)
Sei F eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungsfunktionen F, ..., F;. Dann

existiert eine Copula C, so dass
Vx = (21, ..., 2q) | € RY: F(x) = C(Fy(x1), ..., Fy(zq)). (3.3)

Falls Fy, stetig ist fiir alle 1 < k < d, so ist C eindeutig bestimmt, ansonsten nur auf dem
kartesischen Produkt der Bildmengen von (F},)1<p<a.

Ist umgekehrt C : [0,1]¢ — [0, 1] (irgend) eine Copula und sind (Fy, : 1 < k < d) Verteilungs-
funktionen auf R, dann ist die durch gegebene Abbildung F eine d-dimensionale Verteilungs-
Sfunktion.

Anmerkung: Die Copula C' koppelt die Randverteilungsfunktionen und beschreibt somit eine Ab-

hingigkeitsstruktur. Manche Autor/innen bezeichnen C' daher auch als ,,Abhingigkeitsfunktion.

Beweis: Sei X = (X1,...,Xy)": (2, F,P) — (R% B(R?)) ein d-dimensionaler Zufallsvektor,
der die Verteilungsfunktion F' besitzt.

Setze in dem Fall, dass alle F}, stetig sind, Uy, := F(Xg), 1 < k < d, und definiere C' als
die gemeinsame Verteilungsfunktion von U = (Uy, ..., Uy) ". Mit Hilfe des Prinzips der Quantil-

stransformation verifizieren wir nun fiir alle x = (21, ..., z4) ', dass

F(m):P(Vlngd:ngxk)
=PV1<k<d: F ' (Uy) <)
= ]P(Vl S k S d: Uk S Fk(azk))

= C(F(21), ..., Fy(xq))
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wie gewiinscht.
Im allgemeinen Fall gehen wir zu den (verallgemeinerten) Verteilungstransformierten (U k)1<k<d
nach [Riischendort| (2009) iiber. Definiere dazu fiir eine reellwertige Zufallsvariable Y mit Vertei-
lungsfunktion G die Funktion

G(-,-) : R x[0,1] — [0,1]

vermittels

Gy, \) ==PY <)+ \P(Y =y).

Dann ist die (verallgemeinerte) Verteilungstransformierte UvonY gegeben durch
U:=GY,V)=G(Y-)+V(GY)-GY-)),

wobei V' ~ UNTI|0, 1] stochastisch unabhiingig von Y~ gewihlt ist.
Nach Ubungsaufgabe gelten

U = G(Y,V)~UNI0,1], (3.4)
G

Y = G YU) fastsicher. (3.5)

Damit kann die Copula C' als gemeinsame Verteilungsfunktion der (verallgemeinerten) Vertei-
lungstransformierten (U,)1<p<q der (Xj : 1 < k < d) gewihlt werden und die Verifikation

erfolgt analog zum stetigen Fall. |

Anmerkung: Die Nicht-Eindeutigkeit der Copula C' im Falle nicht notwendigerweise stetiger
F}. liegt daran, dass beim Bilden der f]k stets das gleiche V' oder aber unterschiedliche V; ~
UNTI0, 1] benutzt werden konnen, 1 < k < d.

Korollar 3.16
Sei F' eine d-dimensionale Verteilungsfunktion mit stetigen Randverteilungsfunktionen F1, ..., Fy
und Copula C gemdf3 (3.3) im Satz von Sklar. Dann gilt

Yu = (ur, .o ug) | €[0,1)4: Clu, oy ug) = F(FT (1), ooy Fy H(ug)).

Beispiele 3.17
(a) Produkt-Copula:

d
Gelte C(uy,...,uq) = [ ug, so ist nach dem Satz von Sklar
k=1

d
F(X) = H Fk(:ck), X = (xl, ...,xd)T ~ Rd,
k=1

Dies entspricht der stochastischen Unabhdingigkeit.
(b) Gauf3-Copula:
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Sei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung auf R und ® i die (gemeinsame) Ver-
teilungsfunktion der d-dimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianz-
und Korrelationsmatrix gleich R (d.h., alle d Varianzen sind gleich 1).

Dann heifit die durch

Cugy.yug) = <I>R(<I>_1(u1), e <I>_1(ud))

gegebene Funktion C die d-dimensionale Gauf3-Copula mit Korrelationsmatrix R.

(c) Archimedische Copulae:

Sei ¢ : [0,00) — [0,1] mit (0) = 1, lim ¢ (z) = O eine Funktion, deren erste d Ableitungen
T—>00

alternierendes Verzeichen haben, also

Vi<k<d: Veel0,00): (=1)Fp®(z)>0.

Dann ist die Archimedische Copula mit Generatorfunktion 1 gegeben durch

d
Cyp(u) =9 (Z ¢—1(uk)> cu=(ug,...,ug)" €10,1]<.
k=1
Spezielle parametrische Generatoren sind gegeben durch

Y@) = (1+ne) 1 e () = 't 1), >0,

so dass

d 1 ) d _%7
Cow) = | T4n)y (" =1) ) =D w"—d+1
k=1 N k=1
(Familie der Clayton-Copulae mit Parameter 11 > 0) sowie

() = exp(=z'/") & (1) = (= log(1))", n > 1,

so dass
d n
o) = exp [ - {Z[—logwm}
k=1

(Familie der Gumbel-Hougaard-Copulae mit Parameter n > 1).

Gilt sogar Vk € N: Va € [0,00) : (=1)*®)(x) > 0, so ist ¢ die Laplace-Transformierte Ly
einer nicht-negativen Zufallsvariable Z, vgl.|Bernstein|(1929)). Damit ldsst sich das Archimedische
Copula-Modell mit einem solchen Generator auch wie folgt motivieren.

Es gelte

d
Fy(x) = / T (Gron)dFz(2) (3.6)
k=1
fiir univariate Verteilungsfunktionen (Gy : 1 < k < d).
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Dann ist die k-te Randverteilungsfunktion gegeben durch
Fuw) = [ (Gu(n)dFs()
— [ explzlog G ()

= Lz (—log Gy(zk)),

denn
Lz(s)= /exp(—sz)dFZ(z);

vgl. Stochastik I - Vorlesung.
Einsetzen von Gy (zx) = exp(—L ;' (Fi.(zy))) in (3-6) liefert

=Ly (ZL (Fy(xr) )

Somit besitzt X nach dem Satz von Sklar eine Archimedische Copula mit Generator ) = L.

(d) Extremwert-Copulae:

Sei X; = (Xi1, ...,Xi,d)szZr 1 < i < n ein d-dimensionaler Zufallsvektor, so dass (X; : 1 <
i < n) iid. mit Copula Cp sind. Sei M,, = (My1, ..., Mn,d)T der d-dimensionale Vektor der

komponentenweisen Maxima M, 1, ..., My, g der (X; : 1 <i < n).

Dann ist die Copula Cy, von M, gegeben durch Cy,(u) = C}}(u}/n, s u(li/n), u=(ug,..uqg)' €
[0, 1]¢; vgl. Ubungsaufgabe.

Eine Copula C heifst nun Extremwert-Copula, falls

Vn € N: 3 Copula Cp: Vu = (uy,...,uq)" €[0,1)%: Chul™, ...,ul/™) = C(u).

Es ist bekannt, dass C genau dann eine Extremwert-Copula ist, wenn C Maximums-stabil ist in
dem Sinne, dass C(u) = C’m(u}/m, . 1/m) Vm € N. Zum Beispiel ist die Gumbel-Hougaard-
Copula C,, aus Beispiel ( c) eine Extremwert-Copula, vgl. Ubungsaufgabe.

Wir betrachten im Folgenden drei spezielle Funktionen M (4, T1(9) und W% auf [0, 1]¢, die wie

folgt gegeben sind.
MD(u) = min(uy, ..., ug)
d
9w = I_IuZ
i=1
d
WD) = max(0, Zuk —d+1)
k=1
Lemma 3.18
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(a) Die Funktionen M @) ynd 1D sind Copulae, fiir alle d > 2.
(b) Die Funktion W% ist fiir d > 3 keine Copula.

Beweis: Zu Teil (a) beachten wir, dass min(1, ..., 1, ug, 1, ..., 1) = ug sowie 1-...-ug-1-...-1 = uy
ist, V1 < k < d.
Zu Teil (b) betrachten wir das d-dimensionale Intervall [1/2,1]%. Dessen W (%) - Volumen berech-

net sich zu
Vipw ([1/2,1]9) = max(1 + ... + 1 — d + 1,0)

1
—d'max(2+1+...+1—d—l-1,0>

d 1 1
+<2>max<2+2+1+...+1—d—|—1,0>

1 1
+...+max<2+...+2—d+1,0>

d
=1—--+0+..4+0.

2
|
Satz 3.19 (Fréchet-Hoeffding-Schranken)
Fiir jede d-dimensionale Copula C gilt:
vu e 0,14 W) < C(u) < M@ (u). (3.7)

Ferner existiert fiir jedes d > 3 und u € [0, 1]¢ eine Copula C (die von u abhingt) mit C(u) =
W (), so dass die untere Schranke aus (3.7) nicht gleichmdifsig verbessert werden kann.

Beweis: Fiir die obere Schranke beachten wir, dass
Yu= (ug,..,ug) €[0,1]:V1<k<d:C(u)<C(,..,1u1,..,1) = u.
Also ist < mi = M@ (u).
soist C(u) < lrgnk}rgld ug, (u)

Zum Nachweis der unteren Schranke benutzen wir, dass nach Ubungsaufgabe

d
C(L,..,1) = C(u) < Y Ci(1) = Crlup)

k=1
d
s1-0w < S (1-w)
k=1
d
&Ch) > > w—d+1.
k=1
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Da zudem C(u) > 0 ist, folgt C'(u) > W(¥(u). Die Konstruktion einer Copula, die die unte-
re Schranke in einem gegebenen Punkte erreicht, ist eine einfache Interpolation, siche Theorem
2.10.13 in|Nelsen! (2006). |

Bemerkung 3.20
(a) Die Copula MY entspricht ,,totaler positiver Abhdingigkeit in dem folgenden Sinne.
Sei U, =V ~ UNI0, 1] P - fast sicher fiir alle 1 < k < d, so ergibt sich

C(u) = P(Ul S Uy eeny Ud S ud)
= P(V < ULy eeey \%4 < Ud)

=P(V < min ug) = min wuy
1<k<d 1<k<d

= M@ (u).

(b) In Dimension d=2 entspricht die Copula W'D | totaler negativer Abhdingigkeit“in dem fol-
genden Sinne.
Sei Uy = 1 — Uy ~ UNI|0, 1] P - fast sicher; so gilt

C(u) =P(U; <uy,Us < ug)
=P(U; <wup,1—U; < ug)
P(U; <up,Up > 1—ug)
=P —us <U; <)
=uy— (1 —ug) =u; +uy—1
= W@ (u).

Definition 3.21
Falls X = (X1, ..., Xq) | die Verteilungsfunktion F besitzt, so nennen wir die durch F(x1, ..., 14) =
P(X1 > x1,..., Xq > 4) gegebene Funktion F' : R% — [0, 1] die (gemeinsame) Survivalfunktion

von X.

Ferner nennen wir C : [0,1]¢ — [0, 1) mit F(x1, ..., xq) = C(Fy(x1), ..., Fy(x4)) die Survival-Copula
von X. Besitzt U = (Uy, ...,Ug) " mit Uy, ~ UNI[0,1] V1 < k < d die gemeinsame Verteilungs-
funktion (und Copula) C, so ist C(uy, ...,ug) = C(1 —uy, ..., 1 — ug).

Satz 3.22
Sei X = (X1,..,X9)" : (,F,P) = (RY B(RY)) ein d-dimensionaler Vektor stetig (d. h.,
absolut stetig beziiglich des Lebesguemafes) verteilter Zufallsvariablen mit Copula C.

Fiirl < k < dsei T, : R — R eine streng monoton wachsende Funktion. Dann besitzt auch
T = (T1(X1), ..., Ta(Xq)) " die Copula C.
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Beweis: Bezeichne Ct die Copula von T. Wir berechnen zunichst fiir jedes 1 < k < d und

reR:
Fr, () = P(Tx(Xy) < x) = P(Xg < T (2)) = Fx, (T ' (2)).
Daraus folgt
Cr(Fr (x1),..., Fr,(xq)) = PTi(X1) <z,..., Ty(Xg) < 24q)
= P(X1 < Ty H@1), e Xa < Ty H(24))
= C(Fx,(T7 ! (21)), s Fx,(T;  (2a)))
= C(Fr(x1),....Fr,(zq)).
Dadie (Xj : 1 <k < d) stetig verteilt sind, stimmen somit Ct und C iiberein. |
Satz 3.23

Sei X = (X1,...,Xq)" : (,F,P) = (R B(R?)) ein d-dimensionaler Vektor stetig verteilter
Zufallsvariablen mit Copula Cx, . x,. Fiir 2 < k < d sei T, : R — R strikt isoton, und sei
T1 : R — R strikt antiton.

Bezeichne Cr, .., die Copula von (T1(X1), o Tg(Xq)) . Dann gilt fir u = (uy,...,uq)’ €
[0, 1]4:

Cr,.m,(u)=Cn,,. 1,(u2,....;uq) — Cx, 1,7, (1 — w1, uz, ..., uq).
Ist T; antiton fiir j # 1, so gilt die analoge Formel durch Koordinatentausch.
Beweis:
Cr,...1,(Fr (1), ..., Fr,(zq))
=P(T1(X1) < x1,y..., Ty(Xg) < 2q)
= P(To(X2) < @2, ..., Ty(Xq) < xq) — P(Xy < T (21), To(Xa) < 29, .., Ta(Xg) < 24)
= Cr,,...1, (P, (22), .., Pry(2a)) — Cx, 1,01, (Fx, (T1 N (21)), Fry (w2), .., Py (wa))
=Crny, .. 1,(Fp,(22), ..., Fr,(24)) — Cx, 1y,...7,(1 — Fr,(z1), Py (22), ..., Fr,(xq)).

Da X, ..., X stetig verteilt sind impliziert dies die Aussage.

Beispiel 3.24 (in Dimension d = 2)

(a) Sei Ty strikt antiton und T strikt isoton. Dann ist
Cry 1y (ur,u2) = ug — Cx; 1 (1 — ur, uz)

=up — Cx, x, (1 — uy, u)

64



wegen Satz[3.22)
(b) Seien T und Ts beide strikt antiton. Dann ist

Cry 1 (w1, u2) = ug — Cxy 1y (1 — ua, ug)
= U2 — (1 — U1 — CX17X2(1 — U1, 1- 'LLQ))

=u;+uz — 14+ Cx, x,(1 —ui, 1 —us).

Da hier beide Transformationen T1 und Ty jeweils antiton sind, ist Cr, 1, = C X1,Xo, also die
Survival-Copula von (X1, X2)".

Bezeichne U = (Uy,Us) " den bivariaten Vektor der Verteilungstransformierten von (X1, Xo) T,
so verifizieren wir mit Hilfe von Definition[3.21}

Cx, x, (u1,u2) = Cry, v, (u1, uz2)
= Cuy v, (1 —ug, 1 — us)
=PU; >1—u,Us>1—ug)
=1-PH{U;1 <1—u1} U{Uz <1—1us})
=1—-[P{U; <1—w)+PUs <1—uz)—Cx, x,(1 —ui, 1 —ug)]
=1-[1-u+1-us—Cx; x,(1 —u1, 1 —un)]

=u; +us — 1+CX1,X2(1 —u, 1 —UQ).

Beispiel zeigt, dass die Copula von 7' (X1), ..., T;;(Xy) fiir strikt monotone Transformationen
T1,...,Ty durch die Copula von X7, ..., X4 bereits festgelegt ist, denn in hoheren Dimensionen

kann rekursiv in analoger Weise gerechnet werden.

3.3 Abhiingigkeitsmale

3.3.1 Der (lineare) Korrelationskoeffizient

Definition 3.25
(a) Es sei (X1, X2)": (Q,F,P) — (R%, B(R?)) ein bivariater Zufallsvektor mit E[X?] < oo,
i = 1,2. Dann heif3it

Cov(X1, Xo) : = E[(X; — E[X1])(X2 — E[X3])]

=E[X1Xs] — E[X1]E[X2]
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die Kovarianz von X1 und Xo. Sind zuscitzlich Var(X1) > 0 und Var(Xsz) > 0, so heifit
Cov(X1, X
p(X1, %) = oL K)oy g
VVar(X,)Var(Xs)

der Korrelationskoeffizient von X1 und Xo.

(b) Ist X = (X1,...,Xy)" ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit nicht-trivialen,endlichen Va-
rianzen, so heifit
COU(X) = (COU(Xi,Xj))lgi,jgd S RdXd

die Kovarianzmatrix von X und

R = R(X):= (p(Xi, X;))1<ij<a € [-1,1]7¢

die Korrelationsmatrix von X.

Satz 3.26 (Eigenschaften der Kovarianz)
Unter den Voraussetzungen von Definition[3.25| gelten die folgenden Aussagen.

(a) Falls Xo = aXy + b P-fast sicher mit a # 0 und b € R, so ist p(X1,X2) = sgn(a).
Anderenfalls ist —1 < p(X1,X2) < +1. Der Korrelationskoeffizient misst also den Grad
der linearen Abhdngigkeit von X1 und Xo.

(b) Die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform, d.h. Cov(X1, X2) = Cov(X2, X1)
und Cov(aXi + b,cXs + d) = ac- Cov(Xy, X2). Analog gilt p(a X1 + B,7X2 + ) =
sgn(ay)p(X1, X2).

(c) Sind A und B zwei (m x d) - Matrizen, a,b € R™, und X und Y zwei d-dimensionale
Zufallsvektoren, so ist

Cov(X,Y) = E[(X ~ E[X])(Y — E[Y])]
sowie
Cov(AX +a,BY +b)=A-Cou(X,Y)B'.
Ferner ist Cov(X) = Cov(X, X) die Varianz- / Kovarianzmatrix von X.

(d) Var(X,) = Cov(Xy, X1). Fiir X : (Q, F,P) — (R, B(R?)) und o« € R? fest vorgegeben

ist
Var(a'X) = a'Cov(X)a.
Damit ist Cov(X) stets symmetrisch und positiv (semi-) definit.

Satz 3.27 (Lemma von Hoeffding)
Sei X = (X1, X>2)" ein bivariater Zufallsvektor mit existierender Kovarianz, bivariater Copula

C und Randverteilungsfunktionen Fy und F». Dann gilt:

COU(Xl,XQ) = /[C(Fl(.l'l),Fz(xg» — Fl(xl)Fg(xg)]dxldxg.

R2
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Der Beweis beruht auf dem folgenden Lemma.

Lemma

Seien y1,Ys, 21, 22 € R fest vorgegeben. Dann gilt

(%) == / / [1{u<y1} - 1{u<z1}] [1{v<y2} - 1{v<22}] dudv = (y1 — 21)(y2 — 22).

—00 —0O0

Beweis: Nach dem Satz von Fubini ist

(x) = / [Lfocya) = Loay] / [Liucy} = Lju<zy] du| do.
Nun ist aber
0, ==

0, wu < min(yy,21)
Liucyy = Yu<zy = 0, u > max(yr, 21)

"’1; 21§U<yl, 21 <Y1

-1, pm<u<zn, <z

Also kann 0.B.d.A. z; < y; angenommen werden und es folgt

[e’e] Y1
/ [1{u<y1} - 1{u<z1}] du = /‘H du = (yl - 21)7
s e

was die Aussage impliziert, da die Integration beziiglich v analog gehandhabt werden kann. W

Beweis: (von Satz 3.27)
Seien Y = (Y1,Y5)" und Z = (Z1, Z5) " stochastisch unabhiingig und identisch verteilt, jeweils
mit der gleichen Verteilung wie X = (X, X5) .

Dann ist
2- Cov(X1, Xo) = 2{E[X1 Xo] — E[X1|E[Xp]} = E[(Y1 — Z1)(Y2 — Z2)].  (3.8)

Nach dem vorangegangenen Lemma ist (3.8)) aber gleich
oo 0
B[ [ ey = ez [Lpersy = Lpezy] dudo | (39
—00 —00
Da X = (X1, X3) " endliche zweite Momente besitzt, ist vertauschen von E[-] mit dem Doppelin-
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tegral zuldssig. Damit ist (3.9) gleich

/ /E [ Lpueriy = Luezy] [Toers) — Luezsy]] dudv

—00 —00

o0 (o)
= / / E [1{U<Y1,U<Y2} - 1{U<Y1,U<Zz} - 1{U<Z1,U<Y2} + 1{U<Z1,U<Z2}] dUdv

—00 —00

= / / 2P(X1 > u, X2 > v) — 2P(X; > u)P(X2 > v)] dudv

—00 —O0

= 2_/ _/ P(X1 > u, Xo >0v) —P(X; > u)P(X2 > v)] dudv.

Beachte schlief3lich, dass
P(X1 > u, Xo > v) — P(X; > u)P(X2 > v)
—1-P{X; <udU{Xs <o}) = [1 - P(X; <w)][1 - P(Xa < )]
=1 [P(X; < u) +P(Xz < v) — P(X] <u, Xz <0)]
S - P(Xs <) — P(X; < u)+ P(X; < u)P(Xs < )]
=P(X; < u, X3 <0) — P(X; < w)P(X3 <)

= C’(Fl(u), FQ(U)) — Fl(u)Fg(v) ist.

3.3.2 Konkordanzmafie

Satz 3.28

Seien (X,Y)" und (X,Y)7 zwei stochastisch unabhiingige, bivariate Vektoren stetig verteilter
Zufallsvariablen mit identischen Randverteilungsfunktionen F (von X bzw. X ) und G (von Y bzw.
Y), die auf dem gleichem Wahrscheinlichkeitsraum (S0, F,P) definiert sind.

Bezeichne C die Copula von (X,Y )T und C die Copula von (X,Y)". Definiere

Q=P(X-X)Y-Y)>0)—P(X - X)(Y —-Y) <0).

Dann gilt:
Q=Q(C,0C) :4/ C(u,v)dC(u,v) — 1.
[0,1]2

Beweis: Wegen der angenommenen Stetigkeit ist

P(X - X)(Y -Y)>0)=1-P(X - X)(Y —-Y) <0),
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also

Q=2P(X-X)(Y -Y)>0)—1.

Dariiber hinaus ist

P(X -X)Y-Y)>0)=P(X>X,Y>Y)+P(X < X,Y <Y).

Wir berechnen nun beide Summanden separat. Zunichst erhalten wir fiir den ersten Summanden,

dass

P(X >X,Y>Y) = //RQ P(X < x,Y < y)dC(F(x),G(y))

= [ | epa).cunactr). G
Gehen wir zu den verteilungstransformierten Werten v = F'(z) und v = G(y) iiber, so erhalten
wir
P(X > X, Y >Y) = / C(u,v)dC(u,v).
[0,1]2

Analog rechnen wir

P(X <X,Y<Y) = //R2 P(X > 2,V > y)dC(F(z),G(y))

- //W“‘F(x) —G(y) + C(F(z),G(y))]dC(F(z),G(y))
N // (1 —u— v+ Cu,0)]dC(u,v). (3.10)
0,12

Wir beachten, dass C' die gemeinsame Verteilungsfunktioneines bivariaten Zufallsvektor (U, V)"
mit E[U] = E[V] = 1 ist und folgern, dass die rechte Seite von (3-10) gleich

1 1 ~ ~
1———— +/ C(u,v)dC(u,v) = / C(u,v)dC(u,v).
2 2 [0’1}2 [0’1}2
ist. Also ist insgesamt
P(X — X)(Y —=Y) >0):2/ C(u,v)dC(u,v)
[0,1]2

und damit

Q:4/ C(u,v)dC(u,v) — 1
[0,1]2

wie gewiinscht.

Korollar 3.29
Seien C,C und Q wie in Satz Dann gelten die folgenden drei Aussagen.
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(a) Qist symmetrisch, Q(C,C) = Q(C, C).
(b) Q ist nicht-fallend in jedem Argument.

(c) Die Copulae C und C kénnen durch ihre Survival-Copulae ersetzt werden. Das heifit,

Q(C,C) = Q(C, ).

Definition 3.30
Ein reellwertiges Funktional k zweier stetig verteilter Zufallsvariablen X und Y (bzw. ihrer ge-

meinsamen Verteilung L(X,Y") mit Copula C) heifst ein Konkordanzmaps, falls gilt:
(i) k ist wohldefiniert fiir alle stetig verteilten bivariaten Zufallsvektoren (X, Y)T.
(i) =1 <kxy <L exx=1kx_x =—L1
(iii) Kxy = Ky,x.
(iv) Sind X und Y stochastisch unabhdingig, so ist Kxy = Kz = 0.
(V) koxy = KX,—y = —KX)y-
(vi) k ist nicht-fallend in C.

(vii) Ist {(Xp, Yn)T}nzl eine Folge stetig verteilter bivariater Zufallsvektoren mit Copulae {Cy, },,>1

und konvergiert C,, punktweise gegen C fiir n — oo, so ist lim k¢, = k.
n—oo

Bemerkung 3.31
Falls unter den Voraussetzungen von Definition Y fast sicher eine wachsende (fallende) Funk-
tionvon X ist, soist kxyy = K2 = 1 (Ex)y = Ky = —1).

Ferner ist kx y invariant gegeniiber komponentenweise strikt isotonen Transformationen.

Definition 3.32
Unter den Voraussetzungen von Definition ist das Kendall’sche Konkordanzmaf$ 7(X,Y)
gegeben durch

(X, Y)=P(X —X)(Y —Y)>0)—P((X — X)(Y —Y) <0),

wobei (X,Y )T eine unabhiingige Kopie von (X,Y) " ist,d.h. (X, Y) T 1(X,Y)T und L((X,Y)T) =
LI(XY)T).
Korollar 3.33

Unter den Voraussetzungen von Definition[3.32] ist

H(X,Y) = Q(C,C) = 4 / |, Clu0C(w) 1 = O, V)] -

mit (U, V)" ~ C.
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Definition 3.34
Unter den Voraussetzungen von Definition[3.30ist der Spearman’sche Rangkorrelationskoeffizient
ps gegeben durch

ps(X,Y) =3[P((X = X)(Y —Y') > 0) = P((X = X)(Y —=Y) <0)],
wobei (X,Y)" und (X', Y")" unabhingige Kopien von (X,Y)" sind.

Korollar 3.35
Unter den Voraussetzungen von Definition gilt:

= 12// wvdC(u,v) — 3
[0,1]2

= 12/ C(u,v)dudv — 3,
[0,1]2

wobei C die Copula von (X,Y)T bezeichnet. Falls X die Verteilungsfunktion F und Y die Ver-
teilungsfunktion G besitzt, so definieren wir U := F(X) und V := G(Y') und erhalten

ps(X,Y) = 12E[UV] — 3 (3.12)

E[UV]—-1/4
1/12

B Cov(U, V)

a VVar(U)Var(V)

= p(F(X),G(Y))

mit p(-,-) wie in Definition[3.23]

Beweis: X und Y” sind stochastisch unabhéngig und besitzen daher die Produkt-Copula II. Damit
folgt (3.11)) direkt aus Satz Die Gleichheit (3.12) ergibt sich aus der Tatsache, dass (U, V)"

die gemeinsame Verteilungsfunktion C' besitzen. |

Satz 3.36
Der lineare Korrelationskoeffizient p(-,-) ist nicht invariant gegeniiber komponentenweise strikt

isotonen Transformationen, und daher kein Konkordanzmayf3 im Sinne von Definition[3.30}

Beweis: (durch Gegenbeispiel)
Sei die Copula von (X,Y)" gegeben durch C(u,v) = uv + nuv(1 —u)(1 — v) fiir einen Copula-
Parameter n € [—1, 1].

Ferner sei die gemeinsame Verteilungsfunktion F von (X,Y)" gegeben durch

F(x7y) = C(l - e—a:’ 1- e_y)> (x>y)T S R;O
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Dann ist X ~ Ezp(l)und Y ~ Ezp(l) mit E[X] = E[Y] =1 = Var(X) = Var(Y) und
damit p(X, X) = E[XY] — 1.

Wir rechnen:

E[XY] = 779:de(x,y)
00

[ 9Fy) n

= Y frdy =1+ 2
//acy 0xdy 4 +4
00

(siehe Live-Prisentation mit Maple-Software). Damit ist p(X,Y") = n/4.

Nun ist aber
pl—e X 1)

= pS(Xa Y)

= 12// C(u,v)dudv — 3
[0,1]2

1 n n
(4+36> 3

3.4 Tail-Abhéngigkeit

Definition 3.37
Sei (X, Y)T ein Vektor stetig verteilter reellwertiger Zufallsvariablen mit Randverteilungsfunk-
tionen F und G auf (Q0, F,P). Dann heif3t

\y = 11%11@(1/ > G (w)|X > F(u))

der obere Tailabhingigkeitskoeffizient von (X,Y) T, sofern dieser Grenzwert in [0, 1] existiert.

Falls \y = 0 ist, so heifsen X undY asymptotisch unabhingig im oberen Tail, anderenfalls heifien

sie asymptotisch abhdngig im oberen Tail.

Lemma 3.38
Unter den Voraussetzungen von Deﬁnitionexistiere Av in [0, 1]. Dann gilt

1-P(X <Flu)-PY <G 'uw) +P(X < FYu),Y <G (u))

Ay =1i
U=t 1-P(X < F1(u))
zliml —2u+ C(u,u) i C’(u7u)’
utl 1—u utl 1 —u

wobei C die Copula von (X,Y)" bezeichnet.
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Beweis: Sei A:={Y > G }(u)}und B := {X > F~!(u)}. Dann ist
P(ANB) 1-P(A°UB")

P(A|B) = =
(41B) P(B) 1 —P(B°)
1 {P(A°) +P(B°) — P(A°N B°)}
B 1 — P(Be) ’
was die Aussagen vermittels des Prinzips der Quantilstransformation impliziert. |

Anmerkung:
Unter den Voraussetzungen von Lemma [3.38|sagt man auch, dass die Copula C' obere Tailabhén-

gigkeit besitzt, falls \;y = A\ (C) > 0 ist.

Beispiele 3.39

(a) Gumbel-Hougaard-Copulae

Sei
Cy(u,v) = exp(~[(— In(w))” + (~ In(v))"]7)

fiirn > 1, vgl. Beispiel 3.17)(c).

Dann ist )
1 —2u+Cy(u,u) 1 —2u+exp(27 In(u))
1—u N 1—u
und damit
1 —2u+ Cy(u,u)
My (C = li VAN
u(Cn) I
1 —2u+u?"
= lim
utl 1—wu

=
L
I
\]
|
\)
3

1
=  2—lim27u?
L’Hospital ull

Also besitzt Cyy genau dann obere Tailabhiingigkeit, wenn ) > 1 ist. Damit kann der Para-

meter 1 auch als Tailabhdngigkeitsmaf3 angesehen werden.

(b) Gauf3-Copulae:

Sei
O~ (u) @71 (v)

1 22 2
Crlu,v) = / p{s Fuzst 1 }dsdt,

ex
2my/1 — R2, 2(1 - Ry

mit linearem Korrelationskoeffizient —1 < R1s < +1 von

1 R
(X, V)T ~ N3(0,R) mit R= 2.
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Bezeichne (U, V)" den Vektor der Verteilungstransformierten von (X,Y)" und beachte,

dass
P(V <o|U =u) = ac%(s’v)a
P(V>U|U:u):1—8cjg(5’v),
und analog bei Bedingen auf die Realisierung von v. Daraus folgt
M(CRr) = 11%1 C_’If(_u’uu)
=— 1111%1 W (L’Hospital)
=— 11%1 <—2 + %CR(s,t) - + %C’R(s,t) s:t:u>

=lim [P(V > ulU = u) + P(U > u|V = u)]

utl
=2lmP(V > u|U = u)
utl
=2 lim P(Y > z|X = z).
T—>00

Es ist bekannt, dass L(Y|X = x) = N1(Ri2x, 1 — R%,).

Also ist

A(CR) = 2 lim & <x_Rlﬂ>

T—+00 /1 — R%Q

o = V1—Rig\
=2lm®(zr- —= | =0,
T—00 V1 4+ R12
da —1 < R19 < +1 vorausgesetzt war.
Definition 3.40
Eine Copula C besitzt den unteren Tailabhiingigkeitskoeffizient A1,(C), falls
_ C(u,u)
AL(C) =lim ————=
(€)= lim —

in [0, 1] existiert. Ist A\,(C) € (0, 1], so sagen wir, dass C' untere Tailabhdingigkeit besitzt.
Lemma 3.41
(a) Falls A\1,(C) in [0, 1] existiert, so gilt

AL(C) = 111?8 PV <ulU =u) +PU < u|V =u)],

wobei (U, V)T ~ C.
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(b) Der obere Tailabhingigkeitskoeffizient von C stimmt mit dem unteren Tailabhdngigkeitsko-
effizient der Survival-Copula zu C iiberein, d.h.,

Au(C) = AL(0).

Beweis: Fiir Teil (a) rechnen wir in Analogie zu Beispiel (b):

. Cluyu) o dC(u,u)
AL(€) = lqﬁ% u lqiﬁ)l du
. 0 0
= ]Ull\l&)l {880(8, t) - -+ aC(S, t) L }

= 1i£101 PV <u|lU=u)+PU <ulV=u)].

Fiir Teil (b) beachten wir, dass
Clu,v) =u+v—1+C1—-u,1—v)=C(1—u,1—v)

gilt, siehe Definition [3.21|und Beispiel [3.24](b).

Damit ist
B C(u,u) C(1—u,1—u)
Av(C) _lﬁm 1—u  ufl 1—u
BT é(w7w) s
=1y 5 =)

3.5 Elliptische Copulae

Definition 3.42

Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor. Falls pu € R% und ¥ € R¥? existieren,so dass
ox_pu(t) = h(tTSt)

fiir alle t € R? ist, so sagt man, dass X eine elliptische Verteilung mit Parametern g, und h

besitzt und schreibt X ~ E4(p, 3, h). Dann heifst h die Generatorfunktion von L(X).

Wir starten unsere Untersuchungen mit dem Spezialfall ¥ = I,; (Identititsmatrix im R?, sphiri-
scher Fall).

Lemma 3.43 (Schoenberg| (1938)))
Sei 1) eine Funktion von [0,00) nach R. Dann ist t — (t't) fiir t € R¥ genau dann die

charakteristische Funktion eines k-dimensionalen Zufallsvektor X, falls

Yu>0: tp(u) = /Qk(r2u)dFR(r), (3.13)
0
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wobei Fg eine Verteilungsfunktion auf [0,00) und t — Qi(t't), t € R¥, die charakteristische
Funktion eines Zufallsvektor U ist, der gleichverteilt auf der Einheitssphire Sy, = {z € R
z'z = 1} ist. Ferner ist Fr die Verteilungsfunktion von R = (XTX)%

Beweis: Nehmen wir zunichst an, v besitzt die in (3.13)) angegebene Darstellung. Sei R ~ Fg

und sei U stochastisch unabhingig von R und auf Sj gleichverteilt. Setze X := RU. Dann gilt

fiir die charakteristische Funktion von X:

px(t) = Elexp(it'X)]
= Elexp(it' RU)]

= E[E[exp(it " RU)|R]]

Elexp(it ' RU)|R = r]dFg(r)

pu(rt)dFr(r)

Qu(r?t T t)dFg(r).

I
SY—— g “—g °—3

Also induziert 9 tatsdchlich ¢x in der behaupteten Art und Weise. AuBBerdem ist

Dies komplettiert den Beweis der ,,Riickrichtung* der behaupteten Aquivalenz.

Nehmen wir nun andererseits an, dass t — 1(t ' t) die charakteristische Funktion eines Zufalls-
vektor X mit Verteilungsfunktion G ist. Bezeichne A;, = 27%/2/T'(k/2) die Oberfliche von Sy,

und dwy, die Integration auf S.
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Wir beachten, das ¢(u) = 1 (ut "t) ist, falls t "t = 1 gilt. Demnach gilt:

bu) = A . W(ut " t)dwy(t)

= & [ ex(iate
= Al /S k /R ) exp(iv/ut " x)dG (x)dwy ()
= /R ) [A,;l /S k exp(i\/ﬂth)dwk(t)] dG(x)

_ /R ((Vax) " (Vi) dG ()

= / Qp(ux " x)dG (x) :/Qk(WQ)dFR(T)
Rk

0
mit Fp(r) = P(XTX)2 < 7). m

Korollar 3.44
Esist X ~ Eq(p, X, h) mit rang(X) = k genau dann, wenn es eine Zufallsvariable R > 0, einen
auf Sy, gleichverteilten Zufallsvektor U mit R U, sowie eine (d x k)-Matrix A mit AAT = %
gibt, so dass

X 2 i+ RAU.

Beispiel 3.45 (Normalverteilungen)

Sei X = (X1,..., Xa) " ~ Ny(0,1,). Dann sind (X;)1<i<q i-i.d. mit X1 ~ N(0,1). Bekannter-
mafien ist damit px, = ppr(,1) Mit px, (u) = exp(—u?/2).

Wegen der stochastischen Unabhiingigkeit der (X;)1<i<q ist ferner

ex(t) = E[exp(itTX)]

d
E H exp(ithj)
j=1



Also ist X ~ E4(0, 14, h) mit h(u) = exp(—u/2).
Analog (siehe Beispiel d)) verifiziert man, dass px—,(t) = exp(—%tTEt) ist, falls X ~
Na(p, X). Somit ist dann X ~ E4(p, X, h) mit dem selben Generator h wie zuvor.

Definition 3.46 (Sphérische Verteilung)
Gilt fiir einen RF-wertigen Zufallsvektor Y, dass Y ~ Ej,(0, I, h) ist, so heifit L(Y) sphiirische

Verteilung mit Generatorfunktion h und wir schreiben abkiirzend Y ~ Si(h).

Unter den Voraussetzungen von Korollar gilt mit Y ~ Sj(h), dass X 2 pn+ AY.

Anmerkung:

FirY ~ Si(h) gilt oy (t) = h(t"t), t € R*.

Satz 3.47

(a) Sei Y ~ Si(h). Dann besitzt Y 2 ru genau dann eine Lebesguedichte y +— g(y'y),

wenn R eine Lebesguedichte fr besitzt. Ferner gilt dann

27Tk/2

I S
(b) Eine nicht-negative Funktion g : [0,00) — [0, 00) definiert die Dichte y + c-g(y 'y) einer
sphdrischen Verteilung genau dann, wenn

o0

/zk/ng(z)dz < 0.
0

Der Beweis von Satz [3.47|basiert auf dem folgenden Lemma, das wir ohne Beweis angeben.

Lemma 3.48 (siche Abschnitt 1.4 in|Fang et al.| (1990))
Es sei f eine nicht-negative Borel-messbare Funktion. Dann gilt fiir alle y = (y1,...,yx)| € R¥,
dass

(e.)
k)2

- /
2 _ T _ k/2—1
/ka <§1 yz> dyy ...dy, = /Rk [y y)dy = T(k/2) O/z f(z)dz.

Beweis: (Beweis von Satz|3.47))
zu Teil (a):

Angenommen, fy(y) = g(y'y). Sei u(-) eine beliebig ausgewihlte, nicht-negative, Borel-
messbare Funktion. Dann ist nach Lemma [3.4§]

o0

/2
E[u(R)] = /]Rk u {(yTY)l/Q}g(yTy)dy = T(k/2) /zk/Q_lu(zl/Q)g(z)dz. (3.14)
0
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Mit der Substitution
r=:"2 ==z —=
z

ergibt sich die rechte Seite von (3.14) zu

oo
) k/2
F(7;<:/2) /u(r)g(rQ)rk_ldr = E[u(R)).
0
Also hat R die Lebesguedichte r — fr(r) = I?Z;://;) g(r?)r*=1 wie gewiinscht. Die Riickrichtung
ist offensichtlich.
zu Teil (b):

Gelte fy(y) = g(y "y). Dann ist nach Lemma

[o.¢]
k)2

/Rk g(y "y)dy = i) O/z'“/“g(Z)dz,

was die Aussage impliziert. |

Korollar 3.49

Es sei X ~ Eq(p, 3, h). Dann besitzt X eine Lebesguedichte, falls rang(¥) = d ist und Y in der
stochastischen Darstellung X 2 p + AY eine Lebesguedichte y — g(yTy) besitzt, wobei g die
Bedingung aus Satz[3.47)(D) erfiillt. Die Lebesguedichte von X ist dann von der Form

x5 [T 2g((x — ) TS (x — p)).

Beispiel 3.50 (Skalen-Mischung von Normalverteilungen)
Sei X ein R? - wertiger Zufallsvektor mit stochastischer Darstellung X 2 u+ VW AZ, wobei

(i) Z ~ Ni(0, 1),
(ii) W eine nicht-negative, skalare Zufallsvariable, stochastisch unabhdngig von Z,
(iii) A € R™* und p € R? konstant sind.

Wir beachten, dass

LIX|W = w) = Ny(p, wS)

mit Y = AAT ist, wobei wir annehmen, dass . positiv definit ist.

Die Verteilung von X heifit Skalen-Mischung von Normalverteilungen, und wir schreiben X ~

Md(u’v Ev W)
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Falls W > 0 fast sicher gilt, so ist die Lebesguedichte von X gegeben durch

fx(x) = / Pt (x|w)dFyy ()
0

o0 _d
:|Z]‘§/ w Qd exp
/ (2m)3

Also besitzt X eine elliptische Verteilung.

<_ (x—p)'E ' (x—p)
2w

> dFw (w).

Falls W eine inverse Gammaverteilung mit Parametern v /2 und v /2 besitzt (bzw. dquivalenterwei-
se v/W ~ x2 gilt), so besitzt X eine multivariate t-Verteilung mit Lebesguedichte fx, gegeben
durch
Tyo1 —utd
I'((v +d)/2) Py o) X))
(v]2) (m0) 2[5/ v

Damit konnen Pseudo-Zufallsvektoren, die sich wie Realisierungen von X verhalten, nach dem

fx(x) = T

folgenden Algorithmus generiert werden:
1) Ermittle A aus der Cholesky-Zerlegung von %
2) Generiere Z ~ Ny(0, I)
3) Generiere S ~ x> und setze W = v/S
4) Setze X = p+ VW AZ.

Satz 3.51
Sei U gleichverteilt auf der Einheitssphire Sy := {z € R¥ : 2"z = 1}. Dann gilt E[U] = 0,
Cov(U) = kL.

Beweis: Sei X ~ N;(0,1,). Dann ist X 2 |X|,U mit E[X] = 0, Cov(X) = I und
|X |5 1LU. Ferner ist | X||5 ~ x3 mit E[||X||3] = & und es gilt E[||X]|,] > 0.
Dann folgt sofort, dass

0 = E[X] = E[||X[[,JE[U] = E[U] = 0.

Analog rechnen wir
I, = Cov(X) = Cov(|X], U)
= E[|X|, U(IX[,U)]
=E[|X|;UU"]

= kE[UU"] = k- Cov(U).

80



Korollar 3.52

(a) IstY 2 RU ~ Sj,(h) mit E[R?] < oo, so ist E[Y] = 0, Cov(Y) = E[R?|I;/k-

(b) Ist X 2+ AY mit AAT = 5 € R4, 50 ist
E[R?]
rang(X)

E[X] = p und Cov(X) =X -E[R*/k = - 3.

Satz 3.53
Sei X ~ E4(u,%,h), B € R4 und b € RY. Dann ist BX + b ~ Ey(b+ Bu, BYB" h).

Beweis: Nach Korollar 3.44 gilt

X 2 i+ RAU.
Also ist
BX+bZ2Bu+BRAU +b
— b+ Bu+ RBAU.
Beachte schlieBlich, dass BA(BA)" = BYBT ist. [ |
Korollar 3.54

Sei X ~ E4(p, 3, h). Wir partionieren

XM pt Y a2
X = ) l“L = : =
X p? o1 222
mit X(1) € R, ,u(l) € RY und ¥11 € R?*9. Dann ist
XU~ B, (Y, %11, h) und
X(2) ~ Ed_q(p@), 222, h)
Korollar 3.55 (Elliptische Copula)
Sei F'(-|3, h) die gemeinsame Verteilungsfunktion von X ~ E4(0,%, h) und (F;(-|X,h) : 1 <
J < d) die zugehirigen Randverteilungsfunktionen, vgl. Korollar 3.54.
Dann ist gemdf3 Korollar 3.16 die elliptische Copula von X gegeben durch
C(ug, ..., uq) = F(FT (ua|S, 1), ooy FyH(ual S, 0)|S, ).

Beispielweise ist die d-variate t-Copula mit v Freiheitsgraden und Korrelationsmatrix R gegeben
durch

W Fyyr) (B (), B (wa)),
wobei F} gy die Verteilungsfunktion von \/vY / V/S mit S ~ x2 stochastisch unabhingig von
Y ~ Ny(0, R), und F;, die Verteilungsfunktion der univariaten Studentischen ¢-Verteilung be-

zeichnet.
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Satz 3.56
Sei Y ~ Sy(h) mit P(Y = 0) = 0. Sei ferner T eine Abbildung mit der Eigenschaft T'('Y) 2
T(Y)Va > 0. Dann ist T(Y) 2 T(Z), Z ~ Ny(0, I,).

Beweis: Nach Voraussetzung ist Y 2 RUmitR ~ F R stochastisch unabhéngig von U. Damit

gilt

T7(Y) 2 7(RU) = /T(RU|R = 1)dFp(r)
0

= / T(rU)dFg(r) 2 / T(U)dFg(r)
0 0

unabhingig von F'r bzw h.
DaZ ~ Sy(h) mit h(u) = exp(—u/2) und P(Z = 0) = 0 ist, folgt die Aussage. [

Lemma 3.57
Sei X = (X1, X2)" ~ No(p, %) und X = (X1, Xs)" eine unabhiingige Kopie von X. Definiere
Y=(Y,¥%) =X-X.

Dann gelten:
(i) Y ~ N(0,2%)

2
07 01020

(ii) Schreiben wir ¥ = ( > L soistY 2 V2(a1V cos(p) + o1 W sin(y), 0o W)

o102p 05
mit p = arcsin(p) € [, Z]und (V,W)T ~ N5(0, I5).
Beweis: Normalverteilung und Zentriertheit von Y sind offensichtlich. Wir rechnen
Var(Y1) = Var(X; — X1) = Var(X1) + Var(X,) = 207,
Var(Ys) = 203,
Cov(Y1,Ys) = Cov(X1 — X1, Xo — Xo) = Cov(X1, Xa) + Cov(X1, Xo) = 20109p,

was Aussage (i) impliziert.

Zum Nachweis von (ii) definiere

Zy = 01V cos(p) + o1 W sin(y)

=01V 1— p?V + o1pW und

Z2 = O’QW
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Normalverteilung und Zentriertheit von Z = (Zy, Zo) " sind wiederum offensichtlich, und wir

rechnen

Var(Zy) = ot(1 - p*) + oip® = o,

Var(Zy) = O'%,

Cov(Zy,Z2) = Cov(o1\/1 — p?V 4+ o1pW,09W) = o102p - Var(W) = o109p,

was (ii) impliziert. |

Satz 3.58

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.57 gilt (X1, Xo) = 2

= arcsin(p).

Beweis: Wir verwenden die Notation des Beweises von Lemma 3.57 und rechnen:

T(Xl,XQ) = QP((Xl — Xl)(XQ — XQ) > 0) -1
=2P(Y1Y2 > 0) — 1
—AP(Y; > 0,Y2 > 0) — 1

= 4P(V cos(p) + Wsin(p) > 0, W > 0) — 1.

Wihle nun & ~ UNI[—m, 7) stochastisch unabhingig von R := v/V2 + W?2. Dann ist (V, W) L2
(Rcos(®), Rsin(P)) nach Box and Muller; (1958).

Es folgt
T(X1,X9) = 4P(cos(®)cos(y) + sin(P) sin(p) > 0,sin(P) > 0) — 1
= AP(® € (p—7/2,0+7m/2)N(0,7)) — 1
= 4P(® € (0,90 +7/2)) —1
2 2 2
= 4M 1= _Z arcsin(p)
27 us T
wie gewiinscht. |
Korollar 3.59

Mit einer Argumentation analog zu der im Beweis von Satz 3.56 erhdilt man das folgende Resultat.
X = (X1, X2)" ~ Ea(p, 3, h) besitze endliche zweite Momente sowie eine Lebesguedichte.
Dann ist 7(X1, X2) = 2 arcsin(p(X1, X2)).
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3.6 Archimedische Copulae

Erinnerung 3.60 (an Beispiel 3.17. (c))
Sei 1 : [0,00) — [0,1] mit(0) = 1, lim ¢ (x) = 0 eine Funktion mit
T—00

Vi<k<d: Vzel0,00): (—1)Fp®(z)>0.

d
dann heift Cy : [0,1]7 — [0,1] mit Cy(u) = (> ¥~ (ux)) Archimedische Copula mit
k=1

Generatorfunktion 1.

3.6.1 Eigenschaften bivariater Archimedischer Copulae

Erinnerung 3.61 (Archimedisches Axiom)

Fiira,b e Ry I3n € N:na > b.

Definition 3.62

Sei C' eine bivariate Copula und u € [0, 1]. Dann ist die n-te C-Potenz ug. von u definiert durch

ug = u, ultt = Ou,ul), n> 1.

Satz 3.63
Sei Cy, eine bivariate Archimedische Copula mit Generatorfunktion +p. Dann existiert fiir alle

(u,v) € (0,1)? einn € N mit ug, <v.

Beweis: Sei (u,v) € (0,1)? beliebig ausgewihlt. Offensichtlich ist ugs, = Y(ny~(u)). Da
v~ (u) und ¢~ (v) positive reelle Zahlen sind, kann Errinerung 3.61 angewendet werden. Al-
so In € N mit nyp=t(u) > o~ 1(v). Dav > 0ist, gilt 1 (v) < »~1(0) und damit v =

S (0)) > Pl () = -
Beispiele 3.64
(a) Sei (1) = —In (221 € R\{0}

= () = —}7 In{1 + exp(—)[exp(—n) — 1]}

= Op(u,v) = Y~ (u) + ¥~ (v))

L1 oMby,

Diese Copula-Familie heifst Familie der Frank-Copulae mit Parameter n € R\{0}. Sie

besitzt die Eigenschaft der Radialsymmetrie, d.h.,
Cy(u,v) = Cy(u,v).

In der Klasse der bivariaten Archimedischen Copulae ist dies eine ausgezeichnete Eigen-

schaft der Frank-Familie.
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(b) Seip~L(t) =1—t,t € [0,1]. Dann ist
{1—37, x € [0,1]

Vo) = 0, z>1

} = max(1l — z,0)

= Cyp(u,v) =max(l— (1 -u+1-0v),0)
= max(u + v — 1,0)
=W (u,v).

Also bilden die unteren Fréchet-Hoeffding-Schranken ebenfalls eine Archimedische Copula,
d=2.

Satz 3.65
Sei Cy, eine Archimedische Copula mit Generator 1. Dann gilt

(i) Cy ist symmetrisch, d.h. Cy(u,v) = Cy(v,u) fiir alle (u,v) € [0, 1]2.
(ii) Cy ist assoziativ, d.h. Cyy(Cy(u,v), w) = Cy(u, Cy(v, w)) fiir alle u,v,w € [0,1].

Beweis: Teil (i) ist offensichtlich.

Fiir Teil (ii) rechnen wir
Cy(Cy(u,v),w) = Y&~ (Cy(u,v)) + ¢~ (w))
= Y@ () 97 ()} + 9 (w))
= (" (w) + o7 () + ¢ (w))
= (™ (w) + ¢ YW (0) + N (w))})
= (¢ () + 97 (Cy (v, w)))

= Cy(u, Cy(v,w)).

Satz 3.66

Sei Cy, eine bivariate Archimedische Copula mit Generator ).

Bezeichne fiir v € (0,1) die Menge {(u,v) € [0,1]* : Cy(u,v) = ~} die Konturlinie von Cy,
zum Konturniveau .

Dann gelten:
(a) Die Konturlinie von Cy, zum Konturniveau -y ist gegeben durch die Gleichung
v=Loy(u) =@ (7) = (w).

Also gilt Ly(1) = yund L,(y) = 1.
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(b) Die Konturlinien von Cy, sind konvex.

Beweis: zu (a):

zu (b): Wegen der Stetigkeit von L., reicht es zu zeigen, dass fiir beliebige u1, u2 € [0, 1] gilt:

L, (ul —;1@) < Lw(ul) ;‘LV(UQ)

, 7€ (0,1).

Da v fallend und konvex ist, ist auch 1) ~! konvex. Also ist

U U “(u “(u
= (BE) 2 g - Ll )

h
2
N
IS
iy
2|+
<
)
N———
|
<
—N—
<
L
2
|
N
<
=
|+
<
)
N———
——

[ () =T )] + () — ¥ (ua)]
8 : |
< S {ET ) Y ) T ) — v (w)} G16)
_ L'y(ul) + L’y(u2)‘
2
Dabei gilt (3.16) wegen der Konvexitit von 1. [ |

Satz 3.67

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.66 bezeichne

KC¢(7> = VC¢({(U71}) € [07 1]2 : CIZJ(U?U) < ’7})7 v E (07 1)

Dann gilt
()

fa? (W)

u="y

Ke,(v) =~ -
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Beweis: Wir betrachten die Menge {(u,v) € [0,1]2 : Cy(u,v) <~} grafisch:

’U“
1 b

E v= LW(U)

E l “““““““ tn—k-i—l
- T

Ry,

v te 1 th 1 u

Wir setzen w := v~ !(y) und betrachten fiir » € N die Unterteilung {ty = 7,t1,...,t, = 1} von

[, 1], wobei
tn—k¢=1/1<kw), OSk‘Sn@teZ@b(m_g)w), 0<l<n
n n
und damit =1 (¢;) = (n — £)w/n, 0 < £ < n. Wir folgern, dass
o (k1) + 7 (tnk)
n—k+ 1w E—Dw nw _
Lkl e e

n n n

= th—k+1 = L'y<tk71)7 1<k<n,

denn 6 (ta_s1) = 01 (7) — 6 (th1).
Definiere Rechtecke Ry, := [tx—1, tx] X [0,t,—g+1] fir 1 < k < n.Dann ist
Vo, (Ri) = Cy(tr, tn—ry1) — Cy(tr—1, tn—kt1)
= Cyp(trstn—ks1) —

=YW (tk) + ¥ (tneks1)) — 7
:¢<(n—k:)w+ (k—l)w) .

n n

:w(w“)—wzww—w)—w(w)

n n
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unabhingig von 1 < k < n.

= Kc,(7) =+ lim Vo, (] Re)
k=1

=7+ Jlim {nfi(w — =) = (w)]}

i S ) = — )

=7t n1—>oo { w/n }

= — wi (w)

=y =y ) @ ()

)

1 (u)
u=vy
wie gewiinscht. -

Korollar 3.68
Sei Cy, eine bivariate Archimedische Copula mit Generatorfunktion 1. Falls (U, V)—r ~ Cy, so
ist die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Cy,(U, V') gerade K¢,, aus Satz 3.67.

Lemma 3.69
Eine absolut stetige, bivariate Archimedische Copula Cy, besitzt die Copula-Dichte

/

()" (Colw, )W) (W)Y (v)
(1) (Cy (u, 0))]°

Beweis: Wir miissen Cy, zweimal partiell differenzieren.

(u,v)T = cy(u,v) = —

Cy(u,v) = (¢~ (u) + 97 (v))

’

= L0y 0) = 0 0 )+ ) [0
= (@ o W) + 0T ) [T ()]

(w)]

()]

’

=o' (@)} |7

I e
(=) (Cy(u, )’
Aus Symmetriegriinden ist ebenso
O v (v)
90 = G Oy )



Anwendung der Quotientenregel der Differentiation liefert schlieBlich

B 9*Cy(u,v)
(V) = 55
)& (™) (Cy(u, v))
~1)(Cy(u, )]

Satz 3.70

Unter der Voraussetzungen von Lemma 3.69 sei (U, V)T ~ Cy,. Definiere S :=

und T := Cy(U, V). Dann gilt
Fismy(s,t) = sKc,(t) Y(s,t)" €[0,1]%.
Also sind S und T stochastisch unabhdingig und S ist auf [0,1] gleichverteilt.
Beweis: Wir betrachten die Transformation
) = sTH(E) & u=w(syT (1),
) = (1= s)p7H(t) & v =9((1 - s} (D).
Deren Jacobi-Matrix ist gegeben durch

ds — ds  dpi(u) () (u)’
du  dyp~(u) du (

du  dyp~(u) du P(t)

dt —dt dpi(u) () (u)’
do ) dv (-8 ) (1)

)
ds (Y V)'(v) dt (@Y ()

wobei wir die Rechenregel (¢~1)' (v) = [¢//(¥»"*(v))] ! benutzt haben.

Die zugehorige Jacobi-Determinante ist gegeben durch

!/

YA =)@ ) O+ s (0 (D)
(W) (w) (@) (v)

(t) =: D(t,u,v).



Nach Transformationsformel ist also die Lebesguedichte f(g 7) von (S, T)T gegeben durch

/

@O @) @
fon@O = ——yer <M

t,u,v)}

und damit ergibt sich

)2

e, [ et )
F(S’T)(sjt)—o/o/ )y dyda:—s[y " ] = sKc,(t).

Die Stammfunktion in (3.17) lésst sich durch Probe (mit Quotientenregel) verifizieren.

Korollar 3.71
Ein Zufallsvektor (U, V)T ~ Cy, kann wie folgt generiert werden:

1) Generiere S ~ UNI|0, 1] und Q ~ UNI|0, 1] stochastisch unabhdingig.
|
2) Setze T := ch(Q)

3) Setze U := (S - p~YT)) sowie V :=((1 — S) - b= 1(T)).

(3.17)

Anmerkung: Fiir hohere Dimensionen d > 2 existieren analoge Darstellungen und Algorithmen.

3.6.2 Kendall’s 7 fiir Archimedische Copulae

Satz 3.72
Sei (X, Y)T ein bivariater Zufallsvektor mit Archimedischer Copula Cy,. Dann gilt

-1

1
(X,Y)=1 +4/ Mdt.
0

Beweis: Seien U und V die Verteilungstransformierten von X und Y. Dann ist (U, V)T ~ Cy.
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Ferner sei K¢, wie in Satz 3.67 und Korollar 3.68. Wir rechnen mit Hilfe von Korollar 3.33:

T(X,Y)

1
AE[Cy(U, V)] —1 = 4/tchw ) —1
0

1

4! [tKc, ()], - / Ke,(tydt p —1 (3.18)
0

1 1
3—4/ch(t)dt:3—4/<t—(;f11)(%)) dt (3.19)
0 0
1

[
gy

')
4

<

( dt+3—4/tdt
0

<

()

'@

( dt +3—2,

O\H
Sl

wobei wir (3-18) partiell integriert und in (3:19) beachtet haben, dass [tK¢,, (t)](l) = 1ist. [ ]

Beispiele 3.73

(a) Die in Beispiel 3.17.(c) vorgestellte Familie der Gumbel-Hougaard-Copulae ist gegeben

durch

Damit ist

und

Es folgt, dass

v (t) = (= log(t))", n > 1.




(b) Die in Beispiel 3.17.(c) vorgestellte Familie der Clayton-Copulae ist gegeben durch =1 (t) =
n~Y(t=" — 1) fiir n > 0. Damit ist

i

W (0 =t

und

Es folgt, dass

)+4—-2(n+2) n

n(n+2) o2

3.6.3 Tailabhingigkeit bivariater Archimedischer Copulae

Satz 3.74

Sei Cy, eine bivariate Archimedische Copula mit einem Generator 1), der die Laplace-Transformierte
einer strikt positiven Zufallsvariable Z ist, vgl. Beispiel 3.17.(c).

Falls ' (0) endlich ist, so ist A\ (Cy) = 0. Falls /' (0) = —oc ist, so ist

P (29)
Ay(Cy) =2 —21 - .
v(Cy) )
Beweis: Nach Lemma 3.38 ist
1 =2u 4 Cy(u,u)
(G =lim
. -1
— tim 1 —2u+Y(2¢y " (u))
utl 1—u
. / 1 N
= li%l 2+¢ (29 (?)2(1/) ) (w) (nach L’Hospital)

!

—92_ 211}%1/1'(21/1’1@))(1#’1) (u)

oo ¥ (207 (W)

=22 W)

Y

=2 — 21;&)1 T/JI(S) . (3.20)
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Falls nun ¢’ (0) € (—00,0) ist, so ist der Grenzwert in (3.20) gleich Eins und somit A\7(Cy,) =
2 — 2 = 0. Dies impliziert die Aussagen. |

Beispiel 3.75
Nach Beispiel 3.17.(c) besitzt die Gumbel-Hougaard-Copula C,, mit Parameter ) > 1 den Gene-

1

rator v mit Y (x) = exp(—x ).

/ 1.1 1.4
= () = — exp(—a7)
n
. (29)
= \y(Ch) =2—21 ;
v(Ch) )
9 1 9 1 4
— n n
g g SRR )(29)
510 T en

vgl. auch Beispiel 3.39.(a).

Satz 3.76
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.74 ist A\,(Cy) = 2 lim v (25)
s—o0 ¥ (8)
Beweis: Analog zum Beweis von Satz 3.74. |

Beispiel 3.77

(a) Nach Beispiel 3.17.(c) besitzt die Clayton-Copula C,, mit Parameter n) > 0 den Generator
1 mit

i) = (14 na)

’

= () = —}7<1 +e)H g

(b) Wir betrachten noch einmal die Familie der bivariaten Frank-Copulae {C,,},, siche Beispiel
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3.64.(a). Fiir einen Parameter n € R\{0} besitzt sie den Generator 1), gegeben durch

(z) = }7 In{1 + exp(—a)[exp(~n) — 1]}.

, 1 exp(—z)[1 —exp(—n)]

=) = T () exp(—) — 1
oy 11— exp(—n)
v (0= n  exp(—n)
__epm) -1
n

Da v’ (0) endlich ist, ist \y(Cy) = 0Yn € R\{0} gemdfs Satz 3.74. Da C,, zudem radi-
alsymmetrisch ist (vgl. Beispiel 3.64.(a)), ist auch \r,(Cy) = 0 ¥n € R\{0} nach Lemma
3.41.(b).

3.7 Marshall-Olkin Copulae

Modell 3.78

Seien Zy ~ Exp(\1), Zo ~ Exp(\y) und Z1o ~ Exp(\i2) drei stochastisch unabhdngige
(zufdllige) Ereigniszeiten.

Setze X := min(Z1, Z12) und Y := min(Zy, Z13).

Interpretation: (X, Y)T modelliert die Uberlebenszeiten eines Zweikomponentensystems, wobei
die i-te Komponente durch den Eintritt des zu Z; gehorigen Ereignisses aufSer Betrieb gesetzt wird,
und ferner beide Komponenten gleichzeitig ausfallen, wenn das zu 715 gehorige Ereignis eintritt.

Die gemeinsame Survivalfunktion von (X,Y)T ist demnach gegeben durch

F(X,Y)(xvy) = P(X > ‘T7Y > y)
=P(Zy > x,Zy >y, Z12 > max(z,y))

= exp(—Mz — Aoy — Mpmax(z,y)), z,y > 0.

Die zugehorigen Rand-Survivalfunktionen sind gegeben durch

Fx(z) =P(X >z) =P(Z1 > x,Z12 > z) = exp(—(M\1 + A\12)2),

Fy (y) = exp(—(A2 + A12)y).
= X ~ Ezp(M + A12), Y ~ Exp(Aa + A12).

Lemma 3.79

; M2 _ M2 : .
Sei ovp = TR und oy = PP v Dann ist, unter den Voraussetzungen von Modell 3.78, die
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Survival-Copula C von (X,Y)T gegeben durch

C(u,v) = uv min(u~*

0T%%)

= min(u! "0, w2, (u,v)" €[0,1]%

Beweis: Nach Definition 3.21 ist

Fixyy(z,y) = C(Fx (), Fy (y)).

Wir beachten dass max(x,y) = = + y — min(zx, y) ist.

= Fixy)(7,y) = exp(=\1z — Aoy — Ai2(7 + y) + A2 min(z, y))
= exp(—()q + )\12)33 - ()\2 + )\12)y + A2 min(a:, y))
= Fx(z)Fy(y) min{exp(Ai22), exp(Ai2y)}.

Wir substituieren u := Fy (), v := Fy(y) und beachten, dass exp(Aj2z) = u~®! sowie
exp(A12y) = v~ ist, denn

_ __ M2
W = [Fx(l“)] X +A12

A2

= [exp(*()\l + Alg)x)]_m

= exp(A122), und analog fiir v~ 2.

= Flxy(@,y) = Px (@) Fy (y) min { [Fx(2)] ", [Fr ()]}

= C(u,v) = vvmin(u~ 1=

aq

,v7°2) = min(u! " v, uv'T92)

wie gewiinscht. |

Definition 3.80
Fiir Parameter oy € [0, 1] und gy € |0, 1] ist die Familie der Marshall-Olkin Copulae gegeben
durch

1= a1 > 902
u v u v
COtl,QQ (’U,, 'U) = min{ul_alv, uvl—ag} _ { 5 > } .

Satz 3.81
Der eindimensionale Unterraum {(u,v)" € [0,1]2 : u® = v*2} von [0,1]? hat das Cy, -
Volumen

PU™ =Vo2) = — 1B 5

a1+ o — oo

wobei (U, V)T ~ Cuy ay-
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Beweis: Wir berechnen édquivalenterweise P(X = Y) = P(Z15 < Z1, Z12 < Zo) mit X, Y, 77,
Zy, Z12 wie in Modell [3.78] Es ist

P(Zi2 < Zv,Z2 < Z2) = [ P(Z1> 2,2 > 2)dP?2(2)

exp(—A12) exp(—A22)A12 exp(—A122)dz

= A2 /exp (=M1 4+ A2+ A12)2) dz
0

A12
A1+ A2 + Ar2
wegen der Normierungsbedingung fiir die Exp(A1 + A2 + A12)-Verteilung.
Einfache Rechnung ergibt schlieBlich, dass

A12 Qo .
= 1st.
A1+ A+ Ao a1 +as — ajan

Lemma 3.82
Fiir zwei Copulae C und Cy gilt

1 0 o
/ [0,1]2 Cy(u,v)dCo(u,v) = 5 //[071]2 %Cl(uav)%cg(uw)dudv.

Beweis: Angenommen, C und Cj sind absolut stetig. Dann ist

11
2
/ C1(u,v)dCo(u,v) //01 3 Co(u, U)dudv.
[071]2 0 b 5 8

Wir wenden den Satz von Fubini an und berechnen zunichst das innere Integral.

; 1
2
/Cl(u, U)Mdu _ [Cl(u,v)ﬁCz U, U ] /8(3’1 u,v) 0Cs(u, v)du
0

ov

1

_ /801 u,v) 0Cs(u, U)du.
0

ov

AnschlieBende duBere Integration beziiglich v € [0, 1] liefert das Ergebnis.
Der allgemeine Fall folgt durch Approximation von C; und Cy durch Folgen absolut stetiger
Copulae, siehe|Li et al.| (2002). [ |
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Satz 3.83
Fiir eine Marshall-Olkin Copula Cy, «, sind Spearman’s p und Kendall’s T gegeben durch

3aias
C p—
ps( a1,a2) 2011 + 200 — g’
109
T(Cal,%) =

a1+ oy — ajae

Beweis:

ps(Car,a) = 12// 2Ca17a2(u,v)dudv73
0,1

1| w2 1
= 12/ /ul_o‘lvdv—i- / wl=2dv | du — 3
0 |0 L
30&1&2

= (siehe Présentation mit Maple),
2001 + 29 — g

T( al,az // Cal [eD) u U)dcal [eD) (u U) -1
[0,1]2
Wir wenden Lemma [3.82| an und erhalten

1 0 0
T(Cap,an) =4 {2 — //[071]2 auCaLaQ(u,v)avCahaQ(u,v)dudv} — 1.

Wir machen die Fallunterscheidung

o1

aCOmOlQ (u7v) (1 - al)uialvy v < u*2
Yrai,a\t™h V) o
8’& ,Ulfagj V> U0z
o
aCOmOlQ (u7v) uliala v <y o2
Yrai,a\th V) o
v u(l — )™, v >ue
Also erhalten wir
a1
0 0 1 —oap)ur 20 =: g1 (u,v), v<uo2
670&170&2(” /U)aical,ag(uvv) - ( ) 1_9 g ( ’ )7 ay
u v u(l — a)v 77 =: go(u,v), v>u2
und damit ist
o1
1 w2 11
1
7(Cayap) = 57 / / g1(u,v)dvdu — / / (u,v)dvdu p —1
0 0 0 o1
u 2
109

= (siehe Prasentation mit Maple).
o1 + o — oo
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Satz 3.84
Sei C, ., eine bivariate Marshall-Olkin Copula. Dann ist ihr oberer Tailabhdngigkeitskoeffizient
gegeben durch

A (Cay an) = min(aq, az).

Beweis: Sei (aus Symmetriegriinden 0.B.d.A.) a; > «g. Wir rechnen

Cay 0z (u,u)
utl l1—u

1 — 2u + u? min(u=%, u=2)

= lim
utl 1—u
1= 2u 4 uPuTe
= lim
utl 1—u
-2+ (2 - 1-az
i | 22 (2 ag)u (L’ Hospital)
utl -1

Bemerkung 3.85 (Hoher-dimensionale Marshall-Olkin Copulae)

Betrachten wir im Allgemeinen ein d-Komponenten-System, d > 2, so kann eine zu Modell
analoge Modellbildung erfolgen, wobei insgesamt 2% — 1 zufiillige Uberlebenszeiten (Zs)ses
betrachtet werden, wobei S die Menge aller nicht-leeren Teilmengen S von {1, ..., d} bezeichnet,
also S = 2{1-dh\g),

Dabei sind alle (Zs)ses stochastisch unabhiingig mit Zg ~ Exp(\g), S € S, und
ijsg:r}ierng,lgjgd.

Beispielweise ergibt sich fiir d = 4:
X1 =min(Zy, Z2, Z13, Z14, Z123, Z124, Z134, Z1234)
Xo = min(Zy, Z12, Zag, Zaa, Z123, Z124, L34, Z1234),
X3 = min(Zs, Z13, Z23, Z3a, Z123, Z134, Z234, Z1234),

Xy = min(Zy, Z14, Z2a, Z34, Z124, Z134, Z234, Z1234)-
Es ergibt sich das folgende Schema mit 2* — 1 = 15.

Z1234
Zi23  Zi2a Zi3a Zosa
Zig Zi3  Zia Zoy Loy Zz
A 79 73 4
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Mochte man gewisse Einfliisse als nicht existent modellieren, so setzt man A\g = 0 = Zg = 400

fast sicher.

Algorithmus 3.86 (Generierung von Pseudo-Zufallsvektoren)
Pseudo-Zufallsvektoren, die sich wie unabhdngige Realisierungen von d-dimesionalen Marshall-

Olkin Copulae verhalten, lassen sich wie folgt am Computer generieren.

0. Ordne die { := 2% — 1 nicht-leeren Teilmengen von {1, ...,d} in einer beliebigen Art und

Weise an und erhalte St, ..., Sy mit zugehorigen Intensititsparametern \i, ..., \p.
1. Generiere 0 i.i.d. Zufallszahlen vy, ..., vy mit v ~ UNI[0, 1].
2. Setze x; = min (—1 M), 1< <d.
Setze x; 1I§r}€1£1&( n(vg)/Ag), 1 <i <
1€SE,
A0
4
3. Setze A; = Z 1{i€Sk})‘kJ 1< <d.
k=1

4. Setze u; = exp(—A;jx;), 1 <i <d.

Dann folgt x = (1, ...,x4) " einer d-variaten Marshall-Olkin-Uberlebenszeitverteilung und

u = (uy,...,uq) " der zugehirigen Marshall-Olkin Copula.
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