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1 Algebraisch ganze Zahlen

Ziel: Wir wollen zeigen, dass x(g), g € G, eine algebraisch ganze Zahl ist.

Definition 1.1. Eine komplexe Zahl o € C heisst eine algebraisch ganze Zahl,
wenn es a; € Z gibt, so dass

"t Y aa + -+ aja+ag = 0.

Beispiele fiir algebraisch ganze Zahlen sind v/2, i, oder allgemeiner A € C mit
A" =1, fiireinn €N, und m € Z.

Lemma 1.1. Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent.
caeld

- Es gibt einen Unterring R C C, so dass a € R und R ist endlich erzeugt
als abelsche Gruppe.

Bemerkung 1.1. % := {a € C | « ist eine algebraisch ganze Zahl} ist ein Unter-
ring von C.

Lemma 1.2. ANQ =7
Beweis. Es ist klar, dass Z C (AN Q).

Mit jedem a € AN Q ist auch —a € AN Q. Also reicht es nur a > 0 zu betrachten.
Sei nun 2 € ANQ, mit p,q € N und (p,q) = 1 (teilerfremd, sonst kiirze), und a; € Z, so dass

q
n+1 n
(3) +an<3) +---+a1<’i)+ao:0
q g g

= p"t = —anp™q— - — a1pg” — aoq"t =mq, meZ.

D.h. aber p®*! = 0 mod g¢. Dies ist im Widerspruch zu (p,q) = 1. O

Satz 1.1. Sei p Darstellung einer endlichen Gruppe G mit Charakter x. Dann
ist x(g) fiir alle g € G eine algebraisch ganze Zahl.

Beweis. Sei n € N die Ordnung von g, g € G, und A; € C ein Eigenwert von p(g). Dann ist
A? = 1= A; € 2. Somit folgt

k
x(9) = _mnixi €%,  n; € N: Vielfachheit von X;.
i=1



2 HILFSLEMMAS 2

2 Hilfslemmas

Ziel: Einige Hilfsmittel bereitstellen fiir die ndchsten Beweise.
Im folgenden seien CL(g;), 4 € {1,...,r}, die Konjugationsklassen {hg;h~! | h € G} von G.

Lemma 2.1. Fir alle irreduziblen Darstellungen mit Charakter x und alle
i€ {l,...,r} gibt es ein w; € U, so dass

|CL(g:)x(9:) = wyx(1)

Beweis. Sei x der Charakter einer irreduziblen Darstellung von G.

h( > g>h—1— > hghT'= > g, VheEQG.
)

9€CL(g; 9€CL(g;) g€CL(g;)

D.h. 3 cor(g;) 9 ist G-linear. Also ist nach Lemma von Schur

> g=wily,w) € C=>|CL(g:)|x(gi) = Spur ( > g) = Spur (w} 1v) = wi x(1).
g€CL(g;) 9€CL(g;)

Noch zu zeigen, dass w; eine algebraisch ganze Zahl ist.

Betrachte hierzu die endlich erzeugte Gruppe R := ({w{}7_,) C C. Dann ist

=01 =3) A = W
geCL(g;) heCL(g;) 9€CL(g;) \heCL(g;)
zm( > g>,

k=1 9€CL(gk)
mit mp = |gx| := |{gh | gh = g, g € CL(g;) und h € CL(g;)}|-
Also gilt
T
wiw{c = kawi, i,7€{1,...,r}.
k=1

D.h. (R, +,-) ist ein Ring, der als abelsche Gruppe endlich erzeugt ist, und w”;( ist Element
von R. Somit ist w; eine algebraisch ganze Zahl. O

Bemerkung 2.1. Sei p; Darstellung von Gy mit Darstellungsraum V; und py die
von (G2 mit Darstellungsraum V5.
So definiert p; ® ps eine Darstellung von G; X G2 mit Darstellungsraum V; ® V5.

Lemma 2.2. Seien G; und G2 Gruppen mit Darstellungen p; und p2.
Sind p1 und p2 irreduzibel, so ist auch p1 ® p2 irreduzibel.

Beweis. Seien x1 und x2 die entsprechenden Charaktere von p; und p2, x der Charakter der
Produktdarstellung p1 ® p2.

> X@wP= Y a@Phe®P= Y k@ Y Ixa(h)? =1G1]Gal.

(9,h)EG1 %X G2 (9,h)EG1XGa g€EG] heGa

D.h. < x,x >=1, also ist p1 ® p2 irreduzibel. O
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3 Grade irreduzibler Darstellungen

Ziel: Die Einschrinkung der mdglichen irreduziblen Charaktere x; einer Gruppe G.

Satz 3.1. Der Grad eines irreduziblen Charakters x teilt die Gruppenordnung
|G|, d.h.

x(D]|G]-

Beweis. Sei x ein irreduzibler Charakter der Gruppe G und CL(g;),: € {1,...,r}, die
Konjugationsklassen von . Dann ist

> x(9)x( a2 ZICL 9:)Ix(9:)X(9:) = "G Z\CL(gz Ix(9:)x(9; ")

IG\ prere)

denn x ist eine Klassenfunktlon: ]
Nun ist aber |CL(g;)|x(9:) = w}x(1) nach Lemma 2.1, wobei w} € 2.

x(1) o ; _ G U _

—xl) D wix(erh) & 6L _ M wix(gi) eAnQ =12,
G| &= x(1) &

Also teilt x(1) die Gruppenordnung |G|. O

Satz 3.2. Der Grad eines irreduziblen Charakters x teilt sogar den Index des
Zentrums Z(G) in G, d.h.
x(W(G = Z(G)).
Beweis. Sei m € N, p eine irreduzible Darstellung von G mit Charakter x und s,t € Z(G).
p(9)p(s) = p(gs) = p(sg) = p(s)p(g), Vg€ G.
Mit dem Lemma von Schur folgt also, dass p(s) = A(s)1y.
A(st)1y = p(st) = p(s)p(t) = A(s)A(t)1y = A(st) = A(s)A(t)

D.h. XA: Z(G) — C ist ein Homomorphismus. Betrachte die Gruppe G x G X --- X G = G™.
p i =pQpQ®---® pist eine irreduzible Darstellung auf G™ mit Charakter x’.

Sei (81,82, ,8m) € Z(G)™ (= Z(G™)). So ist analog wie oben
P (51,82, ,8m) = (81,82, ,8m)lveve..@v, wobei
A(51,82,°+ ,sm) = A(s1)A(s2) -+ A(sm) = A(s152++sm) € C.
Sei s die Ordnung von G, ¢ die von Z(G), n = x(1) und H < G™ der Normalteiler

H :={(s1,52, - ,8m) € Z(G)™ | s182---sm =1} C Z(G)™.
So ist |H| = ¢m~1.
Sei p; die durch p’ gegebene Darstellung auf G™/H mit Charakter x';, p; irreduzibel. Also
m
, m s s\™ 4
Somit ist der Ring Z [ 2] C c*IZ =< c*1 > selbst auch endlich erzeugt.

Damit ist —EQI:>—€QLDQ:Z
cn cn
O

Anwendung. Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = p?, wobei p eine Primzahl ist. Dann muss
G abelsch sein!

Beweis. G ist abelsch gdw. jede irreduzible Darstellung x von G Grad 1 hat.
Sei also x irreduzibel.

x(W)||G =p* = x(1) € {1,p,p°}
Aus der Gradgleichung folgt
p?=|Gl=a+b-p?2+c-p*, a,b,c€ Nmita#0.
=>b=c=0und a =|G|.
Somit ist G abelsch. O



