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1 Definition, Existenz und Eindeutigkeit der in-
duzierten Darstellung

Seien G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G, p : G — GL(V) eine Darstel-
lung von G, pm = p|, die Einschrénkung auf H. Sei 6 := pr" : H— GL(W)
eine Teildarstellung von pg, d.h. 0y (w) = pg(w) fiir alle h € H, w € W.

Der Vektorraum p,W, g € G, héngt nur von der Nebenklasse 0 = gH von g
nach H ab. Wir konnen daher definieren: W, := p,W fiir g beliebig in ¢ = gH.
Die W, werden permutiert durch die p,, g € G. Daher ist die Summe ) JH W,
eine Teildarstellung von V.

Definition 1.1 Die Darstellung p : G — GL(V) heisst von der Darstellung
0 : H — GL(W) induziert, falls V gleich ist der Summe der Wy, 0 € G/H, und
falls diese Summe direkt ist, d.h. falls

V=P w,.

oc€G/H

Beispiel 1.2 Sei p : G — GL(V) die regulire Darstellung von G. V hat dann
eine Basis (e4) e und es gilt pge, = egq fiir alle g, ¢’ € G.

Sei W der Unterraum von V' mit Basis (ej)nep. Die Darstellung 8 = pg"V von
H auf W ist die regulére Darstellung von H, und p ist induziert von 6.

Lemma 1.3 Seien p: G —» GL(V) und 6 : H — GL(W) Darstellungen und p
induziert von 6. Sei p' : G — GL(V') eine weitere Darstellung von G, und sei
f W — V' linear, sodass f(0n(w)) = p},(f(w)) fir alle h € H und w € W.
Dann ezistiert eine eindeutige lineare Abbildung F : V — V', sodass F|W =f
und Fopy,=pyoF firallege€G.

Satz 1.4 Sei 0 : H — GL(W) eine Darstellung von H. Es existiert dann eine
Darstellung p : G — GL(V') von G, die von 0 induziert ist, und diese Darstellung
ist eindeutig bis auf Isomorphie.



2 Charakter einer induzierten Darstellung

Sei p : G = GL(V) induziert von § : H — GL(W) und seien x, und xg die
zugehorigen Charaktere. Sei R ein Reprisentantensystem von G/H. Dann gilt
folgender
Satz 2.1 Fiir alle u € G:

1

Xp(u) = Z xo(r~tur) = =] Z xo(9™ ug).
rER geG
r~lureH g~ lugeH

Korollar 2.2 Seip = Ind$1, d.h. die von der trivialen Darstellung1 : H — C*
induzierte Darstellung von G. Dann ist fir alle u € G:

_ |G- H|
XIndgl(u) - |Cl(u)| |Cl(u)ﬂH|,

wobei Cl(u) die Konjugiertenklasse von u in G bezeichnet.

Korollar 2.3 (Frobenius’sche Reziprozitit) Sei G eine Gruppe, H eine
Untergruppe von G, 0 : H — GL(W) eine Darstellung von H, und p : G — GL(V)
die von 0 auf G induzierte Darstellung. Sei p' : G — GL(U) eine weitere Dar-
stellung, ply == p’|H die Einschrinkung von p' auf H. Dann gilt

(Xps Xp' ) = (X0, Xp’H)H-

Bemerkung 2.4 Wenn 6 und p' irreduzibel sind, dann bedeutet die Frobeni-
us’sche Reziprozitit folgendes: p' kommt in p = Indgé? genau so oft vor, wie 8
in Res%p' = p | y vorkommt.

Beispiel 2.5 (Notation von Fulton, Harris) Wir betrachten H := S, und G =
Ss. Die irreduziblen Darstellungen von H sind:

U, := triviale Darstellung von Ss

Vs := Standarddarstellung von S, (= Uj := alternierende Darstellung).
Die irreduziblen Darstellungen von G sind:

Us := triviale Darstellung von Ss,

U} := alternierende Darstellung von Ss,

V3 := Standarddarstellung von Ss.

Fiir W := V5 = U} mochten wir nun Indi, die von W induzierte Darstellung,
berechnen.
Sei Res&U die Restriktion von U auf H. Dann gilt

Rengg = U2,
ResGUS = Ub = Vs,
Res$ Vs = U @ Ub.
Wegen der Frobenius’schen Reziprozitét folgt: Indsz =UloVs.



