Darstellungstheorie endlicher Gruppen Lydia Bieri

DARSTELLUNGSTHEORIE DER SYMMETRISCHEN GRUPPE

Dimension der irreduziblen Darstellungen V)

Um die Dimension von V) zu bestimmen, betrachten wir zunéchst eine Formel fiir den Charakter y

von V), ndmlich die Frobenius-Formel.

Sei im folgenden C; die Konjugiertenklasse in Sy, bestimmt durch die Folge:

d
i=(l1,12,...,0q) mit E aly =d
a=1

C'; besteht aus den Permutationen, die 71 1-Zyklen, ..., 14 d-Zyklen besitzen.

Wir fithren jetzt unabhéngige Variablen ein: a1, ..., 2%, wobei k > Anzahl Zeilen im Young-Diagramm
von .

DEFINITION 1 Definiere die Potenzsumme Pj(x) , 1 < j <d, und die Diskriminante A(x) wie folgt:
Pi(z) = o] + 2} + ... + =}
Az) = H("cz 7))
i<j

Sei nun f(z) = f(21,....x) eine formale Potenzreihe und (ly,...,{;) ein k-Tupel von nicht-negativen
ganzen Zahlen. Dann definiere

[f(@)]a,,...1,) := Koeflizient von alt o "ci" in f.

Gegeben eine Partition A : Ay > ... > A\ > 0 von d. Setze

Lh=M+k—1,ls=X+k—2,..,0; =\

Die I; bilden eine strikt abnehmende Folge von k nicht-negativen ganzen Zahlen. Jetzt sagt uns die

Frobenius-Formel, was der Charakter von V) ist, ausgewertet bei g € C;:

Frobenius-Formel:

d
A(C) =[A@) - T Pi@) ]y,
=1

BEISPIEL 1 d =5, A = (3,2),C; die Konjugiertenklasse von (12)(345)

d.h. also: le = 07 i2 = 1, ig = ]., i4 = i5 = 0.
Fiir k=2 nehmen wir zjundxzy. Man erhalt



Pl('x)o =1, Pz(x)l = (x% —I—;c%), Pg(l‘)l = (l? + :c%),

(11712) :(4,2), da ll :3—}-2*1:4, 12 :/\2 _9,

somit x(3,2)(Ci) = [(x1 — xz)(:cf + ;L%)(lf + x%)](zm) = Koeff. vonzjzs = 1.

Nun brauchen wir die Frobenius-Formel, um die Dimension von V) zu berechnen. Der Konjugierten-
klasse der Identitat entspricht 1 = (d), also:

dimVy = xa(Cq) = [A(z) - (21 + ... + Ik)d](h

A(z) ist die Vandermonde-Determinante:

1 x ,vi_l
: \o(1)—1 k)—1
= E (sgna)l'z( ) 1:1'( )
. oc€Sk
-1
1 T
Der andere Term ist:
d!
(x1 4+ ...+ :ck)d = E —— el gk,
rileerg!
wobei die Summe tiber k-Tupel (rq,...,r%) genommen wird, deren Summe d betrigt.
Nun ist der Koeffizient von z! - - x ¥ gesucht:

d!
ngn(a)(ll —a(k)+ 1) (I — (k) + Y’

wobei die Sumime tiber diejenigen o € Sy lduft, mit ;41 —o(2) +1 >0V 1< < k.

Nach einigen Umformungen erhalten wir fiir den Koeffizienten:
. d!
dlnl‘/A = ﬂ H(ll - l]>

mit l; = \; +k — 1.

Hakenléngen:
Eine weitere Méglichkeit, dimV) auszudriicken, liefern uns die Hakenlangen.

DEFINITION 2 Unter der Hakenlinge eines Kastchens n im Young-Diagramm versteht man die Anzahl
Kastchen rechts von n, addiert zu der Anzahl Kistchen unterhalb von n, wober n selbst einmal mitgezaihlt
ward.

Durch Induktion leitet sich aus der Frobenius-Formel die folgende Hakenldngen-Formel her.

d!

di = —
imVa [1(Hakenlingen)




Beweis der Frobenius-Formel

Als nichstes beweisen wir die Formel:

A€ =[A@) - [T P T

J
Dazu benotigen wir noch einige Hilfsmittel, ndmlich 2 Lemmata sowie etwas Theorie tiber symmetri-
sche Funktionen und Kostka-Zahlen.

Kostka-Zahlen:

Gegeben seien 2 Partitionen A und g von d. Nun definieren wir die Kostka-Zahlen kombinatorisch:

DEFINITION 3 Die Kostka-Zahl K,y ist die Anzahl Méglichkeiten, die Kdstchen des Young-Diagramms
fir pozu fillen mit \j1's, No2's, ..., \gk's, so dass die Eintrdge in jeder Zeile nicht abnehmen und in
jeder Kolonne strikte zunehmen.

Es gilt immer: Ky = 1, K,x = 0 fiir 4 < A, K, nicht-negativ.

Beweis:
Fiir jede Partition A von d haben wir eine Untergruppe

Sy=5) X...x S5y, CSq
Sei Uy die Darstellung von Sy, die induziert wird von der trivialen Darstellung von Sy:
Uyx=A-a,.
Sei ¥y = xy, = Charakter von Uj.

Es existiert eine surjektive Abbildung:

U)‘ = ACL)‘ — V)‘ = Aa)‘b)‘

T — x-by

Es lasst sich auch schreiben:
Vi = Aa)by =2 Abyay C Aay = U,

Spéter werden wir sehen, dass gilt: Jedes Uy enthélt V) mit Multiplizitét 1 und enthédlt andere V), nur

far g > A
Mit der Formel fiir Charaktere induzierter Darstellungen erhilt man nach einiger Rechnung fiir den

Charakter von Uy:
UA\(Cy) = [PY),.
Das ist der Koeffizient von

X = 1‘;‘1 N rz"' in P = (zy + ... + Ik)il . (1‘% + ..+ I%)iQ e (:r‘lz + ..+ IZ)id.

Nun miissen wir diese Koeffizienten vergleichen mit den Koeffizienten wy (i), die wie folgt definiert

sind:

wa(i) =[A PO, I=(\ +k—1,..., M)
Zu zeigen bleibt:

XA(Ch) = wa(d)



Fir jedes symmetrische Polynom P gilt

[P])\ = Z I(;t)\[A . P](y1+k71,p2+k72,...,yk)v
n

wobei K5 die vorher definierten Kostka-Zahlen sind.
Nun benutzen wir folgende 2 Lemmata aus Fulton u. Harris:

Lemma A.26: Fiir jedes symmetrische Polynom P vom Grad d in k Variablen gilt:

UA(P) = Kpux-wu(P)
G

Lemma A.28: Fiir Partitionen A und p von d gilt:
Z .,;._w)‘(i)w#(i) =1
- 1ragy e diagy!

falls A = p, sonst betrégt der Wert 0.

Dies angewandt auf P = P9 gibt:
UA(Ci) =D Kpwp(i) = wai) + Y Kuaw,l(i)
I

pn>A

Mit Lemma A.28 ergibt sich:
1 . .
= 3 (Gl i) = S,

Die Funktionen wy, betrachtet als Funktionen auf den Konjugiertenklassen von Sy, erfiillen also
die gleichen Orthogonalitétsrelationen wie die irreduziblen Charaktere von S;. Von diesen Gleichungen
koénnen wir herleiten, dass die wy die irreduziblen Charaktere von S; sind. Genauer gilt:

XA(C) = wa(i)

fiir jede Konjugiertenklasse C; von S4; was den Beweis der Frobenius-Formel abschliesst.

KOROLLAR 1 (Young-Regel)
Die Zahl K, 1st die Multiplizitdt der wrreduziblen Darstellung V, in der induzierten Darstellung Uy:

Ux = VA D DpusaKinVy.

Fir die Charaktere gilt:

k:[})\ = XX + Z I{;L)\Xp-
>



