Analysis II. ' WS07, Aufgabenblatt 1

M. Hortmann

Name(n) Gruppennummer

Punkte
1 2 3a b 4 Summe % bearbeitet

1. Seien E, F Banachrdume. Man zeige: Eine surjektive stetige lineare Abbildung
@:E— F besitzt genau dann eine stetige Inverse, wenn inf || (x)||>0 .

llxll=1

2. Ist E ein Banachraum, so ist 4:=2(E, E) bekanntlich ebenfalls ein Banachraum mit
der Norm ||@||=sup |l (x)]| . Man zeige: Sind ¢,pe€d ,soist |lpey|<|olllel .

llxll<1

3. Man setze U :=[(p€A|(p besitzt eine stetige Inverse] . Esist Uc4
Offenbar ist id,€U ,daher U#@ .Fir @€4 setztman ¢’=id, und @, ,=pop"

a) Man zeige: Ist @€A4 , |p|l<1 ,also @€U,(0)c4 ,so konvergiert die Reihe
Z(Pn in 4, und fiir ihren Grenzwert ¢ gilt: (id,—@)ow=yeo(id,—p)=id, .
n=0

Jedes Element von U, (id;) besitzt also ein stetiges Inverses, und daher ist U, (id,)cU
mit anderen Worten: um das Element 1d, gibt es eine offene Kugel, die ganz in U liegt.

b) Folgern Sie, dal es um jedes Element @,€U e¢ine offene Umgebung gibt, die ganz in U
liegt! (Hinweis: Benutzen Sie u.a. die Abbildung 4—4 , X—¢ 'oX , welche ¢ auf
id; abbildet und fithren damit die Behauptung auf den Fall a) zuriick.)

Insgesamt wurde damit bewiesen, daB U offenin £ (E, E) ist.
( Wie konnte man im Falle E=IR" dieses Ergebnis mit Hilfe der Determinante zeigen?)

4. Sei E ein Banachraum und Br(O)::{xEE H|x||<r} die abgeschlossene Kugel mit Radius
rum den Nullpunkt von E. Istdann f:B,(0)—E eine Abbildung mit

Vx,yeB,(0): ||f(x)—f(»)<bllx—y| firein bER, 0<b<1 und

£ (0)[<r(1-b) ,
so zeige man: f besitzt genau einen Fixpunkt.
Bemerkung: Es ist ja keineswegs vorausgesetzt, da [ (B,(O))CB,(O) ; also hat man nicht
die Ausgangssituation des Banachschen Fixpunktsatzes.



