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Aufgabenblatt 5

Wieder holung des Stoffs:
Sei M eine nicht-leere Menge, d:M xM - R, eine Metrik auf M, also (M, d) ein metrischer

Raum. Fur e R, £>0 und xOM heif3t die Menge U ? (x) :={yDM |d(x, y)<g} , offene

Kugel mit Radius £ um den Punkt x bezlglich der Metrik d. Wenn implizit klar ist, welche
Metrik gemeint ist, so schreibt man nur U _(X) .

Auf dem R" betrachtet man meist die durch d(x,y) = /zm -y)? gegebene, euklidische
i=1

Metrik*, manchmal aber auch die durch d(x,y) = > | - v;| gegebene , Taxifahrermetrik*.
i=1

Versuchen Sie, sich die offene Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt beziglich der
Taxifahrermetrik im R® vorzustellen!

In R* =R sind beide Metriken identisch, esist dort d(x,y) =|x-y].

Sei nun (xn)nDN eine Folge von Punkten eines metrischen Raumsund allM . Man sagt, , die
Folge (x,) ., konvergiert gegen a*, oder ,a ist Grenzwert der Folge (x, ), “, wenn
Oe>00n,ON On=n,: x,0U,(a), bzw. Oe>0Un, N On=n,: d(x,,a) <€.

Man schreibt statt oder ,a ist Grenzwert der Folge (x,) . “ auchkurz: limx, =a.

n-oo

Ist f:M - N eneAbbildung zwischen metrischen Raumen und x, JM , so heil3t f ,, stetig
in %, wenngilt: Og>005>0: f (U,(x))OU, (%), bzw.

Oe>000>00xOM : d(x,%)<d - d(f(x),f(x))<e.

f hell3 stetig auf M, wenn f stetig in jedem Punkt von M ist.

Man kann unschwer zeigen:
f ist genau dann stetigin x,, wenn fir jede Folge (x,) ,, in M, deren Grenzwert x, ist, die

Folge der Bildpunkte ( f (x,))  den Grenzwert f(x,) besitzt.

AulRerdem gilt:

Sind (x,) .+ (¥a)., Folgenim metrischen Raum (M, d), so bilde man die Summen- und
Produktfolge (s,) . +(Py)  durch s, :=x +y,, p,=x,0¥,. Giltnunlimx =a,
limx, =b, soauch lims, =a+b, limp, =ab. Gilt zusitzlich OnON:y, #0und b0,

n— oo n- oo

konvergiert die durch g, :=—definierte Quotientenfolge (q,) . limg, = % .

n



Das sogenannte ,, Archimedische Axiom® fur die reellen Zahlen besagt: zu jeder reellen Zahl

gibt es eine grolere natrliche Zahl. Daraus folgt umgekehrt, dal3 i m1 =0. Von letzterer
n-e

Tatsache kann man im Folgenden ausgehen.

Aufgabe 1

Man zeige: Ist qO0R, 0<q<1, soist limq" =0.

n- oo

(Man muf3 zeigen, dal3 0 Grenzwert der Folge (q”)nDN ist. Dabei nutze man die Tatsache, dai3

die Folge (lj den Grenzwert 0 besitzt, sowie die Bernoullische Ungleichung.)
n nON

Aufgabe 2

Man betrachteim R? die Euklidische Metrik d(x,y) = \/(xl -y,) +(% - y,)" und die
, Taxifahrermetrik® d,(x, y) = | = ;| +|%, = ¥,|. Man zeige U*(0) DU/ (0) DU (0).
(In Worten: Die offene Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt beztglich der Metrik d, ist

Teilmenge der offenen Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt bezliglich der Metrik d , und
diese wiederum ist Teilmenge der offenen Kugel mit Radius 2 um den Nullpunkt beztglich
der Metrik d, .

Aufgabe 3

2
a) Man betrachte diedurch x :=2, x,, .= X”2 *2 definierte Folge, sowie die durch

y, = x.? gegebene Folge und zeige limy, = 2.
(Daher ist offenbar der Grenzwert der Folge (x,) gleich V2. Berechnen Siez.B. x,,!)

b) Man setze a, =1, a := 2 furi >1, und betrachte dann die durch

0N *

1 T % :a1+;1, etc. definierte Folge (X, ),
a,+— a,+
% a+ L
a

4

1
X =a, X =8+, =4+
a,

Ist diese Folge konvergent? Welchesist ihr Grenzwert?
(Beantworten Sie die Frage zunéchst ,, experimentel“!)



Aufgabe 4

a) Sa f:R - R gegebendurch f(x)=x*.Zeigen Sie: f ist stetigin 1.

1far x=0

b) Se f:R - Rgegebendurch f(X) :{0 Zeigen Sie: f ist nicht stetigin O.

sonst

¢) Séi R, :={x0OR|x>0} und f:R - R gegeben durch f(x)=1. Zeigen Sie: f ist stetig
X
inl.



