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Aufgabe 1
Aus der Gleichung exp(ix) =cos(X) +isin(x) und der , Funktionalgleichung®
exp(x+Yy) = exp(x)exp(y) leite man die sog. Additionsformeln fir Sinus und Cosinus her:

cos(X+ y) =cosxcosy—sinxsiny, sin(x+y) =sSinXcosy +Ccosxsiny

Aufgabe 2
Esist OxOR: sin®x+cos*x=1, und g ist die kleinste positive Nullstelle der reellen

Cosinusfunktion. Wegencos(0) =1 folgt dann fir 0< x < 7—27 0<cosx<1 und wegen

2n+1

O<cosxs<l. Aussinx=>» (-1)" X

— = f | t f.' -
cos(—x) = cos(x) folgt sogar fur et (2n+1)!

< X<

Ny
Ny

folgt sin(—x) =-sin(x).

Zeigen Sie mit Hilfe dieser Tatsachen und der Additionsformeln, daf3

a) sin(x+7—27):cos(x), cos(x—g):sinx

b) Fir 0O<s x<mist 0<ssinx<1

¢) OxOR:sin(x+27m) =sinX, cos(X+ 277) = cosX
1+cosx

d OxOR: cosz(g) = (Hinweis: Gehen Sie ausvon cos(x) :cos(§+§))

€) cos(l—ST) :%

Aufgabe 3
Man betrachte die reelle Exponentiafunktion, die durch die bekannte fir alle xR

(=] n

konvergente Potenzreihe exp(x) = Z% gegeben ist. Offenbar ist fir x=0auch exp(x) >1.
n=0 '
Man benutze dies und die Funktionalgleichung, um zu zeigen

a) OxOR:exp(x)=0
b) Ox,yOR: x<y - exp(x)<exp(y)
c) Esist e:=exp(l). Man zeigefir nOZ: exp(n) =€".



Aufgabe 4

0o 2
Man betrachte die antisymmetrische Matrix A=| -2 0 1| .Die ,transponierte Matrix“
-3 -1 0
0 -2 -3
A' entsteht aus A durch Vertauschen der Zeilen und Spalten, esistalso A =|2 0 -1].
31 O
Die Antisymmetrie driickt sich dann durch die Gleichung A" =-A aus.
Offenbar ist
1 0O 0 0O
E=|0 1 O|=exp|0 0 O|=exp(A-A)=exp(A) exp(-A) =exp(A) exp(A') =RR'.
0 01 0 0O

Die Gleichung RR' = E bedeutet offenbar gerade, dai’ jede Spalte der Matrix A die Lange 1
besitzt und die Spalten aufeinander senkrecht stehen.

Durch Einsetzen von A in die Exponentialreihe berechne man mit Hilfe von Pari oder einem
anderen Computerprogramm moglichst genau R =exp(A) und Uberprife, dald tatsachlich

RR'=E.

1
Sel x=|-3|. Offenbarist Ax=0. (Prifen Sie esnach!). Daher sollte auch gelten:
2

n=o0 N nmo N! n=1 N:

Rx = exp(A)x = (Z%A"]x = Zi(A"x) = Ex+Z%(A"x) = Ex=x. Der Vektor xist also

ein Fixpunkt der ,, Rotation” R, die man as Drehung der durch x gegebenen Achse
interpretieren kann. Wir werden spéter lernen, um welchen Winkel hier gedreht wird.

Prifen Sie mit Pari oder einem anderen Computerprogramm nach, daf3 tatséchlich Rx = x.



