Blatt 9
Musterldsungen

Aufgabe 1.

Gegeben sai die Abbildung f :R - R, f(x)=x*. Man zeige durch direktes Ausrechnen des

Grenzwerts, dass f '(2) = Iin;L;(Z)
X pa—

=4. Hinweis. Man mul3 aso fir eine beliebige

Folgereeller Zahlen(x,) — 2, X, # 2zeigen, dass Iim%:A
L6sung:
Sel aso (x,) - 2, X, #2. Man rechnet:
- 2 _ -2 +2
i f0)=t@ k-4 (6-2)(x+2)

n-oco Xn_2 ”*°°Xn—2 N o Xn_z
lim(x, +2) = (limx, | +2=2+2=4

n-oo

Dabei folgen wir wieimmer der Konvention, dal3in einer Gleichungskette, die Grenzwerte
enthdlt, jede Gleichung so zu interpretieren ist: , Wenn der Wert auf der rechten Seite
existiert, dann auch der Wert auf der linken Seite, und beide Seiten sind gleich.”

Aufgabe 2.

Sel f:R - R ander Stelle x, := 3 differenzierbar. Es gibt also eine Zahl allR namlich die
Ableitung von f an der Stelle x, =3, so dass gilt:

Oe>000>00xOR: |x-3Jd - ‘M—a <g.

X—-3

Folgern Sie hieraus, dass f an der Stelle x, :=3 stetig ist. (Dazu mufl3 man die &, — Definition
der Stetigkeit kennen.)

LOsung:
Schreiben wir zunéachst obige Voraussetzung um:
Oe>005>00xOR: |x-3<d - |f(X) - f(3)-a(x-3) <&[x-F.

Die Dreiecksungleichung fir den Absolutbetrag in R lautet [u+Vv| < |u|+|v|. Also ist auch
lul :|(u —v)+v| <|u=V|+v|, woraus folgt [u|=|v|<|u=V|. Damit schreiben wir weiter
Oe>000>00x0OR: [x-3|<J - —[al|x=3+|f(X) - f(3)| < &|x~3 und weiter
De>000>00x0OR: |x-3<J - |f(x)- (3 <(e+]a])[x-3.



Wahlen wir nun zu vorgegebenem & >0 einerseitso >0 so, dal3
OxOR: |x=3]<d - |f(x)- f(3)|<(e+|a])|x~3 und verkleinern andererseitsd gof.

weiter, so dald auch noch o < . Jetzt kdnnen wir weiter abschétzen:

£+[d
OXOR: [x=3]<J - <|f(x) - f(3)|<(e+[a])|x-3 <(e+|a)d=<e.

Dies bedeutet: Zu vorgegebenem £ >0 kdnnen wir J > 0so wahlen, dal
OXOR: [x=3]<d - <[f(x)-f(3)<e.

Das heil3t aber gerade: f stetigin 3.

Aufgabe 3.
0
Sei f:R? - Rgegebendurch f(x,x,)=x°+x>.Sa x° ::(OJ.Zeigen Sie, dassf in

X differenzierbar und daik Df (x°) die Nullabbildung ist, indem Sie direkt nachweisen, dass
Oe>000>00x0OR: x| <d - |f(x)|<e]X.

L6sung:

Sei ¢:R? - RdieNullabbildung, d.h. Ox,x, OR: ¢(x,x,) =0. Offenbar ist ¢ linear. Um
zu zeigen, daiR f in x°differenzierbar und dai3 Df (xo) = ¢ , muR man nachweisen:
|10 =) =(x=x)|
<€g.
=]

0e>0 D5>0DXDR:||X||<5 .

Unter den gegebenen speziellen Voraussetzungen reduziert sich dies auf die in der
Aufgabenstellung gegebene Aussage.

Esistalso | f (x)| abzuschétzen. Wir rechnen
[FOA[=]f 00 %) =%+ =[x =[x].

Zu vorgegebenem &£ > 0wahlen wir jetzt einfach 0 = £ und haben damit
OXOR: X <&~ [F09]=]f(x, %) = x5 = X" =|x][x] < ]| = £]x].
Was Zu zeigen war.



