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Aufgabe 21 (4 Punkte)
a) Sei Ŝ der zweidimensionale Einheitssimplex und ϕ̂0, ϕ̂1, ϕ̂2 seien die linearen Polynome mit
ϕ̂i(âj) = δi,j , i, j = 0, 1, 2. Berechnen Sie(∫

Ŝ
∇ϕ̂i∇ϕ̂j

)
i,j=0,1,2

.

b) Es seien Ω ⊂ R
2 und S eine nicht degenerierte Triangulierung von Ω. S sei ein Dreieck

der Triangulierung mit Eckpunkten a0, a1, a2 und ϕ0, ϕ1, ϕ2 seien die linearen Funktionen mit
ϕi(aj) = δi,j , i, j = 0, 1, 2. Berechnen Sie mit Hilfe der affin linearen Transformation FS : Ŝ → S
und a) die Elementsteifigkeitsmatrix(∫

S
∇ϕi∇ϕj

)
i,j=0,1,2

.

Aufgabe 22 (6 Punkte)
Sei S ein Simplex im R

d mit baryzentrischen Koordinaten λ0(x), . . . , λd(x). Zeigen Sie, dass für
α ∈ Nd+1

0 ∫
S
λα(x) dx =

α! d!
(|α|+ d)!

|S|

gilt. Dabei ist λα = λα0
0 · . . . · λ

αd
d , |α| = α0 + . . .+ αd und α! = α0! · . . . · αd!.

Tip: Induktion über d.

Aufgabe 23 (L2-Projektion) (4 Punkte)
Es sei S eine konforme und nicht degenerierte Triangulierung von Ω ⊂ R

d und Xh = {vh ∈
L2(Ω) : vh|S̊ ∈ Pk(S̊) für alle S ∈ S}.
Zeigen Sie: Zu jedem u ∈ L2(Ω) gibt es genau ein uh ∈ Xh, so dass

‖u− uh‖L2(Ω) = inf
vh∈Xh

‖u− vh‖L2(Ω)

gilt. uh ist die eindeutige Lösung von∫
Ω
uhϕh =

∫
Ω
uϕh ∀ϕh ∈ Xh.

Außerdem gilt für u ∈ H1(Ω)

‖u− uh‖L2(Ω) ≤ c h(S)‖u‖H1(Ω)

mit h(S) = maxS∈S h(S).


