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Das Neumann-Problem für die Poisson-Gleichung
Sei im folgenden Ω ⊂ Rd (d ≤ 3) ein beschränktes, polygonales Gebiet.

Aufgabe 26 (4 Punkte)
Sei u ∈ H2(Ω) Lösung des Neumann-Problems

(N) : −∆u = f in Ω,
∂u

∂ν
= g auf ∂Ω.

Zeigen Sie: Dann gilt ∫
Ω
f +

∫
∂Ω
g = 0

und zwei Lösungen u1, u2 ∈ H2(Ω) unterscheiden sich nur um eine Konstante, d.h. ∃c ∈ R :
u1 = u2 + c. Sei H1(Ω)/R mit der Norm ‖v‖H1(Ω)/R := infc∈R ‖v + c‖H1(Ω) versehen. Zeigen
Sie weiterhin: Zu jedem Paar (f, g) ∈ L2(Ω) ×H1(Ω) mit

∫
Ω f +

∫
∂Ω g = 0 gibt es genau eine

schwache Lösung des Neumann-Problems (N), d.h. genau ein u ∈ H1(Ω)/R mit∫
Ω
∇u∇ϕ =

∫
Ω
fϕ+

∫
∂Ω
gϕ ∀ϕ ∈ H1(Ω)/R.

Aufgabe 27 (4 Punkte)
Sei S eine zulässige Triangulierung von Ω und Xh = {vh ∈ C0(Ω̄) : vh|S ∈ P1∀S ∈ S}. Seien
f ∈ L2(Ω), g ∈ H1(Ω) mit

∫
Ω f+

∫
∂Ω g = 0. Zeigen Sie: Dann gibt es genau eine Lösung uh ∈ Xh

mit
∫

Ω uh = 0 des diskreten Problems∫
Ω
∇uh∇ϕh =

∫
Ω
fϕh +

∫
∂Ω
gϕh ∀ϕh ∈ Xh.

Falls zusätzlich u ∈ H2(Ω), dann gibt es ein c > 0 so dass

‖u− uh‖H1(Ω)/R ≤ c h|u|H2(Ω).

Aufgabe 28 (4 Punkte)
Zeigen Sie: Ersetzt man im diskreten Problem aus Aufgabe 26 die Funktion g durch

gh := Ig − 1
|Ω|

(∫
∂Ω
Ig +

∫
Ω
f

)
,

so gilt für g ∈ H2(Ω) die Fehlerabschätzung

‖u− uh‖H1(Ω) ≤ c h
(
|u|H2(Ω) + |g|H2(Ω)

)
.

Dabei ist Ig ∈ Xh die Interpolierende zu g.


