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2. LINEARE ELASTIZITAT

1 Einleitung

Gegenstand der Betrachtungen soll ein Korper sein, der unter Krafteinwir-
kung verformt wird. Diese Verformung soll zusétzlich durch ein Hindernis
begrenzt sein. Es wird jedoch nur der Fall betrachtet werden, wo zwischen
Korper und Hindernis keine Reibung auftritt.

Dies wird uns zu einer klassischen nichtlinearen Randwertaufgabe fiihren,
deren schwache Formulierung eine Variationsungleichung ist. Um anschlie-
Bend Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen, werden wir einige Hilfsmittel aus
der konvexen Analysis verwenden.

Um ein Verstédndnis fiir die Modellierung derartiger Probleme zu bekommen
und um die entstehenden PDEs zu interpretieren, sind gewisse Kenntnisse
aus der linearen Elastizitét von Noten. Im folgenden Kapitel werden daher
einige Dinge aus diesem Gebiet skizziert, die wir fiir unsere Betrachtungen
bendtigen.

2 Lineare Elastizitat

2.1 Bewegung und Verzerrung

Wir betrachten einen Koérper beschrieben durch ein Gebiet Q C R?. Er
sei zunichst in seinem undeformierten Zustand. Mit x = (z1,72,23) €
bezeichnen wir einen Punkt des Korpers. Unterwift man den Koérper nun
bestimmten Kraftwirkungen, so wird er sich verformen. Diese Deformation
wollen wir mit ¢ bezeichnen:

0: Q=R 1z 2% =)

Bemerkung 2.1. Betrachten wir den Kérper Q im undeformierten Zustand,
sprechen wir von der Referenz-Konfiguration mit der zugehorigen Lagrange-
Variable x. Auf der anderen Seite sprechen wir von der deformierten Konfi-
guration Q% := () mit der zugehorigen Euler-Variable x%.

Desweiteren kann man die durch die Deformation bestimmte Verschiebung
u betrachten, also:

p=u+id.

Aus physikalischen Betrachtungen heraus ist klar, dass eine Deformation ¢
injektiv ist und die Orientierung erhilt, also det Vip(x) > 0 fiir alle z € .
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Untersuchungen der Deformation ¢ bzw. der Verschiebung u geben Anlass
zur Definition des Lagrange Verzerrungstensors F, mit
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und des rechten Cauchy Verzerrungstensors C', mit

°\ dpi Op;
Cij =Y =20 i,j=1,23 (2.2)

Wenn es sich um eine starre Deformation handelt, also ¢ eine Kombination
aus Rotation um den Ursprung und Translation ist, verschwindet E. Da-
her kénnen wir E als Ma$ fiir die wahre Deformation ansehen. Der Cauchy
Verzerrungstensor C' hingegen beschreibt die Langenédnderung unter der De-
formation ¢.

Zwischen C und E besteht folgender Zusammenhang:
C =id+2F = Vu' Vu.
Bemerkung 2.2. Unter Verwendung der Summenkonvention kann man (2.1)
bzw. (2.2) auch verkiirzend schreiben:
1

Eij = 5 (uij +uji + iktjx)

Cij = ikPjk-
Unter der Annahme, dass die Deformation ¢ hinreichend klein ist, konnen

wir die quadratischen Terme der Ableitungen in (2.1) vernachldssigen. Durch
diese Linearisierung erhalten wir aus E den Verzerrungstensor ¢, der durch

1
eij = 5 (Uig + ) (2.3)

definiert ist.

Bemerkung 2.3. Die Verzerrungstensoren F, C' und ¢ sind symmetrisch.

2.2 Spannung und Equilibrium

Man unterscheidet zwei Arten von Kriften, die auf einen Korper wirken
konnen — Volumen- und Oberflichenkréfte. Bezogen auf die deformierte
Konfiguration gibt das Vektorfeld

f7:Qf — ]R?’, ¥ — fP(x¥)
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die Volumenkraftdichte pro Volumeneinheit an. Analog dazu gibt das Vek-
torfeld

p? T — ]R3, ¥ p¥(z¥)

die Oberflichenkraftdichte pro Flicheneinheit an, wobei I'? := 9Q¢. Ubli-
cherweise wirkt die Oberflichenkraft nur auf einer Teilmenge I'%, C T'%.

Bemerkung 2.4. Im weiteren Verlauf verwenden wir der Einfachkeit halber
den Begriff Kraft anstelle von Kraftdichte.

Um nun die Krifte zu beschreiben, die durch die Deformation ¢ hervorgeru-
fen werden, ziehen wir das Spannungsprinzip von Euler und Cauchy heran,
dessen Aussage die Existenz eines Vektorfeldes ¢¥ ist, mit

t7: Q% x 8?2 - R3,  (2¥,n) — t¥(z¥,n), S?:={veR3||v|.=1},

das den Gleichungen

fe(x?)dz? —i—/ t?(x?,n(z¥))dz? =0 (2.4a)
A 0A¥
/ ¥ x fP(x¥)dz?¥ +/ ¥ x t9(x¥,n(z¥))dx? =0 (2.4b)
A¥ 0A¥®

geniigt, wobei A® C Q¥ einen ausreichend glatten Rand haben muss, damit
n auf 0AY auch definiert ist. Im Allgemeinen wird ¢¥ als Spannungsfeld
bezeichnet.

Des Weiteren brauchen wir eine Aussage iiber die Struktur des Spannungs-
feldes t¥. Diese liefert uns das

Theorem 2.5 (Cauchy). Seien die Volumenkraft f# stetig und das Span-
nungsfeld t¥ stetig differenzierbar bzgl. x% fiir alle n € S und stetig bzgl. n
fiir alle z% € Q¥. Dann existiert ein stetig differenzierbares Tensorfeld

T9 : Q%9 - RS, 2% T9(z¥),
sodass der Spannungsvektor
t?(z%,n) = T?(x%)n, x¥€Q? ne S

gentigt und dass gilt:

—divT?(a¥) = fP(a¥) z¥ e Q¥
T?(2%) = T¢(x?)T z¥ € Q¥ (2.5)
TP (z?)n?(x%) = p¥(x¥) ¥ eIy,
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Nach n#herer Betrachtung der Equilibriums-Gleichungen (2.5) sehen wir,
dass sie ein Randwertproblem in Divergenz-Form darstellen. Eine Aussage
tiber die dquivalente Darstellung als Variationsproblem trifft das

Theorem 2.6 (Virtuelle Arbeit). Sei I'Y), = ['*\I'%, der Dirichletrand
von Q¥ und yp : HY(Q¥)3 — Ly(T¥)3 der Spuroperator. Fiir den Raum der
Testfunktionen wdahlen wir

H :={ve H(Q)?|vp(v) =0 auf T'}.
Dann gilt: Jede Lésung T% € CH(Q¥)3*3 von (2.5) erfiillt das Variations-
problem

/ T% . VP99da? = | 19 99da® + / p? - 99do? V9 € H, (2.6)
Qe

Qv ry

wobei T € HY(Q¥)33, f € C(Q9)3 undp € CH(Q¥)3. Und jede ausreichend
glatte Losung T% € C1(Q)3*3 von (2.6) erfiillt (2.5).

Bemerkung 2.7. Der Operator ‘:’ bedeutet kompenentenweise Multiplikation
und anschlieBende Addition, d.h. falls A = (a;;) und B = (b;;), ist A: B =

25 @igbig-

Beweisidee. Mit T = (T}, Ty, T“’) bezeichnen wir die i-te Spalte von 7%,
sodass wir die Dlvergenz in der ersten Gleichung von (2.5) schreiben kénnen
als

_ Z an dx¥ =

Multiplikation mit der Testfunktion ¥¥ € H und Integration iiber Q¥ ergibt

T‘P
/ Z O 9o du = f2 - 99da?.
Q‘P Qe

Nach partieller Integration, wobei n = (n1,n2,n3)" die duBere Einheitsnor-
male an I‘% darstellt, erhalten wir

/ ZT“O —dm“’ / ZT“" 19*"nda“’+/ fe-9%dx?.
Qe re

N =1

Nach Ausschreiben des Skalarproduktes als Summe hat man

J — © 9%
/W Z o wdm“" /FP > T ndo” + (pf“ﬁ“"dx% (%)

2,7=1 N 3,5=1
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Berticksichtigt man noch, dass

©
T? :VI¥ = E Uaﬂ
:c

1,7=1

und dass nach der dritten Gleichung von (2.5)

3
p? 9P = TPnf . 99 = ZT;; ;"19*"
0,J
auf T'%, erhélt man aus (x) die Variationsgleichung (2.6).

Unter der Annahme, dass (2.6) eine ausreichend glatte Losung besitzt —
T¥ € CY(Q¥)3*3 — ergibt sich die Riickrichtung analog. O

Leider sind (2.5) und damit auch (2.6) bzgl. der deformierten Konfiguration
Q¥ gegeben, die im Allgemeinen jedoch nicht bekannt ist. Unter Verwendung
der Transformation von Piola-Kirchhoff kann (2.5) auf die Referenzkonfigu-
ration {2 zuriickgefiihrt werden:

—divE(u(z)) = f(x) x €
Y(u(z)) = S(u(z)T x €
Y(u(z))n(x) = p(x) x € T'y.

) ist der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor.

2.3 Materialeigenschaften

Unter der Annahme einer spannungsfreien Referenzkonfiguration gilt fiir
isotropes, homogenes, elastisches Material, dass

YX(E) = ANtr E)I 4+ 2uE + o(E).
Die beiden Konstanten A und g sind die sogenannten Lamé Konstanten.

Vernachlassigen wir nun die Terme hoherer Ordnung und ersetzen E durch
seine Linearisierung ¢, erhalten wir die Linearisierung des zweiten Piola-
Kirchhoffschen Spannungstensors

o(e) = Atre)l + 2ue

und erhalten damit die linearen Gleichungen der linearen Elastizitét:

—divo(u(x)) = f(z) z €
o(u(z)) = o(u(z))T z e} (2.7)
o(u(z))n(x) = p(x) z €Tyn.
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3 Das Signorini-Problem

Das Signorini-Problem modelliert den linearisierten Kontakt eines elasti-
schen Korpers mit einem festen Hindernis. Die allgemeine Situation kann
man sich wie in Abb. 3.1 vorstellen. Die Tatsache, dass der Teil des Randes,
mit dem das Hindernis in Kontakt kommt, nicht bekannt ist, macht das
Signorini-Problem nichtlinear.

Bevor wir sowohl die starke als auch die schwache Formulierung des
Signorini-Problems angeben, miissen wir uns Gedanken machen, wie wir
modellieren, dass der Korper das Hindernis nicht durchdringen darf.

NN
Oberflachenkréfte p

I'p

Korper Q

Hindernis G
/ / / /

Abbildung 3.1: Allgemeine Situation

3.1 Modellierung

Seien der Kérper € R3 und das Hindernis G C R? beschrankte Lipschitz-
Gebiete.

Der Rand I' := 92 des Korpers ist in drei disjunkte Teile unterteilt
I'=T'pul'yuUlg.

I'p ist der Teil des Randes, an dem der Kérper eingespannt ist, also u(z) =0
fiir alle x € I'p, d.h. I'p ist Dirichlet-Rand. Der Neumann-Rand I'y, auf
dem die Oberflichenkrifte wirken. Und schliellich der Signorini-Rand T'g,
mit dem das Hindernis G moglicherweise in Kontakt kommt. Der Teil des
Randes, welcher tatsdchlich mit dem Hindernis in Kontakt ger&t, ist im
Allgemeinen eine echte Teilmenge von I'g.
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Da Q und G Lipschitz-Gebiete sind, konnen wir deren Rénder lokal
Lipschitz-stetig parametrisieren.

Fiir x € 0Q sei ny @ (21, x2) — x3 die lokale Parametrisierung und fiir y € 0G
entsprechend 7,. Wir nehmen hier an, dass beide Punkte ‘dicht’ beieinander
liegen, sodass wir fiir die Parametrisierungen dieselben Koordinatensyste-
me verwenden kénnen. Abb. 3.2 soll die nun folgenden Uberlegungen etwas
veranschaulichen.

Abbildung 3.2: Der Koérper bewegt sich auf das Hindernis zu und darf es
nicht durchdringen

Betrachten wir die Verschiebung u fiir den Moment auch in Bezug auf dieses
Koordinatensystem. Dann kénnen wir unsere Bedingung an u, das Hindernis
nicht zu durchdringen so formulieren:

Ne(21, 22) + ug < 1y (21 + ui, 2 + ug).

Besitzen 7, und 7, stetige erste Ableitungen, so kénnen wir fiir hinreichend
kleine Verschiebungen u linearisieren und erhalten

on, 0O
Nz (21, 72) +uz < ny(21, 22) + <6—Zzi’ 8—ZZ> +(ug,u9)”
Umgeschrieben ergibt das
oy On
<—a—;i7 _8—902’ 1) (ur,ug, ug)” <y (2, 22) — ne (21, 22).
Unter der Beobachtung, dass 7, = (—g—;’ﬁ,—g—;’g,l) senkrecht zu 0G im

Punkt y steht, erhalten wir die normalisierte Form

ny - (u,u2,u3)’ <G, (3.1)
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mit
G(x) _ ny(ﬂch 962)5 (1, 962)
172y |2

)

dem Spalt zwischen () und G normalisiert bzgl. n,,.

Jetzt haben wir nur noch das Problem, dass der Punkt y, in dem wir die
duBlere Normale an 0G bestimmen miissen, unbekannt ist. Kleine Deforma-
tionen vorausgesetzt, konnen wir (3.1) auch bzgl. n, formulieren:

Ng - (ul,u2,u?,)T <ug, (3.2)

mit

g(z) = Ny(21, 22) — Na(21, 22) and 7y = (_an 0Nz 1) _

(172 [|2 or1’  Ozy’

3.2 Starke Formulierung

—0oij(u); = fi in Q (3.3a)
on(u) <0
=0

7r () auf I's (3.3b)
on(u)(u-n—g)=0
un—g<0

u=0 auf I'p (3.3¢)

oij(u) - nj = p; auf Ty (3.3d)

Bemerkung 3.1. Der linearisierte Spannungstensor wird in Normal- und Tan-
gentialteil zerlegt. Dabei ist o ein Skalar und o ein Vektor, sodass gilt

on =onn+ or. Also o, = nTon = TiNiN;.

Bemerkung 3.2. Die Symmetrie von o ist schon in (3.3a) enthalten. Sie

ist durch die Materialeigenschaften des zu Grunde liegenden Kérpers be-
griindet.

Die Gleichung (3.3a) entspricht den ersten beiden Gleichungen in (2.7).

Gl. 1 in (3.3b) spiegelt die Tatsache wider, dass wir auf I'g im Falle von Kon-
takt nur kompressive Spannungen in Normalenrichtung haben und iiberall
sonst die Spannungen verschwinden. Auflerdem betrachten wir nur reibungs-
lose Vorgénge, sodass die Spannungen in Tangentialrichtung verschwinden
(GL. 2 in (3.3b)).
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Gl. 4 in (3.3b) entspricht (3.2).

Und schliefllich bringt Gl. 3 in (3.3b) zum Ausdruck, das wir den Bereich des
tatséchlichen Kontakts a-priori nicht kennen. Konkret wird der Fall ausge-
schlossen, wo der Normalteil der Spannung o < 0 ist, obwohl kein Kontakt
auftritt, also u-n < g.

Gleichung (3.3d) entspricht Gl.3 in (2.7).

3.3 Schwache Fromulierung

Im Folgenden sei HY(Q2) := H'(Q)? und L?(Q) := L*(Q)3. Mit Hilfe des

Spuroperators
v H'(Q) — L*(I'p)
und
H:={ve H(Q) | vp(v) =0 auf T'p}
definieren wir den Raum der Testfunktionen
K:={veH|v-n<gaufI'g}.

K ist konvexe Teilmenge von H. Fiir beliebiges v € K multiplizieren wir
(3.3a) mit v — u € H, integrieren partiell und erhalten

/Qaij(u)(vi — ;) jdr = /Qf,(vZ — w;)dx + /Faij(u)nj(vi — u;)ds.

Das gibt Anlass, die symmetrische Bilinearform a : H x H — R,

a(u,v) := / oij(u)v; jdx
Q
zu definieren, mit der (3.3) wie folgt geschrieben werden kann:

a’(u7 v = U) - (f? v = u)L2(Q) + (O'(U)TL, v = U’)LQ(F)'
Das Randintegral zerlegen wir nun in drei Teile
(o(u) -n,v — )2y =(o(wn,v —u)r2r,)

+Ho(u)n,v = u) p2(p

+o(u)n,v —u)p2(ry)-
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Der erste Teil verschwindet, da v — u € H. Der zweite Teil 14t sich wegen
(3.3d) schreiben als (p,v — u)2(p,. Fiir den letzten Teil auf I's erhalten
wir schliellich die Abschétzung

(on(u)n+or) - (v—u)

on(u)n - (v —u)

oun - (v—u)

I
o q 9

(u)
N(u)(v-n—u-n+g—g)
N(u)(v-n—g)

v

Dabei haben wir ausgenutzt, dass on(u) < 0 und op(u) =0 auf I's, v € K.
Und auflerdem haben wir Gl. 3 in (3.3b) benutzt.

Insgesamt erhalten wir damit die Variationsungleichung
ve K: alu,v—u)> flv—u) YvelkK, (3.4)
mit f € H* wie folgt

f) = (f, U)L2(Q) + (Pv”)LQ(FN)'

Mit dem dazugehérigen auf K konvexen und differenzierbaren Energiefunk-
tional J : K — R,

also

konnten wir folgendes Lemma anwenden.

Lemma 3.3. Es sei J : K — R ein auf K konveres und Gateauz-
differenzierbares Funktional. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dqui-
valent:

(i) J(u) = infoer{J(v)}
(ii) (J'(u),v —u) >0 Yve K.

Stattdessen wollen wir nun (3.4) auf den ganzen Raum H ausweiten. Dazu
fiihren wir die charakteristische Funktion ¢ : H — R ein,

(v) = 0 : veK
PR = 4o : v€¢ K

10
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und schreiben (3.4) als
ve H: a(u,v—u)+erg)—pg(u) > flv—u) Yve H. (3.5)

Es werden also alle v € H \ K ‘bestraft’. Ebenso definieren wir das Energie-
Funktional J : H — R U {400},

Tw) = Jo(u,w) () + pxc(u).

Um eine Aussage iiber die Konvexitit von J zu haben, zitieren wir
Theorem 3.4. Das Funktional J : H — RU {+occ} ist genau dann konvez,

wenn K konvez ist und das Funktional J : H — R konvez ist.

Da also K konvex und J auch konvex auf H, ist auch J konvex auf H. Lei-
der ist .J wegen des charakteristischen Funktionals ¢ auf H nicht Gateaux-
differenzierbar, sodass Lemma 3.3 nicht anwendbar ist. Um diese Schwierig-
keiten zu umgehen, fithren wir das Subdifferential einer Funktion ein. Das
Subdifferential ist eine mengenwertige Abbildung und wie folgt definiert.

Definition 3.5. Seien (H,(-,-)g) ein Hilbert-Raum und G : H —
|—00, +00]. Dann ist das Subdifferential von G an der Stelle u die Menge

0G(u):={({€H|YVweH: Gv)—Gu) > ({&,v—u)g}.
Die Elemente £ € 0G(u) werden Subgradienten genannt.

Bemerkung 3.6. Ist G konvex und Gateaux-differenzierbar, so gilt 0G(u) =
{G'(w)}

Beispiel 3.7. Fiir die reelle Funktion f : R — R,z — |z| ist 9f(x) in
Abb. 3.3 dargestellt. Das Minimum von f ist also nicht durch f'(z) = 0
charakterisiert, da f’(z) in 0 nicht definiert ist, sondern durch 0 € df(z).

Nun kénnen wir (3.5) auch so formulieren

0€ dJ(u)

bzw. so
a(u,-) = f(-) € Opk (u).

Bevor wir nun Existenz und Eindeutigkeit zeigen, benotigen wir noch eine
Charakterisierung von ¢, die uns folgende Definition liefert.

11
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L f(ﬂc)a?gwl

Abbildung 3.3: Subdifferential fiir f(z) = |z|

Definition 3.8. Sei H ein reeller Hilbert-Raum. FEin Funktional G : H —
RU{+o0} heifst schwach unterhalbstetig (I.s.c.), wenn fiir jede Folge vy, — v
i H gilt

lim G(vg) > G(v).
Weiterhin heifit G zulissig, wenn G Z +o0.
Beispiel 3.9. Im reellen betrachten wir die Funktion
o1
sin (=) :x#0
=)
-1 =0

Der kritische Punkt ist x = 0, da f stetig fiir x # 0. Fiir jede Folge x — 0
gilt lim xy, € [—1,1]. Also ist f Ls.c.
Beispiel 3.10. Die Funktion

ist nicht l.s.c.
Beispiel 3.11. Sei I ein Intervall. Dann ist f: I — R U o0,

0 rx el
f@) = {—i—oo cx g1

l.s.c. genau dann wenn I abgeschlossen ist.

12
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Die Menge K ist abgeschlossen. Auflerdem ist sie fiir jedes ordentlich ge-
stellte Problem nicht leer. Daher ist ¢ 1.s.c. und zuléssig, sodass wir nun in
der Lage sind, ein Theorem anzugeben, wonach Existenz und Eindeutigkeit
des Signorini-Problems gesichert sind.

Theorem 3.12. Sei a : H x H — R eine symmetrische stetige und H -
elliptische Bilinearform. Seien weiterhin f € H* und ¢ : H — R U {400}
konvex, Ls.c. und zulidssig. Und sei J(v) = $a(v,v)+ ¢(v) — f(v). Dann hat
das Minimierungs-Problem

T(w) = inf {T(0)}

eine eindeutige Liosung, die durch (3.5) charakterisiert ist.

3.4 Diskretisierung und Fehlerabschitzung

In diesem Abschnitt fithren wir die Diskretisierung fiir die numerische Ap-
proximation des Signorini-Problems ein und geben eine a-priori Fehler-
abschétzung.

Wir betrachten eine Galerkin Approximation des Hilbertraumes H, also
eine Folge (S1)) jen von endlich dimensionalen Unterrdumen S U) e H, mit

eyIIF

U SU) - H

JjeN

Weiterhin sei TU) die zugehérige Zerlegung des Gebietes § in Tetraeder ¢ mit
maximalem Durchmesser A7) = O(2779), fiir t — co. Die Menge der Knoten
in QUI y UTg bezeichnen wir mit PU) und deren Anzahl mit n9) = #P0),

Die Unterrdume SY) werden nun aufgespannt von 3n9) linear unabhingigen
Funktionen A, ; € H, wobei p € PU) und i = 1,2, 3, also kurz

S\ = span{A,; | p € PO = 1,2,3}. (3.6)
Speziell wéhlen wir fiir A, ; lineare und stiickweise stetige Funktionen, mit

Ap,i(q) = Opgei, D, q € PU) | wobei {e1, es, e3} die kanonische Basis der R?
darstellt. Damit 148t sich jede Funktion v € S () darstellen als

v = E ap,i)\p,i-

pep(d)
1€{1,2,3}

Fiir die so gewihlte Folge (8)),_p 1iBt sich eine Approximationseigenschaft
— auch bekannt als Jackson-Ungleichnung — angeben. Fiir v € H sei
EV(u) = inf fu—v|g=u-u?|n,
SU)

IS

13
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s > 0 der sogenannte Glattheitsparameter und ¢ > 0 eine Konstante un-
abhéngig von j, dann gilt

N—s/3

ED(u) < enW ™7 |ul| g1 (3.7)

Im n#chsten Schritt diskretisieren wir die konvexe Menge K der zuldssigen
Verschiebungen; wir ersetzen K C H durch das diskrete Analogon K 0
S0,

KU = {v e 8Y) | vp)-n(p) <gP(p) VvpePY g},

wobei n1) und gU) geeignete Approximationen von n und ¢ sind.

Bemerkung 3.13. Im Allgemeinen ist K () ¢ K, da die Einschréankungen
hier punktweise gegeben sind.

Damit erhalten wir das diskrete Minimierungsproblem
W e KU gy < Jw) vee KW, (3.8)

Die Existenz und Eindeutigkeit von (3.8) ist durch Theorem 3.12 gesichert.

Fiir eine zuliissige Zerlegung 7'9) von € und eine ausreichend glatte Losung
u € K von (3.4) 148t sich nun folgende Fehlerabschitzung angeben

E(j)(u) < Ch(j)HUHH-

Sie sichert uns, dass die Losung u/) € K) des diskreten Problems (3.8)
fiir j — oo gegen die Losung u € K von (3.4) konvergiert.
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