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1 Einfiihrung

1.1 Vorwort

Im Wintersemester 2001/2002 fand an der Universitédt Bremen das Seminar ” Numerik fiir nichtlineare
Partielle Differentialgleichungen” statt. Es wurde veranstaltet von Prof. Dr. A. Schmidt vom Zentrum
fiir Technomathematik.

Der vorliegende Bericht fasst den Vortrag ” Abstrakte nichtlineare und quasilineare PDE” zusammen,
gehalten am 07. und 14. November 2001 von Henning Lemanczyk, Student im Diplomstudiengang
Technomathematik.

Nach der Einfithrung grundlegender Begriffe (Kapitel 1) werden Sétze iiber die Abschitzung des
Fehlers zwischen tatséchlicher und numerischer Losung von abstrakten nichtlinearen (Kapitel 2) und
quasilinearen (Kapitel 3) Partiellen Differentialgleichungen behandelt.

Der Vortrag basiert auf der Literatur von R. Verfiirth (siehe [1]).

1.2 Allgemeine Begriffe

Sei €2 C R™ ein beschrinktes, zusammenhingendes, offenes Gebiet mit Rand I' := 912.
T, (h > 0) sei eine konforme, nicht degenerierte Triangulierung von 2 mit Simplizes T.
Mit E(T) sei die Menge aller Kanten E eines Simplex T bezeichnet und es gelte:

Ehi= U &(T)=EqUér (Menge aller Kanten im Inneren/auf dem Rand).
TeT;,
Entsprechend bezeichne N (T) die Menge aller Knoten x eines Simplex T und

Ny = U N(T) = NqUANT.
TeTy,
Weiter definiere fiir T' € Ty, E € Ep:

O = U T, op:= U T.
N(T)NN(T")#£0 N(E)NN (T")#0
Der Sprung bei z iiber F in Richtung ng (Normale zu E) ist gegeben durch:
(Pli@) = lime(r+ tnp) — lim oz — tnp)
Y, g € C°(T,R) seien Funktionen mit folgenden Eigenschaften:
0<yp<1, r;lea%(¢T(x) =1, Ypr=0auf 0T}

0<vyp <1, I;leagiﬂE(w) =1, Yg=0auf 0T\ E. M)
Fiir £ € N definiere:
Pr(Q) : k— dimensionaler Polynomraum auf €,
Pu(T) = {pePu(T)|plz;)=0, z; € N(T)},
S,lj’_l = {¢: Q=R | plr € Py VT € Tp},
SP0 = st N o),
whi(Q) = {pe L) | ¢ | —mal schwach dif ferenzierbar} Sobolevraum.

Fiir den Clément-Interpolations-Operator I, : L'(Q) — ,11’0 gelten folgende Abschitzungen
mit ¢ € [1, 00]:

lp — Ine ey " elige, VO<k<I<2, peWhi(ar),
-1 .
le = Ingllgr < cohg * llollige, ¥1<1<2, p e Whi(@p),

IN

k,q;T

(2)

A

dabei sind ¢; 2 nur abhéngig von s, welches gegeben ist durch: Z—; <s VT €T
Hier ist hr g der Durchmesser (lingste Seite) von T bzw. E und or der Durchmesser der grofiten
Kugel in T.
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1.3 Fréchet-Ableitung

Definition 1.1 (Fréchet-Ableitung)
Seien X, Y Banachriume, U C X offen, f: U =Y, xg €U
f heifit Fréchet-differenzierbar in xo, wenn gilt:

0, xe€U.

Az, heifft dann Fréchet-Ableitung von fin xo und man schreibt:
Df(zo) = f'(x0) := Az,, Df:U — L(X,Y).

Fiir Beispiele und weitere Ausfithrungen siche [2].

2 Abstrakte nicht-lineare Partielle Differentialgleichungen

2.1 Fehlerschitzer fiir isolierte Losungen

Seien im weiteren X,Y Banachrdume, Y* = L(Y,R) Dualraum von Y, (-,-) die zugehorige duale
Paarung; F € CY(X,Y™)
Gesucht ist eine Losung v € X der Gleichung:

Fu)=0 . (3)

Bemerkung 2.1
u heif$t requlire Lisung genau dann, wenn DF (u) stetig invertierbar ist.
Dabei ist DF im Sinne von Definition 1.1 zu verstehen.

Satz 2.2
Sei ug € X regulire Losung von (3), DF lipschitz-stetig in xg, d.h.

IDE(u) = DF(uo)|lLx,y+)

dRyp>0: ~:= sup < 00 . (4)
u€B(ug,Rp) Hu - UOHX
Mit
R :=min{Ro, ™" | DF (u0) || (y~ x)» 27" IIDF (uo)l| L.y} (5)
gilt dann:
1 _ _
5 IDF@o)ll iy IF@ly- < llu=wuollx < 2[DF(uo) o) IF@)lly (6)
Beweis:
Sei u € B(ug, R) = llu —uwol|x < R. (%)

Ansatz folgt aus dem Hauptsatz der Integralrechnung (zur Veranschaulichung seien ausschliefllich in
der folgenden Gleichung u,ug,z € R™):

U 1
f@) = fuo)+ [ F@de = fluo)+ [ £+t - wo)u - u)de
0
Da F(up) = 0 und mit Addition von DF(ug)(u — ug) auf beiden Seiten erhdlt man hier:

1
DF(uo)(u — ) = Flu)+ / (DF(u0) ~ DF (uy + t(u — o)) ) (u — w)dt
0



2.2  Abschétzung des Residuums )

Multiplikation mit DF (uo)™" und Ubergang zu den Normen ergibt:

lu—wollx < HDme*m@mx{nanw

1
+/HDFwwwam+uuumwuxwwmudxﬁ}
0

1
< Mwwwﬂmnm@wwm~f/wm—wwmw—wmxm—WMﬁ}
() 4 1
2 IDF0)  av o] 1F@)ly- + 51 lu = uollx

(5) B 1
< |IDF(uo) lpey=x) |1 F(w)ly- + 5 Il —uollx

= lu—wollx < 2 [DF(uo)™ lpey=x) [1F (u)]ly-

Mit dhnlicher Vorgehensweise:

[E@lly- < [IDF(uo)llzx,y+
1

+/\DFwo+wu—m»—zwwmmuanm—uﬂxﬁ
0

lu — ol x

(4),(%) 1
< |IDF(uo)llncx,y+) v — uollx + 3R [|u — uol| x

®
< 2|[[DF(uo)llp(x,y+) llu — uollx

= 3 IDFuo)l iy x) IF@ly < flu—uolx

Bemerkung 2.3

Die Voraussetzungen an F konnen etwas vereinfacht werden.

Angenommen F € C(X,Y™), F(ug) = 0 und es existiert ein R > 0, sowie zwei monoton steigende
Homdomorphismen o, 0 : [0, 00[— [0, 00[, so dass

ollu—wllx < [[Fu)lly- < oflu—uolx Vu € B(uo, R).
Dann gilt:
o HE@lly- < Ju—uollx < o7t [F(u)ly Vu € B(ug, R).

2.2  Abschitzung des Residuums

Betrachte nun Xj;, C X,Y), C Y endlich dimensionale Unterrdume, Fj, € C(X},,Y}") diskrete Form
von F, up € X Naherungslosung von
Fy,(uon) = 0. (7)

Im weiteren sind c, ¢y, ¢; von h unabhéingige Konstanten.

Satz 2.4
Sei up, € Xp, Néiherungslosung von (7), ||Fn(un)|ly= “klein”, Ry, € L(Y,Yh) Beschrinkungsoperator,

ffh CY endlich dimensionaler Unterraum, Fy, : Xy, — Y™ Ndherung von F in up, so dass

I(Zdy — Rn)*Fu(un)lly= < co |l Fn(un)llg,s - (8)
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Dann gilt folgende Abschdtzung:

1F (un)lly+ < collFn(un)]

7o+ 1(Tdy — Ry)*(F (un) — Fn(un)lly-
+ 1Rl vy I(F (un) — Fr(un)llvy + 1 Rallnov,yv,) 1 Fn(un) vy (9)
sowie
1Btw)lly, < IFly, + 1F(w) — By (10)
Beweis:
zu (9): hinschreiben, erginzen, abschditzen mit (8)
zu (10): Dreiecksungleichung ([

Bemerkung 2.5 B
H(Idy - Rh)*(F(uh) - Fh(uh)HY* bzw.

| F (up) — Fh(uh)Hf,; : Qualitit der Niherung Fy,(up) an F(uy), Datenfehler
[ (F(un) — Fn(un)|ly,; : Konsistenzfehler der Diskretisierung
([ En (un) [y : Residuum von (7)

3 Quasilineare PDE zweiter Ordnung

In diesem Kapitel folgt eine Anwendung der vorangegangenen, abstrakten Theorie auf quasilineare
PDE zweiter Ordnung, illustriert anhand einiger Beispiele.

3.1 Beschreibung

Sei G := Q x R x R™ Gebiet (Definitionsbereich), a € C*(G,R"),b € C(G,R)
Betrachte:
—V -a(z,u,Vu) = b(z,u,Vu) in QCR",

u = 0 auf T, (11)
wobei A(x,y, z) := <%(8Zjai(x, Y, 2) + 0,a5(x,y, z))) e positiv definit V(z,y, 2) € G.
<i,j<n

Mit r, g €]1, oo setze:
X={ueW"(Q):u=0 aufT}, -l = Ml = IV -l
Yi={peWh(Q): ¢ =0 aufT}, I-lly =1 lle = 1V - g
und p := q_il der duale Exponent zu gq.
Als schwache Form von (11) erhélt man:

(F(u),p) = / a(xz,u, Vu)Ve — / b(z,u,Vu)p Ve eY. (12)

Q Q

Beispiel 3.1
1. a-Laplace-Operator
SV (IVU*Va) = f@) a1, f € IPQ)

wobei 1ri=q:=«
a > 2: Voraussetzung fiir Satz 2.2 erfiillt
1 < a<2: F nicht mehr differenzierbar, aber Bemerkung 2.8 anwendbar mit

p(t) = el fuollx +1)°2t,  o(t) == ato~!
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2. Wirmegleichung mit nicht-linearen Koeffizienten
—V - k(u)Vu=f—c-Vu

ke C*R), k(s) >a>0,k0(s) <y VseR,1=0,1,2
feL®Q),ceCQRY), r:=p¢c|2,4]

3.2 Diskretisierung

Voraussetzungen wie in Abschnitt 3.1, (11) die zu diskretisierende Gleichung.
Sei 7}, eine Triangulierung von ) mit Bezeichnungen wie in Abschnitt 1.2,
X, C XNWhe(Q), vV, Y nWHe(Q) die diskreten Ridume.

Die Funktionen a und b werden auf stiickweise lineare bzw. stiickweise konstante Funktionen projiziert
(lokale L2-Projektion myr : LY(T) — Pyi7):

ap(x,up, Vup) = ZWLTa(x,uh,Vuh),
TET,

bp(z,up, Vup) = ZW07Tb(x,uh,Vuh),
TET,

und F}, ist mit ayp, by, definiert wie F in (12) mit a, b.
Sei Ry, = I, die Clément-Interpolierende (siehe (2)).

Y, = span{yrv, YppPo : vePyr , c€Pyg, TE€T,, E €&y},
wobei P : L®(E) — L>®(TUT’") (E =T NT') Fortsetzungsoperator.

Zur Vereinfachung definieren wir folgende Grofen:

S — {hI% |-V (a(.,uh,Vuh) - ah(’v“hvvuh» - <b("uh’vuh) N bh(.’UhNUh))Hg’p;T
1/p
+ Z hg H[nE ’ (a('>uh7 vuh) - ah("uh’ vuh))]E”z’E} VI e, (13)
Ec&(T)NEq
nro = {h;% IV - an(-, un, Vup) + bp (-, up, V“h)Hg,p;T
1/p
b hwlibe e Vulslg ) VT e "
Ec&(T)NEq

Dabei misst er die Qualitdt der Naherung von a und b durch a;, und by und nr gibt den sogenannten
Fehlerschitzer an.

Aus (12) folgt mit partieller Integration:

(F(un), @) Z / -V - a(z, up, Vuy) — b(z, uh,Vuh))

TeTy T

+ > [ Ing - alw,un, Vun) pe Voey (15)
Eeéa i
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(Fu(un), @) = Z/(V'ah(xvuh7vuh)bh(ﬂfaumvuh))@

TeT), T

+ Z /[nE ~ap(z,up, Vup)|pe VoeY . (16)
EE(‘;QE

3.3 Fehlerabschitzungen

Satz 3.2
Sei u € X regulire, schwache Lisung von (11), up, € Xy, Ndiherungslosung des diskreten Problems
Dann gilt:

1 1
lu—uplie < (D nh)r +ea( D )

TeT), TeTy,

+e3 [ F(un) — Fp(un)|ly; + ca | Fn(un)lv; (17)
sowie
1
nr < s llu—upllirwr +c6( Y ) VT ET, . (18)
T'Cwr
Beweis:

Aus den Sdtzen 2.2 und 2./ folgt bei geeigneter Wahl der Konstanten:

lu —unllis < 21DF ()" gy ) 17 (un) v+
< 2| DF(u) Y zovx) (Co ||Fh(uh)\|f/; + ||(Idy — Rp,)*(F(un) — Fp(un) |y~
Rl iy 1O Cun) = FuCwn)lvi + 1Bl vy 1 Faun)lv; )
< || Fn(un)llye + 2 | (Idy — Rn)* (F (un) — Fy(un)ly+

+es [[(F(un) — Fr(up)lly; + ca [ Fn(un)|ly;

Unter Hinzunahme der folgenden Abschitzungen fiir ||(Idy —Rp)*(F (up)—Fp,(up)|ly+ und || Ep(up)|
folgt daraus die Behauptung (17).

Fiir np sind entsprechende Abschitzungen mdglich, ein detailierter Beweis von Ungleichung (18)
bleibt aus.

Vi

|1y = Ra)* (F(un) = Fu(un) )y~

= swp X [(-V-@-a) - b-m) -t + X [Ine- - alele - o)}

peY

lely=1 T€Tn Eeta
(Holderungleichung)
< sup { > ( | =V (a—an) = (b—="bp)llopr e — Ih%OH&q;T)
peY
lelly=1 T€Tn

+ Z ( [lnE - (@ —an)lEllpe ¢ — Ih(qu;E>}

Ee&q
(Abschétzungen (2))



3.3 Fehlerabschétzungen

IN

IN

sup { D (1= V- (a=an) = (b= b)llosr o b o
Iy =1 T€Th

‘LQ;@T>

+ 3 (e (= an)lelps e b llv
Eec&q

(> <> > lelhges < lle

Ec&q TeT, EGS T)

e swp { D (hrll= V- (a—an) = (b—b)
«pEY 1 TeTy,

has ) }

0,p;T
llell
1
+ Y nllns - (e — an)lelps) Ielhger |
E€&(T)
(Holderungleichung fiir Summen)

o3 sup { ( Z (hT | =V (a—an) = (b—"0bn)lopr

Ily=1  \TET,

Z hle/p [[ne - (a - ah)]E||p;E)p> 1/p< Z ”‘PH(lI,q;LDT) l/q}

Ee&(T) TeT,
(I; = Norm < € 1, — Norm = (Ja| + |b|)? < &(|a|® + |b|P); Regularitidt der Triangulierung)

< en sup {(X (-7 @)= 0= 0l
1yt TET
1/p
£ Y telioe - alele)) e}
Ee&(T)
_ o p)l/p
& ( Z T
TeTy,
Mit dhnlichen Argumenten folgt:

13 (wn) 5.+
= sup Z/ =V -ap —bp <Ph+Z/nE an) ESOh

foniyss TETRT Petal

(Holderungleichung)
< s {3 (1= an =)l lenlogr) + Y- (line - anlsllps lonle) |

¢h€¥n  “TeT, Ecéq

lleplly =1

(Abschétzungen (x), siehe unten)
< sup { Z < H -V ap — bh)HO,p;T C11 hT H‘:Oh ‘17q;T>

“h€¥h e,

lleplly =1

+ ) ( ng - anlelpe ez hil? [onlhgr )}
Ec&q
(vgl. obigen Beweis)
1/p

< e sup {(Z (W1 =V - an = bl + > ||[nE-ah]E||§;E)) Ionllgo )

PhEYR
lleplly =1

%( > n?)l/p

TeT, Ee&(T)
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Dabei gilt fiir die Abschditzungen (x):

| det D®|/?

h(T) l[nllo, o F (Transformation auf Einheitssimplex T,

H‘PhHO,q;T <

wobei ® : T — T affin linear)

det DO|1/2 " .
< (:2u IV @nllg g7 (Aquivalenz der Normen auf Py (T))
1 71y
ist Norm, da gbhe]?’k
< c3|det D@]lﬂﬂ IVenllo.gr (Riicktransformation auf T)
- | det D®|1/2 o
= cuhrllenlligr
/ E 1/ R
lenllgr = /](p |9 "< (:E:)l/q (/]@h\q) ! (Transformation auf E)
———
Halbnorm auf Py (T)
1/q . - .
< | Bl (/ |V<ﬁhlq> (Aquivalenz der Normen auf Py (T))
T
T 1/q
< c3(|E]| :T; 1/qh</ \Vgph\q) (Riicktransformation auf T)
Rt
< ca(— i ) /qhHV@hHo,qT (Abschétzungen fiir |E| und |T|)

= cihil? llonlligr

Bemerkung 3.3

Satz 3.2 ist fiir Beispiel 3.1,1 nur anwendbar, wenn o > 2.

Fir 1l < a < 2 kann man zeigen, dass die strenge Monotonie von F' die eindeutige Lésbarkeit des
schwachen Problems impliziert.

Satz 3.4
Seil<a<2, ueWh(Q) mitu=0 auf T eindeutige Losung von

/ |Vu||* 2 VuVv = /fv Yo e Wh(Q) , v=0 auf T =09, (19)

up, € Xy Nédherungslosung eines diskretisierten Problems.
Dann folgt:
Ungleichung (17) aus Satz 3.2 gilt mit p := a sowie
1 T 1
N < csllu—unllf +eo( Y nF)IED (20)
TeTy, TeT),

Wenn uyp, stickweise linear ist, gilt aufSerdem:
er =hr|lf —morflloar VI €T, . (21)

Beweis:
(ohne) O
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