Seminar Numerik nichtlinearer partieller Differentialgleichungen im WS 01/02

Variationsungleichungen und deren numerische Behandlung

Ausarbeitung zum Seminarvortrag von Malte Peter

1 Variationsungleichungen

Schwache Formulierungen von partiellen Differentialgleichungen sind h#ufig als Variationsgleichung dar-
stellbar. Bei Variationsproblemen besitzen die durch Nebenbedingungen eingeschrinkten zuldssigen Men-
gen oft auch andere als lineare Strukturen. Nicht selten fiihrt dies zu Variationsungleichungen.

Definition 1
Sei V ein reeller Hilbertraum, G C V abgeschlossen, konvex und nichtleer und sei FF : G C V — V*
gegeben. Die Beziehung

gesucht u € G : (Fu,v —u) >0 VveG (1)

heilt Variationsungleichung.

Bemerkung:

Ist G ein linearer Unterraum von V, so kann jedes v als v = u + z € G geschrieben werden. Damit ist
(1) dquivalent zu (Fu,z) = 0 Vz € G. Variationsungleichungen sind also eine Verallgemeinerung von
Variationsgleichungen.

Beispiel (Hindernisproblem)

Gegeben sei eine diinne Membran, die iiber dem Gebiet  C R? durch eine Kraft der Flichendichte
f(z) ausgelenkt wird. Am Rand T von § sei die Membran fixiert, im Inneren durch g(z) nach unten
beschrankt.

f(x)

Abbildung 1: Hindernisproblem

Dies fiihrt zu folgendem Ungleichungssystem fiir die Auslenkung v € H2(Q):

Au > f
u > g in Q

(Au+ f)lu—g) = 0 @
’U.|F = 0

Durch die iiblichen Umformungen ergibt sich u(x) als Losung der Variationsungleichung

gesuchtuEG:/VuV(v—u)da: > /f(v—u)dx YoeG:={ve HYQ) |v>gti.in Q}. (3)
Q Q



Im weiteren geniige F' den folgenden Eigenschaften:
e F sei stark monoton, d.h.

Iy >0: (Fu— Fo,u—v) > v-|lu—v|[*> Yu,veG 4)

e F' sei Lipschitz-stetig im folgenden Sinne:

3 stetige, monoton steigende Funktion v : Rsg — Ry :

5
[|Fu— Fv|ls < v(d)-|lu—v|| Vu,veGs:={veqG]||l||<d} ®)
Lemma 2
Unter diesen Voraussetzungen existiert eine monotone Funktion p : Rso — R0, so daB gilt:
[(Fu, )| < p([ul]) - [o]]
Beweis:
Sei © € G fixiert. Aus (5) folgt mit der Definition der Norm von V*:
(Fu—Fo,0)[ < v(max{|lul],|[o][}) [[u—o]] |v]|
[(Fu,0)| = (Fo,v)| < v(max{||ul],||5][}) (||l +[3]]) [[v]]
(Fu,v)| < v(max{||ul], ||5][}) ([ull +[[2]]) |lv]] + [{(F,v)|
(Fu,v)| < v(max{||ul], ||9][}) (]l +[[2]]) |[v]] + [[E]] (o]l
Mit p(s) := v(max{s,||9||}) (s +||0]|) + ||FD||« folgt die Behauptung.
g

Lemma 3 (Projektionssatz)
Sei () C V nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem y € V genau ein u € @, so daf3

(u—y|lv—u) >0 VveQ.

Die durch P, := u definierte Projektion P : V' — @ ist nicht-expansiv, d.h. es gilt die Abschitzung
[Py - Pjl| < |ly—gll Vy,5€V.

Beweis:
Siehe z.B. [4] S. 195 und 215

Satz 4
Die Variationsungleichung (1) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung u € G. Dabei gilt mit der in Lem-
ma 2 definierten Funktion g : Rs¢g — R die Abschitzung |ju|| < %,u(||f)||)+||19|| fiir beliebiges 0 € G.

Beweis:

Wihle 6 > 0 so, dall Gs # 0 gilt (Gs wie in (5)). G5 ist konvex und abgeschlossen (G ist nach Vor-
aussetzung konvex, die Kugel um 0 mit Radius § ist konvex, also auch G5 als Durchschnitt beider). Sei
j : V* — V der Riesz’sche Darstellungsoperator und Ps : V — G5 die Projektion auf Gy gemifl
Lemma 3. Definiere damit die Abbildung T, : G5 — G durch

TT(; = Pg([d— r ]F)’U

Dabei sei r > 0 ein fester Parameter.
Untersuche nun das Kontraktionsverhalten von 775 in Abhéngigkeit von r und 4.
P; ist nicht-expansiv, also gentigt es, Id — r - jF' zu betrachten:
|Id—r-jF)yw—Id—r-jF)0| = (v—0—r-j(Fv—F0) |v—8—r-j(Fv—F7))
= (v=9|v—0)—2r(jFv—jFo |v—70)+r°(jFv—jF | jFv— jFb)
= |lv="3|=2r-(Fv—Fd,v—10)+1r?-||Fv— Fo|?
mit (4) und (5) gilt: < (1 —=2-7-y+72-%&)) |[v-3|]> Vu,0€Gs



Also ist T, fiir r € ]0, VE—(V(;)[ eine Kontraktion auf Gj.

Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz existiert somit genau ein u,s € Gs, so dafl Trsurs = urs gilt.
Wegen Lemma 3 gilt weiterhin:

(urs — (Id—71-jF)us |v—urs) > 0 VveGs
(r-jFurs|v—um;) > 0 VYveGs
(Furs,v —urs5) > 0 Yv€eGs (6)

Damit 16st u.5 € Gs eine durch ||v|| < § zusitzlich eingeschriinkte Variationsungleichung (6).

Sei ¥ € G5 fixiert. Dann folgt aus (6):

(Furs — Fo+ F0,0 —ups) > 0

—(Fu,s — Fo,ups — 0) + (Fv 0 — uﬂs) > 0
> ol [uns—|1? < u(11811)-|Juns— ]

=y lurs = 0| + p(][0]) > 0

und somit

-u(llell)

Mit der Abschitzung einer Differenz nach unten erhélt man:

sl < %-muou) + ol )

=2~
V
B
$
>
I
=

Bei Vergrofilerung von ¢ kann ¢ fixiert bleiben, setze daher ¢’ > max{d , % -p([19]]) + 1|9} Zu diesem
0" wihlt man ein ' so, daf8 die Fixpunktgleichung Ty 5t 5 = g erfiillt ist und auch ||upg || < 6" gilt
(dieses r' ist ggf. kleiner als r). AuBlerdem gilt mit dem zuvor gewéhlten ¢ die Abschitzung |jupe || <
> - u(l[8]]) + 19| Setze zur Vereinfachung der Schreibweise u := w4
Wegen (6) gilt auf jeden Fall:

(Fu,v—u) > 0 VYveGy
Es bleibt zu zeigen, dafl auch

(Fu,v—u) > 0 VveGqd )
gilt. Dies soll durch Widerspruch bewiesen werden:
Angenommen, (1) gilt nicht. Dann existiert ein ¢ € G : (Fu, o — u) < 0. Wegen (6) mufl damit ¢ ¢ Gg
und somit auch ||5]| > §' gelten. Wihle ¢ := (1 — A)u + A0 mit A = Hgll |IIH . Da ||u|| < &' < ||| gilt, ist
A €]0, 1[. Weiterhin:

ol = NIt =Mu+ M|
< (L= Nlul[ + Allv|
8" — Jull 0 = lull
= Null = ==l |+ s [
o] = [full || || [l
_ (ol = [lul]) = (8" = [ulDIull + (8" = [lulDIl2ll
191 = [l
_ =0ull + o]
o] = [l
=
Da G konvex ist, gilt 0 € Gs. Andererseits:
(Fu,?—u) = (Fu,(1—Nu+ o —u)
= A (Fu,?—u)
< 0

Dies steht jedoch im Widerspruch zu ¥ € Gy Also gilt (Fu,v —u) >0 Vv eG.
Die Eindeutigkeit der Losung u folgt aus der starken Monotonie von F', (f) beweist die behauptete
Abschétzung.

(]



Lemma 5
Es sei J: G — R ein auf G differenzierbares Funktional. Lost 4 € G das Variationsproblem

J(v) — min bei v € G, (7
dann geniigt v auch der Variationsungleichung
(J'(w),v—u) >0 VYveQG. (8)

Ist J sogar konvex, so bildet (8) auch eine hinreichende Bedingung dafiir, dal v € G das Variationsproblem
(7) 1ost.

Beweis:
Siehe z.B. [2] S. 36ff

2 Diskretisierung von Variationsungleichungen

Es soll die Variationsungleichung (1) unter den Voraussetzungen (4) und (5) betrachtet werden. Sei
Vi C V ein endlich-dimensionaler Unterraum, G, C V}, eine nichtleere, konvexe, abgeschlossene Menge.
Betrachte:

gesucht up, € Gy : (Fup,vp —up) > 0 Vo, € Gy (9)

Problem: Trotz V, C V A G C Vj gilt im allgemeinen nicht G, C G. Beim Hindernisproblem z.B.
wihlt man nicht Gy, = {vp € Vi, | vp(z) > g(2) £. . in Q}, sondern:

Gh:={vn € Vi | vn(pi) > 9(p:) Vi} (10)

Die p; sind dabei die Gitterpunkte der Diskretisierung von 2. Der Grund fiir diese Wahl ist die leichte
Uberpriifbarkeit der Bedingung. In den Knoten des Gitters 148t sich die Einhaltung leicht sicherstellen.
Das folgende Bild veranschaulicht fiir das Hindernisproblem einen Fall, in dem G} C G nicht gilt:

P D

9

Abbildung 2: Beispiel fir G, € G

Wegen G, ¢ G iibertragen sich (4) und (5) nicht notwendig, so daf} weitere Voraussetzungen an F' gestellt
werden miissen:
Sei F': V — V*, also auf ganz V definiert und es gelte:

e [ sei stark monoton:

v, > 0: (Fup — Fop,up —vp) > - ||un — vp||> Yup,vn € Gy (11)

o F sei Lipschitz-stetig

3 stetige, monoton steigende Funktion v : Ry — R :
|IFu— Full« < v(8) - [flu—vl Yu,veV mit[[ul],|lv]| <&

Satz 6
Die diskrete Variationsungleichung (9) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung up € Gp, und mit der
analog zu Lemma 2 definierten Funktion p gilt: ||ug|| < % - 1(||Bn|]) + ||0g]] fiir beliebiges 0, € G-



Beweis:
Die Aussage des Satzes folgt wegen den zusiitzlichen Voraussetzungen direkt aus Satz 4.

M=

Il
-

Es sei V3, := span{y; | ¢ = 1...N}, also besitzt v, € V} die Darstellung v (z) = 3 v; - @;i(z). Damit

wird (9) zu:

N N N
F(Zuj‘p] ’Z CPz >0 Vo, = Z%‘Pz € Gy
i=1 =1 i=1

Falls F' linear ist, sind diese Gleichungen dquivalent zu den Galerkin-Gleichungen. Im vorliegenden allge-
meinen Fall sind jedoch weitere Voraussetzungen an G notig, um das System in ein iiberschaubares zu
iiberfiihren.

Bei der Finitisierung (10) der Hindernisbedingung erhélt man aus (2) das folgende Komplementaritéts-
problem:

N
; (‘PJa‘Pz) > fi
wi > ¢ Vi=1...N
N
(E (QOJ’(PZ) fz)( gz) =0

1

J

mit a(p;, i) = [Vo; Vi dz, fi = [ fidz und g; = g(ps).
Q Q

Der Nachteil dieser Darstellung ist das Ungleichungssystem riesiger Dimension (um gute Auflésung zu
erzielen).

LaBt sich die gegebene Variationsungleichung (1) entsprechend Lemma 5 als Optimalitétskriterium eines
Variationsproblems darstellen, kann auch die diskrete Variationsungleichung (9) als Optimalitétskriterium

(J'(up),vn —up) > 0 Vo, €Gy

fiir das Problem J(vy) — min bei vy, € Gy, betrachtet werden.
Im Fall des Hindernisproblems (2) liefert dies die Aufgabe

J(vp) = %a(vh,vh) — f(vp) — min bei vp(p;) > g(pi) Vi=1...N (%)

Mit der Steifigkeitsmatrix Ay = (a(cpj,goi))z.j und f, = (f((p,'))z. sowie g = (g(pz))z und v = (v1,...,UN)
ist (*) dquivalent zu

1
z(v) = 3 WA — v — min beiv € RN, v > g (komponentenweise)
Die Nachteile dieser Darstellung sind die grofie Dimension (fiir gute Aufldsung) und die spezielle Struktur.

Im folgenden soll nun ||u — wy|| bei fixierter Diskretisierung abgeschitzt werden.

Lemma 7
Der Operator F : V — V* geniige (4),(11) und (12). Ferner sei die iibergreifende Eigenschaft

ylv=wp|*? < (Fv— Fup,v—vp) Yo €G,vp €Gy (13)

erfiillt. Dann besitzen die Variationsungleichungen (1) und (9) eindeutig bestimmte Losungen u € G bzw.
up, € Gy, und es gilt mit o := v(max{||u||, ||un||}):

2

1-||u—uh||2< inf (Fu,v —up) + inf {(Fu, vh—u)-i-g—

2
. — 14
2 ~ weG v €Gh 2y [fon = ull"} (14)

Beweis:
Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen u von (1) und up von (9) folgen aus Satz 4 bzw. Satz 6.



Es gilt:

(Fu— Fup,u — up)

(Fu,u) — (Fu,up) — (Fup,u) + (Fup,up) + (Fu,v) — (Fu,v) + (Fup,vp) — (Fup, vp)

= (Fu,u—v) —(Fu,up — v) — (Fup,u — vp) + (Fup,up —vp) Yv € G,vp € Gy
—_——— —_——

1lu = unlf?

<o <o

Da u,up, Losungen von (1) bzw. (9) sind, folgt:

Yllu—up|* < (Fu,v—up) + (Fu,vp, —u) — (Fu,vp —u) + (Fup, vy — u)
= (Fu,v —up) + (Fu,vp, —u) + (Fup — Fu,vp — u)
< (Fu,v —up) + (Fu,vp — u) + ||Fup — Full« ||vn — ul]|
und mit (12) < (Fu,v —up) + (Fu,vp, —u) + o ||up — ul||Jlvn —u|]| Vv € G,vp € G

Weiterhin gilt:

2
ag
(Y2 1= wll = [l =) > 0
o v
g
T a2 = 20 =l fon =l +  [fon —ull? > 0
o Y
1
5 (Zlu=wl+ Zlton = ul) > flu=uallfon = ul

Damit gilt insgesamt:

7.

2
5 [l —up||®> < (Fu,v — up) —|—(Fu,vh—u)+g—7-||vh—u||2 fiir beliebiges v € G, vy, € G},

Somit ist das Lemma bewiesen.

Bemerkung:
Falls G = V gegeben ist, ist (1) dquivalent zu (Fu,v) = 0 Vv € V. Dann liefert (14) die Abschitzung
lu—un|| < £ 1161% [|lvp, — ul|- Lemma 7 verallgemeinert also das Lemma von Cea.

Vh h

Um das néchste Lemma beweisen zu konnen, werden zunichst Forderungen an G}, gestellt:

OVUEGH(vh)hinGh:’{i{%vh:v
e vy, €eGpund vy ~vfirh 0 = veG

Lemma 8

Seien die Voraussetzungen von Lemma 6 erfiillt und die Approximation G an G moge den obigen
beiden Forderungen geniigen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dal 3y : v» > v Vh > 0. Dann gilt
Y [ = unl} = 0.

Beweis:
Nutzen der Forderungen, Lemma 8.6 (siehe z.B. [1] S. 416)

Bemerkung:

Bei Variationsungleichungen ist es unsachgemif, hohe Glattheitsannahmen zu treffen, da die Glattheit der
Losung nicht nur von 2 und der Regularitét von F' abhéingt. Bei Hindernisproblemen ist z.B. u € H?(Q)
noch moglich. Gute Ergebnisse liefert bei elliptischen Variationsungleichungen 2. Ordnung bereits die
Verwendung stiickweise linearer C°-Elemente.



Ausgehend von (14) sollen nun die Summanden 122 (Fu,v—up) und inf (Fu,v,—u) untersucht werden.
v h

v €EGHh

Es sei V := Hg(), dann gilt V = Hj(Q) — L*(Q) — H () = V* (alle Einbettungen stetig). Es
gelte mit einem Fu € L*(Q): (Fu,v) = (Fu|v),, Yv € V. Damit ergibt sich insbesondere mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

|(Fu,v —un)| < [|Fullgz Jv = unllze und  (Fu,op = )| < ||Fullz2 [Jon —ul|z2 (15)

Satz 9

Es sei 2 C R? ein Polygon und es gelte f € L%(f2) sowie g € H*(Q) mit g|r < 0. Weiterhin geniige die
Losung u des zugehorigen Hindernisproblems (2) u € H?(). Dann existiert ein ¢ > 0, so daf fiir die mit
stiickweise linearen C°-Elementen und mit (10) erzeugte Niherungslosung uy, gilt:

[lu—upl| <c-h

Beweis: u € H2(Q) = (Fu,v) = — [(Au+ f)vdz =: (Fu|v),, Yv € V. Damit kann (15) angewandt
ol

werden. Sei I, : V — V}, der durch Interpolation in den Gitterpunkten erklérte Interpolationsoperator.
Da u € G ist, gilt fiir das Hindernisproblem mit (10) auch ,u € Gy.
Weiterhin gilt mit ¢ > 0 (Interpolationssitze):

[lu — Mpull2 <c-h*>  und lu = Tpul|lgz <c-h,

da u € H?(Q) vorausgesetzt wurde. Damit gilt:

2

O'2 g
inf {(F — — —ul’} < (Fu,Mju-— — - ||TThu — ul|?
JnE {(Fuon =)+ & o =} < (Fu T =) + 3 [Ty =

0.2

2y

IN

(| Fullz2 |Th = ul g2 + o= - | Thu — ul|®

< const - h?

Sei 4y, := max{up,g} (punktweise). Man kann zeigen (siehe z.B. [3] S. 50ff), daB dann 4, € V gilt.
Aufgrund der Definition von G ist 4@y somit auch ein Element von G. Mit (10) und der stiickweisen
Linearitét ist ferner uy, € G genau dann, wenn uy, > Il g vorliegt. Offensichtlich gilt nun

0 < (an —un)(z) <|(g —Mrg)(z)| Vz e,
da die Ungleichung fiir die z € Q, fiir die Gn = uy, vorliegt, trivialerweise erfiillt ist. Damit:

in

_ < 0y —
veg(Fu,v up) < [(Fu,lp — up)|

|| Ful| L2 ||@n — un||z2
[[Ful|g2 ||lg — Thgl| L2

IAIA

Da g € H%() vorausgesetzt wurde, folgt mit den Interpolationssétzen:

inf (Fu,v —up) < const - h?

veEG
Damit sind die beiden Summanden in (14) abgeschiitzt und mit Anwendung von Lemma 7 und Ziehen
der Quadratwurzel folgt die Behauptung.

O
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