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1 Physikalisches und mathematisches Modell

Um die Bewegungsgleichungen fiir viskose Fliissigkeiten herzuleiten, betrachtet man die Massener-
haltungsgleichung und das zweite Newtonsche Gesetz, das die Impulserhaltung beschreibt. Aus der
Massenerhaltung bekommt man die sogenannte Kontinuitédtsgleichung:

% + div(pv) =0 (1)
Die Impulserhaltung liefert:
dv
—=V- f 2
0% V-o+op (2)

Wobei ¢ — Fliissigkeitsdichte, v — (Euler-)Geschwindigkeit, o — Spannungstensor, f — duere Volu-
menkriifte; % = % + (v - V) - substantielle Zeitableitung.

Bei den meisten Fliissigkeiten hingt der Spannungstensorensor ¢ linear von dem Geschwindigkeits-
gradienten Vv ab (sog. Newtonsche Fluide):

Ov ov
Urs:—p5r5+ll(a—;+a$s>, r,s=1,...,d (3)
s T

wobei 4 — dynamische Viskositdt des Fluids, p — der hydrostatische Druck.
Nach dem Einsetzen von (3) in (2) und unter der Annahme p = const (inkompressible Strémung)
erhilt man die Bewegungsgleichungen fiir inkompressible Newtonsche Fluide:

0
g(a—‘; + (v- V)v) = —Vp + pAv + of (4)

divv=0 (5)

(4) ist die sogenannte Navier-Stockes Gleichung; (1) bzw. (5) heisst Kontinuititsgleichung fiir kom-
pressible bzw. inkompressible Fluide. Die Gleichung (4) ist d-dimensional, es sind also mit der Kon-
tinuitatsgleichung insgesamt (d+1) Gleichungen fiir die unbekannten p und v.

Im stationdren Fall (%() = 0) erhiilt man aus (4) die Navier-Stokes Gleichungen fiir stationéire
Geschwindigkeitsfelder:

1
—VvAV + (v-V)v = —EVp +f (6)

wobei v — kinematische Viskositit des Fluids.

Oft betrachtet man das sogenannte Stokes-Problem, indem man auf die Bewegungsgleichungen (4)-
(5) ein semidiskretes Verfahren anwendet. Man diskretisiert dabei nur in der Zeit: %—‘t’ wird durch
den Differenzenquotienten %{v(tk) ersetzt, der nichtlineare Konvektionsterm (v - V)v wird zum
Zeitpunkt tj betrachtet. Dadurch bekommt man ein lineares, zeitunabhingiges Problem fiir jeden

Zeitschritt ¢. Dieses wird im néchsten Abschnitt behandelt (siehe auch [1]).

2 Stokes-Problem

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem:

aou—vAu+Vp="*f in Q c R?
Vou=0 in Q (7)
u=290 auf 90



wobei f € (LQ(Q))d. Hier wird die Dirichlet-Randbedingung u = 0 auf dem ganzen Rand 02 ange-

nommen.

Sei V := (H&(Q))d — Sobolev-Raum mit Nullrandwerten (Hilbert-Raum iiber Q). D(2) sei der Raum
der auf Q) schnellabfallenden glatten Funktionen. D(Q) C H}(Q?) dicht. Um schwache Formulierung

von (7) herzuleiten, multipliziere die erste Gleichung mit v € (D(Q))d und integriere iiber :

ap(u,v) +v(Vu,Vv) — (p,divv) = (f,v) Vve (’D(Q))d

mit (-,-) wird hier der L?-Skalarprodukt iiber {2 bezeichnet.

Definiere a(u,v) := ao(u, v) + v(Vu, Vv) — Bilinearform tiber V' x V. Da der Raum (D(Q))d dichter
Teilraum von V ist, so erhalten wir die schwache Formulierung von Stokes-Problem (7):

Gesucht u € V, p € L*(Q) mit

a(u,v) — (p,divv) = (f,v) VveV (8)

diva =0
Betrachte Vgy := {v eV ]divy = O}. Dieser Raum ist dichter Teilraum von V und mit der Norm
IVllaiv == [[VVlz2(q) ein Hilbert-Raum. Die oben definierte Bilinearform a(u,v) ist koerziv auf

Vaiv X Vgiy und die durch das Skalarprodukt (f, -) definierte Linearform stetig auf Vj;,. Die Gleichung
(8) liefert:

a(u,v) = (f,v) Vv e Vv 9)

Nach Satz von Lax-Milgram existiert eindeutige Losung u € Vg, von (9).
Durch die Wahl des Losungsraumes Vg, wurde der unbekannte Druck p aus der Gleichung (8)
eliminiert. Wir betrachten folgendes Lemma, das die Existenz von p liefert.

Lemma 1. Sei Q C R beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, und sei L — ein Element
von V* (lineares stetiges Funktional iber V' ). Das Funktional L verschwindet identisch auf Vg, genau
dann wenn eine Funktion p € L%(Q) existiert mit

L(v) = (p,divv) VveV
Beweis. Zum Beweis siehe Literaturhinweis aus [1]: Girault und Raviart (1986), s.22. O

Als Folgerung betrachten wir folgenden Satz:

Satz 1. Sei Q C RY beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand, und sei u — eindeutige Losung
von (9) fir jedes f € (LQ(Q))d. Dann gibt es eine bis auf Konstante eindeutige Funktion p € L2(Q),
so dass

a(u,v) — (p,divv) = (f,v) VveV (10)
Beweis. Sei u — Losung von (9). Definiere
L(v) :=a(u,v) — (f,v) VveV

Nach (9) erfiillt Funktional L die Bedingungen von Lemma 1, es existiert also ein bis auf Konstante
bestimmtes p € L?(0), das zusammen mit u die Gleichung (10) 16st. O

Man kénnte die Lésungsrdume anders definieren. Sei @ := L3(9) := {q € L*(Q) | Joq = 0} und

b:V x @ — R gegeben durch b(v,q) := —(gq,V - v), dann hat folgendes Problem:
Gesucht u € V, p € Q mit

a(u,v) +b(v,p) = (f;v) VveV
b(u,q) =0 VgeQ

eine eindeutige Losung, die eine schwache Losung von (7) liefert.



3 Einige Ergebnisse aus der allgemeinen Theorie

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse aus der Theorie der Nichtlinearen Partiellen Diffe-
rentialgleichungen dargestellt, die in dieser Arbeit Anwendung finden. Néiheres zu den Beweisen
siehe [1].

Seien (X, ||-||x) (Y, ||-|ly) -~ Banach-Réume. Sei F € C'(X,Y™*) ein stetig differenzierbares Funktional.
Folgende Proposition liefert die a-posteriori Fehlerabschitzung fiir Funktionen aus der Lésungsum-
gebung folgender Gleichung:

F(u)=0 (11)

Proposition 1. Sei ug € X regulire Lésung von (11), d.h. DF(up) € Isom(X,Y*). Sei DF
Lipschitz-stetig in ug, d.h. es gibt ein Ry > 0 mit
_ IDF(u) — DF (uo)ll(x,v+)
y:=  sup

< 00
u€B(uo,Ro) ||’U, - U()“X

Sei
R = min{Ro, v~ [DF(u0) - x) 29 IDF (wo) lx vy}
Dann gilt folgende Abschdtzung:
%HDF(UO)HZ(lX’y*)“F(u)”Y* < llu — uollx < 21DF (uo) "l v+ x)I1F ()| v+
fir alle u € B(ug, R).
O

Seien X}, C X und Y}, C Y endlichdimensionale Teilréume und Fj, € C(X},Y;’) — Diskretisierung
von F. Um den Fehler ||F(upg)||y+ abzuschitzen, wobei upg € X}, die diskretisierte Gleichung

Fy(up) =0 (12)
16st, betrachte folgende Proposition:

Proposition 2. Seiuy, € X), — Niherungslosung von (12), d.h. ||[Fy(un)|y; sei “klein”. Betrachte den

Projektionsoperator Ry, € L(Y,Y},), endlichdimensionalen Teilraum Y, C Y und die Approzimation
Fp : Xp, = Y* von F in uy, die folgende Ungleichung erfiillen:

1(1dy — Rn)* Ey(un)lly- < coll #a(un)lly» (13)
Dann gilt folgende Fehlerabschdtzung:

1F (un)lly~ < coll En(un)lly» + |(Idy — Rp)*[F (un) — Fi(un)]llv-
+ | Rull cv,vi) 1F (un) — Fr(un)|lv,:

+ | Bnll v,y |1 Fn (un) lly;:

und

||Fh(uh)||3?,;« < 1 Fn(un)lly: + 1 (un) = Fh(uh)H?};



Sei Tp, eine Triangulierung mit dem Durchmesser h, &, Menge aller Kanten dieser Triangulierung.
Mit wr (wg) bezeichnen wir Vereinigung aller Simlizes, die mit dem Simplex 7' (der Kante F)
eine gemeinsame Kante haben. Analog bezeichnet &p (@g) Vereinigung aller Simlizes, die einen mit
Simplex T' (Kante F) gemeinsamen Knoten besitzen.

Fiir ein k € N definiere

Spli={¢: Qo R:glr € IVT € T}, S50 =Sy 'nC(Q)

Weiter definiere Ij, : L'(Q2) — § ’1l,0 den Interpolationsoperator fiir die L!-Funktionen, deren Werte in
den Gitterpunkten unveréndert bleiben und linear auf jedem Simplex fortgesetzt werden.

Lemma 2. Fir alleT € Ty, E € &, und 1 < q¢ < 0o gelten folgende Abschitzungen:
16 = Indlkgr < cth | dligar YOSk <U<2,¢€WH(ar)
16 = Tndllgm < ey /N gllgas  V1<1<2,¢ € WH(ap)
U

Sei T' Einheitssimplex, £ eine seiner Kanten. Seien 1.4, € C°°(T") Funktionen auf 7', die folgende
Bedingungen erfiillen:

¢ 0< sty <laufT
. qu:OaufBT, ¢E:0auf8T\E‘
e max, +9P5(z) =1, max, g Pp(z) =1
Sei P : L®(E) — L°(T") mit
Pu(zy,...,2q) == u(z1,...,3q—1), z€T,u€ Lo(E)

Vortsetzungsoperator fiir die auf einer Kante E definierten Funktionen auf das ganze Simplex T. Sei
Fr : T — T affine Abbildung von Einheitssimplex T" auf ein gegebenes Simplex T'. Man erhilt auf 7"

Yri=vpoFrt,  ypi=ypoFy
und fiir eine auf F definierte Funktion o sei der Vortsetzungsoperator P : L*°(E) — L*°(T) durch
Po := (P(00 Fr)) o F;!
definiert.

Lemma 3. FEs erzistieren Konstanten ci,...,c7, die nur von den Rdumen Vi, Vs, Funktionen v,
Y5, p und hp/pr abhingen, so dass fir alle T € Ty, E € E(T), v € Vp und 0 € Vg folgende
Ungleichungen gelten:

f uprv
cillullopr < sup T < lullopr
vEVp ||U||0,q;T
JpovET
callollpe < sup = < ||o|lp;m

TEVE HTHQEE
eshr lprullogr < IIV(ru)llogr < cahy |rullo,gr
c5h51||¢EPU”0,q;T < NIV@EPI)|ogr < CGhFH"ﬁEPUHO,q;T

1
lpePollogr < crhy!llollge



4 A-posteriori Abschéitzung fiir Navier-Stokes Gleichungen

Wir betrachten stationére, inkompressible Navier-Stockes-Gleichungen

—vAu+ (u-V)u+ Vp=f in QcRr
Vou=0 in Q (14)
u=20 auf 0Q

wobei v > 0 - konstante Viskositat des Fluids.
Setze

M = {u € (W1’2(Q))d :u=0 auf I‘},
Q=

{pELQ(Q):/Qp:O}

und definiere
X =Y:=MxQ,
llx = [y == (112 2+ 1F152) "2,

Multipliziere die erste Gleichung von (14) mit einem v € M, die zweite Gleichung mit ¢ € Q. Addition
der beiden Gleichungen und Integration iiber 2 liefern:

<F([u,p]),[V,Q]>::/Q<—1/Au+(u-V)u-I—Vp—f)v-l—/QqV-u

:1//Vqu+/(u-V)uv—/pV-v+/qV-u—/fv
Q Q Q Q Q

Dadurch erhilt man die schwache Formulierung des Problems (14):
Gesucht [u,p] € X mit

(F([u,p)),[v,q]) =0 V[v,q €Y

Seien My C M und @y C @ zwei Finite-Elemente Rdume zu Triangulierung 7. Wir nehmen an, es
gibt k,1 > 1 so dass folgende Stetigkeitsvoraussetzungen erfiillt sind:

(SE N M c My, c (SF0)?
und
S°NQcQnc S oder SPT'NQcC QST
Definiere X}, := Y}, := M}y, X @Qp und Fj, : X}, — Y)* folgendermassen:
(Fr([an, prl)s Vo anl) == (F([an, pr))s [Vh, anl)

+46 Z h%/ (—VAuh + (uh . V)uh + Vpp, — f) ((uh . V)Vh + th)
TeTh

+3 3 he [ imlslanle

Ee&hn

+a5/V-uhV-vh (15)
Q



wobei [|g den Sprung auf der Kante E (die Differenz der Links- und Rechtsgrenzwerte) bezeichnet,
a > 0, 6 > 0 — die Stabilititsparameter. Sind «,8 > 0, so haben die nichtlinearen Terme und
Divergenzbedingung keinen Einfluss auf die Konvergenz der Losung. Sonst hingt die Konvergenz der
Losung von der Wahl der Losungsrdume My, @ ab. Fiir § = 0 verschwindet der Konsistenzfehler
komplett, fiir § > 0 bekommt man folgende Abschitzung:

|1 E'(Tan; pal) — Fh([un, pa))lly;:

= sup {5 Z h. /T(—I/Auh + (up - V)uy + Vpy, — f) ((uh -V)vy + th)

[Vh,an] € Yy
Ivn,anlly =1 T€Th

+6 ) hE/E[ph]E[q}z]E+a5/ﬂv'uhv'vh}

Ee&hn

< et +a)s(1+ unllio) { 3 (Bhll-vAun + (wn - V)un + Vi — €3 57

TET,
) s 1172
IV unl o) + Y hallpnlelEe (16)
E€ép,0
Sei Rp[u,p| := [Ipui,..., Iyuq, 0] — Projektionsoperator von Y auf Yy,

Y, = spa,n{[szv,O], [¥EPo,0],[0,¢7rp] : v € [Hm‘T]d,U € [Hm"E]d,p €M1, T €Th, E € 5h,Q} -
endlichdimensionaler Teilraum von Y, wobei m := max{2k — 1,/ — 1,0} und m' := max{k — 1,1}.
Ui bzw. Iy enthalten Funktionen, die auf 7' bzw. auf E' Polynome k-ten Grades sind.

Fy, . Xj, — Y™ sei definiert durch

(Fp([un,pn), [v,q]) := /Q(_VAuh + (up - V)up + Vpy — Wo,Tf)V + /Q qV - uy

(f wird durch 7o rf auf jedem Simplex T' € 7}, konstant angenéhert)
Lemmata 2 und 3 liefern:

Batanpnl) = Fllanpilly; = swp > [ (E=mrtyvs

[Vh,qn] € i
Ivn.anillly =1 T€TR

1/2
<of 3 hlif - morfl o | (a7
TeTh

und

I(dy = Rp)* [Fn([un, pa]) = F([un,pa))]lly- =  sup Y Z/T(fi — mo,7.fi) (vi — Ipvi)

I, qlly =1 T€Tn =1
9 9 1/2
<o 3 BRIE - mofl 2 ) (18)
TeTh

Als Abkiirzung fithren wir folgende Bezeichnung ein:
nr = {h2T||—VAuh + (up - V)uy + Von — morf§ 0.

1/2
+ Z hgll[vng - Vu, — prng] gl + IV - uh”g,2;T} (19)
Ec&(T)NEr 0



Betrachte

<ﬁ’h([uh,ph]), [V, q]> = Z (/ (—I/Auh + (uh . V)uh + Vph - 7r0,Tf)v
TeT, 7T

+ /quv . uh) + Z /E[VnE - Vuy —phnE}EV (20)

Eeé&y q

gilt fiir alle [v,¢] € Y. Wir folgern aus Lemma 2 und Lemma 3:

IFuon il = s ]

[Vh.an] € Y
Ivh,anllly =1

Z (/T(_VAuh + (up - V)up + Vpp — mo,rf) v
TET,

+ / anV - uh) + Z / [unE -Vuy, —phnE] Evh}
T E

EcE—h,Q
1/2
<[> i} (21)
TET
und
|(Idy — Rn)*Fh([up, pal)lly- =  sup { > {Z/ (—vAup; + (up - V)up; + 0iph — mo,rf3)
[vigl e Y TeT;, =1 T
v, allly =1 ho =
n
(’U,‘ — Ih’l)i) + / qV . uh} + Z Z/ [VHE . Vuhyi _phnEi]E('Ui — Ih’Ui)}
T Beg-hi=17F
1/2
<Y W} (22)
TeT,

Um die Bedingung (13) der Proposition 1 zu zeigen, betrachte ein Simplex T' € 7, und eine Kante
E € &0 und definiere Yy, w € {T,wg,wr} analog zu Y},. Definition von Y, Gleichung (20), und
Lemma 3 liefern folgende Abschétzungen:

allV-upllozr < sup HTH(I%;T/ V -upprr
relly 1 7\{0} T

= sup  (Fp([up,pn)); [0, 0 Irllo 200
r€lg_17\{0}

< sup <Fh([uhaph])’ [V, Q]> (23)

[v.a] € Yp 1
[lv,dllly =1

creg thrl|—vAuy, + (up - V)u, + Vpy, — morfllozr

< S IVl [ (vu (e V) oot
0 T

WE[Mp, 7] \{

sup ||v(¢Tw)||(;%;T<Fh([uhaph])’ [¢tw7 0]>
WE([y,r]"\{0}

<  sup  (Fiu([un,pn)), [v,q]) (24)

[v,q] € Yy 1
[Ilv,qllly =1



Ungleichung (24) liefert:

1/2
6266 C7 lh / || [l/IlE . Vl.lh —phnE]EHQ;E

1/2 —
< swaqa W ol [ e Vun - pns]izPo
E

o€, p]™\{0}
= s oyt Wl ol { (P (o, pa), [we Po, 0])
o€y g]"\{0}

- / (—I/Auh + (up - V)u, + Vpp, — Wo,Tf)TﬁEPU}
wg

< sup  (Fu([un,pal); [v,q]) + cg ' hpll-vAu, + (us - V)
[v,q] € Yajwpy
Itv,allly = 1

<c sup  (Fx([un,pn));[v,q]) (25)
v,q] € Yajup
v, qllly =1

Aus den Ungleichungen (23) bis (25) kann man schlieen, dass

nr < sup (Eu([un,pa), v, q]) (26)
[via] € Yajwq,
v, allly =1

und

{3 i} < cl(tun il (27)

TETh
Ungleichungen (21), (22) und (27) zeigen die Bedingung (13) der Proposition 1 und damit ist
| En ([up, pp))| y. von unten und von oben beschrinkt durch {3, 77%}1/ ®. Propositionen 1, 2 und
Ungleichungen (16), (17), (18), (21) und (26) liefern folgende a-posteriori Abschitzung:

Satz 2. Sei [u,p] schwache Lisung von (14), die reguldr im Sinne der Proposition 1 sei und [up,pp] €
X}, sei Losung von

(Fr([up,pr)); [Vh,anl) =0 V[va,qn] € Ya,

die genigend nah zu [u,p| im Sinne von Proposition 1. Dann gilt folgende a-posteriori Abschétzung:

1/2
{llw = wnl o+ llp = pal3 23" < e (1+ (1 + )0 (1 + unlliz) ) { 3 o}

TET,

+ CQ{ Z R\ f — 7T0,Tf||%,2;T}1/27

TeTh
1/2
mr < es{l[u = wall g + 11— Pul 2 |

1/2
ted{ 3 WIE - morfl e b

T cwr

wobei nr gegeben durch (19) und ci,...,cq nur von der polynomialen Ordnung der FE-Rdume
abhdngige Konstanten.

O
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