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Musterlosungen

Stoff des ersten Semesters

Aufgabe 1
1 -1 1
a) Berechnen Sie die Inverse der Matrix (2 —1 2
1 -2 2

Fiihren Sie die dazu notwendigen elementaren Zeilenumformungen explizit durch.

I -1 1 1 00 3. Zeile - 1. Zeile
2 -1 01 0

1 -2 2 0 0 1

1 =1 1 1 0 2. Zeile—2 x 1. Zeile
2 -1 2 0 1 0
0 -1 1 -1 0 1

I -1 1 1 0 3. Zeile + 2. Zeile
0 1 O -2 1
0 -1 1 -1 0 1

I -1 1 1 0 0 1. Zeile + 2. Zeile
0 1 0 -2 1
0 0 1 -3 1 1

1 0 1 -1 1 0 1. Zeile — 3. Zeile

0 1 -2

0 0 1 -3 1 1

1 0 2 0 -1

1 0 -2 1 0
0 1 -3 1 1
2 0 —1
Alsoist |—=2 1 0 | die gesuchte Inverse.

-3 1 1



Probe mit Pari:

(13:32) gp > a=[1,-1,1;2,-1,2;1,-2,2]:
(13:33) gp > a™(-1)

[20-1]

[-210]

[-311]

b)Sei f:R*-IR’ eine lineare Abbildung, und es sei f( 11):( / )’f(_:;):(_z?’)

Berechnen Sie denjenigen Vektor x€R’ | fiir den gilt: /' (x):(g) !

1. Losungsweg:

Man weif, daB f durch eine 2x2-Matrix beschrieben wird. Aus ./ (_11 ): ( _73 ) v <_43 ) = ( _1%)3 )

folgen sofort 4 lineare Gleichungen fiir die 4 Koeffizienten. Nach Losung dieses Gleichungssystems
kennt man die Koeffizienten und die Gleichung ./ (x ):(g) erscheint als lineares

Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei Unbestimmten.

Also:

(a b) 11\_
c d (—1)_
a—b=7, —3a+4b=-23, c—d=—-3, —3c+4d=10 .

Aus der ersten Gleichung erhdlt man b=a—7 , was in die zweite Gleichung eingesetzt zu
—23=—3a+4(a—7)=—3a+4a—-28=a—28 unddamitzu a=5 und b=-2 fiihrt.

Ahnlich erhdlt man d=c+3 und 10=—3c+4(c+3)=—3c+4c+12=c+12 ,also c=-2
und d=1

b 5 =2
Jetzt wird aus S (x)= 2 2)=( Yil= *1] . Also haben wir lineare
3 3/ \e dJ\x,)] \=2 1 /\x,

Gleichungen 5x,—2x,=2, —2x,+x,=3 . Aus der zweiten ergibt sich x,=2x,+3 | was
eingesetzt in die erste zu  2=5x,—2(2x,+3)=5x,—4x,—6=x,—6 und damitzu x,=8 und
x,=19 fiihrt.

) 81_(2
Insgesamt also: f(19) (3)

7 a b)(-=3\_(-23 e -
_3) ) (C d)( 4) ( 1 O) . Ausmultiplizieren ergibt:

2. Losungsweg

1

Man schreibt X=A{ 1

4

tu (_ 3) und erhilt



A | ] R oy B R

die zwei Gleichungen 7A—23u=2, —3A+10u=3 ,also 21A—-69u=6, —21A+70u=21 ,
woraus sich sofort p=27 und A=89 ergibt. Damit haben wir

SR

Aufgabe 2

+u +u

) . Damit haben wir

_43)2( 189) , also wie beim ersten Losungsweg.

Finden Sie drei komplexe Zahlen w mit =i .
1. Moglichkeit: Finden Sie die drei Zahlen anhand einer Skizze und machen Sie dann die Probe.

Jede der gesuchten komplexen Zahlen liegt auf dem Einheitskreis. Beim Potenzieren verdreifacht
sich der Winkel, den w mit der positiven x-Achse bildet. Da i bei 90° liegt, sollte ), bei 30°

1G], |

5 +Ei . w, liegt 120° weiter bei 150° und

_V2(3)+%i und w;=—i . Die Probe wird

liegen. Damit ist w=cos(30°)+isin(30°)=

w; nochmals 120° weiter bei 270°. Damit ist w,=

dem Leser tiberlassen.

2. Moglichkeit: raten Sie eine Losung und finden Sie die beiden anderen durch Losen einer
quadratischen Gleichung.

Durch Probieren findet man schnell die Losung w=—i . Da wir die 3 Nullstellen des Polynoms
z°—i suchen und jetzt eine kennen, fithren wir die Polynomdivision
(z’—=i):(z+i)=z"+iz—1 durch und miissen jetzt nur noch mit der p-q-Formel die beiden
Nullstellen des Polynoms (z°—i):(z+i)=z"+iz—1 finden, also

wu:ii (_—1+1):i@
-2 4 2

erhalten haben.

+ Ei , womit wir dieselben Losungen wie beim ersten Losungsweg

Aufgabe 3

Fiir welche x€IR konvergiert die Potenzreihe Z n’x" , fiir welche divergiert sie?
n=0

Wir betrachten also die Reihe 2. @, mit a,=n’x" . Wir berechnen
n=0

3 n+1 3
il gy (ot U™ =|x| ,
n3|x|n

lim

n—oo |an| n—oo

=|x|nm(1+l
n

n— oo

also konvergiert nach dem Quotientenkriterium die Reihe absolut fiir |x|<1 und sie divergiert
fir |x|>1 . Ist |x|=1 ,so divergiert die Reihe, weil die Summanden (a,) keine Nullfolge
bilden.



Aufgabe 4

Finden Sie eine Funktion f:R—R | diein x,=1 einlokales Minimum undin x,=2 ein
lokales Maximum besitzt. Schreiben Sie IThre Uberlegungen méglichst vollstindig hin.
Machen Sie die Probe, da3 Ihre Funktion tatsdchlich die geforderten Eigenschaften besitzt.

Eine Moglichkeit:
Man konnte sich die Funktion f (x)=cos(ax+5b) entsprechend anpassen.

Mit  f(x)=cos

%x+%) haben wir offenbar ein Wellental des Kosinus an der Stelle 1 und

einen Wellenberg an der Stelle 2.

Offenbar ist fauf ganz R definiert und beliebig oft differenzierbar, und mit Anwendung der

T T
— x4+ —

Kettenregel findet man /" '(x) =—Zsin S Xt

2 2 2 2

2
und £ (x)=—= cos(£)c+E

Man hat f’(l):—%sin %4‘% :—%sin(n):O und
2
f”(l)z—% cos| = 2+—

2 2

2
) COS(zTr) ) .

Also besitzt f in  x,=1 ein lokales Minimum.

Entsprechend rechnet man jetzt fir x,=2  f'(2)=0 und f''(0)>0 nach.

Andere Moglichkeit:

Von Polynomen dritten Grades wissen wir, da3 bei entsprechenden Koeffizienten ein Berg und ein
Tal im Graphen auftreten. Da in der Aufgabe zuerst der Berg und dann das Tal kommt, sollte die
Sache mit  f(x)=—x"+ax’+bx bei passender Wahl von a,b€R funktionieren.

Wir hitten dann £’ (x)=—3x"+2ax+b .

Wir mochten, daB3 /' Nullstellenin  x,=1 und x,=2 besitzt und machen daher fiir /' den

Ansatz  f'(x)=-3 x*+2ax+b==3(x—1)(x—2)=—3x’+9x—6 . Dementsprechend setzen wir
9

a==, b=—6 und untersuchen ab jetzt die Funktion f(x):—x3+%x2—6x )

Wir haben also  f'(x)=—3x"+9x—6 mit den eben konstruierten Nullstellen x,=1,x,=2 .
Jetzt ist noch zu priifen, ob  f''(x,)>0 und f''(x,)<0 .
Esist f''(x)=—6x+9 ,also f''(1)=—6+9=3>0 und f''(2)=—1249=-3<0 |

Also hat unser f die gewiinschten Eigenschaften.



Stoff des 2. Semesters

Aufgabe 5

a) Berechnen Sie durch ,,Entwicklung nach der 1. Spalte* die Determinante der Matrix aus Aufg. 1.

1 -1 1
A; sei die Matrix, die aus der Matrix 4=(2 —1 2| durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
1 -2 2

Spalte entsteht. Bei der ,,Entwicklung nach der 1. Spalte wird die Determinante nach der Formel
det A=|d|=a, |4, |—a, |4, |+a;,|4;] berechnet. Speziell in unserem Fall ergibt dies

N -1 1+1
—_ 2 _

=17 2
2 2

1 ;‘:1-2—2-o+1-(—1):1

b) Die Inverse dieser Matrix hat ebenfalls nur ganzzahlige Eintrdge. Nehmen wir an, Sie wiiiten
bereits, daf3 die Determinante positiv ist. Begriinden Sie mit Hilfe IThnen bekannter Sitze iiber
Determinanten, warum die Determinante dann gleich 1 sein muB.

Sei B=A4"' . Dannist AB=E , also detAdetB=1 . Weil A und B nur ganzzahlige
Eintrdge besitzen, sind auch die Determinanten ganze Zahlen. Wir haben also ein Produkt von
ganzen Zahlen, welches 1 ergibt. Dies ist offenbar nur dann mdéglich, wenn beide Zahlen gleich 1
oder beide Zahlen gleich -1 sind. Da die Determinante positiv sein sollte, muf3 sie gleich 1 sein.

Aufgabe 6

BSOS

Stellen Sie mit Hilfe des dulleren Produktes fest, ob die Vektoren eR’ linear

0
1
0
1

SN

unabhingig sind.

Vektoren sind genau dann linear unabhingig, wenn ihr duleres Produkt ungleich Null ist. Wir
berechnen zuerst das Produkt der beiden letzten Vektoren:

(e,+e)A(e+2e,+2e,)=—e Ae,+2e,Ae;—e, Ae,—2e,Ne,—2e;Ne, Multiplizieren wir
dieses Ergebnis mit dem ersten Vektor, also mit 2e,+3e,+4e;—e, , so ergibt sich:

4e,Ne,Ne;—4e Ne,Ne,—4e NesAe,
+3e,Ne,Ne,—6e,Ne;Ne,

—4e Ne,Ne;+4e NesAe,+8e,Ne;Ne,
+e,Ne,Ne,—2e,ANesNe,

Umordnen dieser Summanden ergibt

4e,Ne,Ne;—4e Ne,Ae,
—4e,Ne,Ne,+3e, Ne,Ne, e Ne,Ne,
—4e, NeyNe,+4e NesNe,
—6e,Ne;Ne,+8e,Ne;Ne,—2e,Ne;Ne,



Offenbar heben sich alle Summanden weg, das Ergebnis ist Null, und die drei Vektoren sind daher
linear abhingig.

Aufgabe 7
a, b,

Seien 4= Zj b= Zj €R"  Geben Sie eine konkrete Parametrisierung ¢:[0,1]—=R* der
a, b,

Linie von a nach b an und rechnen Sie dann nach, daB die Linge dieser Kurve ||b—al| ist.

Die einfachste Parametrisierung der Verbindungsstrecke von a nach b ist c¢(¢t)=a+t(b—a) .Man

sieht insbesondere sofort, daB ¢(0)=a und c¢(1)=b . cist offenbar eine stetig differenzierbare
1

Kurve, also kénnen wir die Linge tiber das Langenintegral f llc'(¢)]|d¢ berechnen . Weil
0

1
c¢'(t)=b—a ,ist dieses Integral gleich ||b—a||fdt=||b—a|| .
0

Aufgabe 8

2

Berechnen Sie fxexp(\/(xz—l))dx .

1
(Hinweis: zunichst eine Substitution, dann partielle Integration.)

1 2xdx xdx
Wir substituieren  y=+/( = 1) ; mit der Kettenregel ergibt sich dy :2_ ( 3 0 :y , also
wie

3

2

ydy=xdx und wir erhalten daher _f xexp(\/(xz—l))deI yexp(y)dy . Mit dem Ansatz
1 0

u=y,v=exp(y) istdieses Integral gleich

V3 V3 V3
Juwdy=wl~[u'vdy=yexp(y)l’~ [ exp(y)d y=V3exp(vV3)—exp(V3)+e
0 0 0

Aufgabe 9
X 2 2
Berechnen Sie das Volumen des Korpers K={[y| | 0<x,0<y,x+y<1,0<z<2x"+y
z

(Machen Sie sich ein Bild! )

Es handelt sich um einen den Kérper, der unter dem Graphen der Funktion /' (x, y)=2x"+ "



iiber dem durch die Punkte (8) , ((1)) , ((1)) gegebenen Dreieck A der x-y-Ebene liegt. Also ist

sein Volumen gleich dem Integral
1 1-x

ﬂ f(x,y)dxdy= f f 2x°+y )dydx—f2x

x=0 y=0

f dy)dx+ )

x=0

fxy dy)dx .

y=0

Die Einzelintegrale lassen sich jetzt elementar berechnen.

Aufgabe 10
a) Zeigen Sie: Die 1-Form w=dx+zdy+ ydz ist geschlossen.

Esist dw=ddx+dzAdy+dyAdz=0-dyAdz+dyAdz=0 ,alsoist w geschlossen.

b) Eine auf ganz IR’ gegebene stetig differenzierbare 1-Form wie die in a) ist sogar exakt, d.h. es
gibt eine differenzierbare Funktion f mit d f=w . Aufgrund des Hauptsatzes der Differential-

und Integralrechnung gilt dann  f (a)—f (O)ZIY w ,wobei y eine Kurve ist, die den

Nullpunkt mit dem Punkt g€IR’ verbindet. Wihlen Sie eine geeignete Kurve und nutzen Sie
diese Formel, um eine Stammfunktion f:R’—R fiir @ zu berechnen. Machen Sie
anschlieBend die Probe, daB tatséchlich d f=w gilt.

(Setzen Sie dabei am einfachsten /' (0)=0 .)

X X x
Wir parametrisieren die Strecke vom Nullpunkt zum Punkt |y | durch Y (¢)=t|y|=[s ]
z z 1z

Dann haben wir
1 1 1 1
Sy 2)=] w=[(y, (O)+=)y, (O+w)y, (0)di=[ xdi+ [ zydit [ wzde
0 0 0 0

. . ) ) 1 ) 1 .
Das erste dieser Integrale ist gleich x, das zweite > yz , das dritte ebenfalls > yz , insgesamt

also f(x,y,z)=x+yz . Zur Probe errechnet man sofort d f=dx+zdy+ydz=w .



Aufgabe 11

Betrachten Sie das homogene lin. Differentialgleichungssystem y'=Ay mit AZ(‘I‘ ?)
a) Finden Sie die Eigenwerte A, A, von 4 und zugehorige Eigenvektoren v, v, und berechnen
Sie die Losungen exp(t4)v, exp(t4)v, des homogenen Systems.

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms also von

A—1 =2

det(AE—4)= [FA-17-8=A"-24-7 . Daher A,,=1%\8=1x2\2 .

Es gibt daher eine nicht-triviale Losung des homogenen Systems (A, E—A4)x=0 , also

A—1 =2
! Xi)=(0 ,also 2v2x,—2x,=0 ,woraus x,=V2x, folgtund demnach.
-4 A—1/\x,] \O

1 -1
_ : : A _ :
vy ( \/5) Eigenvektor zum Eigenwert A, ist und dann genauso, dal Vv, ( \/5) Eigenvektor

zum Eigenwert A, ist.

Daher ergibt sich beim Einsetzen in die Exponentialreihe

00 00

exp(tA)vlzz ;—!A”(vl)zz ;—/2\'1’(\/1)=exp(2\1t)v1 , und ebenso
n=0 n=0

" ST
exp(tA)vzzz—./A (VI)ZZ n—./)\](vl)zexp(Azz‘)v2 .

n=0 n=0

b) Finden Sie als Linearkombination der in a) gefundenen weitere Losungen @, (2), @,(¢) des

homogenen Systems mit @, (0)2((1)) (p2(0)=<(1))

Die in a) gefundenen Losungen, nennen wir sie ¢, (¢), ,(¢) geniigen der Anfangsbedingung
¢,(0)=v, ¢,(0)=v, . Man muB also Linearkombinationen a,,v,+a,,v,=¢; und
a, v,+a,v,=e, finden und hat dann die oben geforderten Losungen ¢ ,=a,, ¢ ,+a,¥, und
P,=a, Y, tay,y, . Die Koeffizienten a; findet man offenbar durch Losen zweier linearer
Gleichungssysteme mit zwei Unbestimmten:

1 1
=e,=a,, v,ta,,v,—=a +a
(0) 1 1171 1272 11(\/5) 12

\/5) ,also a,—a;,=1 |, a, +a,,=0 | woraus sich

1 1
a11=2— und an:—z ergeben.
Ent hend ergibt sich « a—0a+a—1 dah a—l a—l Damit
ntsprechend ergibt sic —ay,=0, =——= , daher =—F, =——= . Dami
P g 217 Ay 217y \/5 21 2\/5 2 2\/5

. _1[exp(Ar) | _1[—exp(A,z)
haben wir (Pl(f)—z (\/Eexp(i\lt)) 5 (\/Eexp(Azt)) und



