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Aufgabenblatt 6

Seien U,V ,W Vektorrdume Uber einem Korper K.

Eine Abbildung ¢ :U xV - W heif¥ bilinear, wenn
AL A, 1, 6, OK U, u, OU v, v, OV

¢(A1ul + AZUZ ’ /’Ilvl + /'12V2) = Al/’ll¢(ul’ Vl) + /11/’12¢(u1’ V2) + /]2/’11¢(u2 ! Vl) + A2ﬂ2¢(u2 ’ V2)

Das einfachste Beispiel einer bilinearen Abbildung K xK - K ist die gewohnliche
Korpermultiplikation @(x,y) = x0y.

X Y1 XY3 = XY,

Auch das Vektorprodukt ¢:K*xK® - K®, @/ | %, || ¥, | [:=] XY, =X, Y, |ist bilinear. Man
X3 Ys XY, = %Y

schreibt fir das Vektorprodukt zweier Vektoren x,y auch xx y und nennt es oft auch

Kreuzprodukt. Das Kreuzprodukt 183t sich nur in einem dreidimensionalen Raum erkl&ren.
Eine bilineare Abbildung ist immer ,, eine Art Multiplikation®.

Ein Skalar produkt auf einem reellen Vektorraum ist eine bilineare Abbildung V xV - R mit
folgenden Zusatzei genschaften (wir schreiben in diesem Kontext meist < x, y > statt @(x, y) ):

Ox, yOV : <X, y>=<y,x> (Symmetrie)
OxOV:<x,x>20, OxOV: <x,x>=0 gdw. x=0 (positive Definitheit).

X[ W |
Im R" benutzt man meist das , kanonische Skalarprodukt” <| : |,| : [>= Z)gyi
i=1

X,) \Yn

Ein Skalarprodukt <, > definiert in natiirlicher Weise eine Norm durch |[x|:=+/< x,x>.
Wenn man fiir diese Norm die Dreiecksungleichung |[x+ y||< x|+ ] nachweisen méchte,
bendtigt man die Cauchy-Schwar zsche Ungleichung: Ox,yOV : |<x,y >/ <|x||y]. Hat

man im tibrigen eine Norm, so durch d(x, y) :=||x — y| eine Metrik. Ein Vektorraum mit

Skalarprodukt ist also automatisch ein metrischer Raum. Das kanonische Skalarprodukt im
R" fuhrt dabei zur uns bekannten euklidischen Metrik.



Aufgabe 1.

Yi

2

a) Man betrachte die durch ¢[(X1]( D =5x Y, +7XY, +7X,Y, +10x,Y, gegebene

Abbildung R?xR? - R und zeige: ¢ ist ein Skalarprodukt. (Diesesist natiirlich

verschieden vom kanonischen Skalarprodukt, welches uns zur Messung von Léngen und
spéter auch Winkeln dient.)

b) Man weise durch direkte Rechnung fiir zwei Vektoren x, yOR® nach, da3 <x,xxy>=0

c) Manzeige xxy=0 gdw X,y sindlinear abhangig.

Aufgabe 2. Banachscher Fixpunktsatz (extrem wichtig!)

Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum, d.h. jede Cauchyfolgein X konvergiert'. Eine
Abbildung f: X - X heild Kontraktion, wenn es eine reelle Konstante 0<c<1 gibt mit
Ox,yOX: d(f(x), f(y))<cd(xy). Beim Abbilden schrumpfen also die Abstéande
zwischen Punkten um einen festen Faktor.

Man zeige:

a) Die Abbildung f ist stetig in jedem Punkt von X.

b) Die Abbildung f besitzt hochstens einen Fixpunkt, d.h. es gibt héchstens einen Punkt

X O X mit f(x)=x,.

c) Man wahle einen beliebigen Punkt x, [0 X und definiererekursiv x,, = f(X,) und zeige,

daB (x,) eine Cauchyfolgeist. Man zeige anschlieflend, da der Grenzwert x, =limx, ein

n-oo

Fixpunkt von f ist.

Esergibt sich also: Jede Kontraktion besitzt einen eindeutig bestimmten Fixpunkt!

d) Man interpretiere Aufgabe 3avon Blatt 5 im obigen Kontext, setze X =[1,2] mit der von

X2+

2X

zeige anschliefend, dald mit c:% die Abbildung f :[1,2] - [1,2] eine Kontraktionist und

den reellen Zahlen geerbten Metrik, zeige, dal3 fur x[[1,2] auch f(x) = 2 4, 2] und

daRd der Fixpunkt x, 0[1,2] die Gleichung x? =2 erfllt.

tvollstandigist z.B. der IR" mit den uns bekannten Metriken, ebenso jede abgeschlossene Teilmenge des R",
insbesondere auch abgeschlossene Intervallein R, wiein 2d) .



Aufgabe 3

a) Manzeige: diedurch x, := (1+ EJ gegebene Folge ist monoton wachsend und nach
n

oben beschrankt. (Also konvergent!)

b) Man zeige, dal3 fiur die Folge ( sn) der Partialsummen der ,, alternierenden harmonischen

Reihe* Z(—l)”l_1 folgendesgilt:  ONON: s, <S,.00 < Sy <Spuy-
= i

Das heil3t, dal3 die Folge der Partialsummen mit geradem Index monoton steigt und nach oben
beschrankt ist, wahrend die Folge der Partialsummen mit ungeradem Index monoton fallt und
nach unten beschréankt ist. Offenbar konvergiert daher die Folge der geraden und der
ungeraden Partialsummen und beide Grenzwerte sind gleich: daher ist die alternierende
harmonische Reihe konvergent, im Gegensatz zur harmonischen Reihe.

c) Die geometrische Reihe konvergiert natrlich auch fir komplexe Zahlen mit |z| <1,undes

gilt: z z" =1i. Man berechnefir z=0,5+0,8 den Wertli und die ersten 10
n=0 —Z —Z

Partial summen der geometrischen Reihe und trage sémtliche Werte in ein Bild der komplexen

Ebeneein.



